
УДК 517.946

c©2014 р. С.Г. Блажевський

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

ЗАДАЧА ДИФУЗIЇ В ТРИШАРОВОМУ НАПIВОБМЕЖЕНОМУ
СЕРЕДОВИЩI З М’ЯКИМИ МЕЖАМИ

Методом iнтегрального перетворення Лапласа в поєднаннi з методом функцiй Кошi побу-
довано розв’язок задачi дифузiї, змодельованої на тришаровiй пiвосi гiбридним диференцi-
альним оператором Лежандра-Фур’є-Бесселя в припущеннi, що часова змiнна бере участь в
крайовiй умовi та в умовах спряження.

Using integral Laplace transforms and Cauchy functions, we construct a solution of a diffusion
problem modeled on a three-layer axis by a hybrid differential Legendre-Fourier-Bessel operator
under the assumption that the time variable is involved in the boundary conditions and conjugate
conditions.

Процеси теплопровiдностi, якi постiйно
вiдбуваються в навколишньому середовищi,
привертали до себе увагу вчених на протя-
зi всiєї iсторiї розвитку людства. Найпростi-
шою математичною моделлю такого проце-
су є диференцiальне рiвняння теплопровiд-
ностi параболiчного типу [1]

∂u

∂t
− a2∂2u

∂r2
= f(t, r), r ∈ (R0, R)

з вiдповiдною початковою умовою та крайо-
вими умовами.

Потреби практики приводили до рiзно-
го узагальнення рiвняння теплопровiдностi:
перехiд до квазiлiнiйностi та нелiнiйностi,
перехiд до кусково-однорiдних коефiцiєнтiв,
перехiд до нових криволiнiйних систем ко-
ординат (у випадку розмiрностi простору
n ≥ 2) та iн. В усiх випадках процеси те-
плопровiдностi вивчалися в припущеннi, що
межа середовища жорстка по вiдношенню
до вiдбиття хвиль. Рiзко змiнюється карти-
на розповсюдження тепла, якщо межа сере-
довища є м’якою по вiдношенню до вiдбит-
тя хвиль. Математично це означає наявнiсть
в крайових операторах та диференцiальних
операторах спряження похiдної стосовно ча-
сової змiнної.

Особливу увагу заслуговує дуже пошире-
ний в другiй половинi ХХ-го столiття для
вивчення фiзико-технiчних характеристик
композитних об’єктiв метод кусково-сталих

коефiцiєнтiв. Це привело навiть у випадку
жорсткостi областi середовища до диферен-
цiальних рiвнянь iз сингулярними коефiцi-
єнтами типу дельта-функцiї та її похiдних.
Одержати iнтегральне зображення точного
аналiтичного розв’язку таких задач навiть у
найпростiшому випадку неможливо. Цi тру-
днощi можна обiйти, якщо здiйснити моде-
лювання процесiв поширення тепла методом
гiбридних диференцiальних операторiв.

Дана робота присвячена моделюванню
нестацiонарних процесiв теплопровiдностi
методом гiбридного диференцiального опе-
ратора Лежандра-Фур’є-Бесселя в припу-
щеннi, що межа середовища м’яка по вiдно-
шенню до вiдбиття хвиль.

Це дало можливiсть одержати iнте-
гральне зображення точного аналiтично-
го розв’язку в алгоритмiчнiй формi доста-
тньо широкого класу задач теплопровiдно-
стi неоднорiдного середовища. Така форма
розв’язку зручна i для теоретичного дослi-
дження i для iнженерних розрахункiв.

Побудуємо обмежений в областi D
+

2 =

{(t, r) : t ∈ (0,∞); r ∈ I
+

2 = (R0, R1) ∪
(R1, R2) ∪ (R2,∞); R0 > 0} розв’язок сепа-
ратної системи диференцiальних рiвнянь те-
плопровiдностi параболiчного типу [1]

∂u1

∂t
+γ2

1u1−a2
1Λ(µ)[u1] = f1(t, r), r ∈ (R0, R1),
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∂u2

∂t
+ γ2

2u2 − a2
2

∂2u2

∂r2
= f2(t, r), r ∈ (R1, R2),

(1)
∂u3

∂t
+ γ2

3u3− a2
3Bν,α[u3] = f3(t, r), r ∈ (R2,∞)

за початковими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
t=0

= gj(r), r ∈ (Rj−1, Rj),

j = 1, 3, R3 = ∞ (2)

крайовими умовами
[(

α0
11 + δ0

11

∂

∂t

) ∂

∂r
+β0

11 +γ0
11

∂

∂t

]
u1(t, r)

∣∣∣
r=R0

=

= ω0(t),
∂u3

∂r

∣∣∣
r=∞

= 0 (3)

та умовами спряження
(
Lk

j1

[
uk(t, r)

]
− Lk

j2

[
uk+1(t, r)

])∣∣∣
r=Rk

=

= ωjk(t), j, k = 1, 2 (4)

У рiвностях (1)-(4) беруть участь: ди-
ференцiальний оператор Лежандра Λ(µ) =
d2

dr2
+ cthr

d

dr
+

1

4
+

1

2

( µ2
1

1− chr
+

µ2
2

1 + chr

)
[2],

диференцiальний оператор Бесселя Bν,α =
d2

dr2
+(2α + 1)r

d

dr
−(ν2−α2)r−2 та Фур’є

d2

dr2

[3, 4], а також диференцiальнi оператори

Lk
jm =

(
αk

jm + δk
jm

∂

∂t

) ∂

∂r
+ βk

jm + γk
jm

∂

∂t
;

m, j, k = 1, 2.
Припустимо, що виконанi умови на кое-

фiцiєнти: α0
11 ≤ 0, β0

11 ≥ 0, |α0
11| + β0

11 6= 0,
δ0
11 ≥ 0, γ0

11 ≥ 0; αk
jm ≥ 0, βk

jm ≥ 0, δk
jm ≥ 0,

cj1,k = αk
2jβ

k
1j−αk

1jβ
k
2j, cj2,k = δk

2jγ
k
1j−δk

1jγ
k
2j=0;

δk
2jβ

k
1j−δk

1jβ
k
2j = αk

1jγ
k
2j−αk

2jγ
k
1j, c11,k ·c21,k > 0.

Нехай заданi та шуканi функцiї є оригi-
налами Лапласа стосовно t [5]. У зображеннi
за Лапласом одержуємо крайову задачу: по-
будувати обмежений на множинi I

+

2 розв’я-
зок сепаратної системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь Лежандра, Фур’є та Бес-
селя для модифiкованих функцiй
(
Λ(µ)− q2

1

)
u∗1(p, r) = −F ∗

1 (p, r), r ∈ (R0, R1)

( d2

dr2
− q2

2

)
u∗2(p, r) = −F ∗

2 (p, r), r ∈ (R1, R2)

(5)(
Bν,α − q2

3

)
u∗3(p, r) = −F ∗

3 (p, r), r ∈ (R2,∞)

за крайовими умовами
(
α0

11

d

dr
+ β

0

11

)
u∗1(p, r)

∣∣∣
r=R0

= ω∗0(p),

du∗3
dr

∣∣∣
r=∞

= 0 (6)

та умовами спряження
[(

αk
j1

d

dr
+ β

k

j1

)
u∗k(p, r)−

−
(
αk

j2

d

dr
+ β

k

j2

)
u∗k+1(p, r)

]∣∣∣
r=Rk

=

= ω∗jk(p), j, k = 1, 2 (7)

У рiвностях (5)-(7) прийнятi позначення:
q2
j = a−2

j

(
p + γ2

j

)
,

F ∗
j (p, r) = a−2

j

(
f ∗j (p, r) + gj(r)

)
;

α0
11 = α0

11 + pδ0
11, β

0

11 = β0
11 + pγ0

11;

αk
jm = αk

jm + pδk
jm,

β
k

jm = βk
jm + pγk

jm; ω∗0(p) = ω∗0(p) + ψ0
11,

ψ0
11 = δ0

11g
′
1(R0)+γ0

11g1(R0), ω
∗
jk(p) = ω∗jk(p)+ψjk,

ψjk = δk
j1g

′
k(Rk) + δk

j1gk(Rk)−
−

[
δk
j2g

′
k+1(Rk) + δk

j2gk+1(Rk)
]
.

Можна вважати, що ψ0
11 = 0 i ψjk = 0.

Якщо не так, то переходимо до нових поча-
ткових даних:

g1 = g1(r)−(a1r+b1), g2(r) = g2(r)−(a2r+b2),

g3(r) = g3(r)− b3.

Невiдомi величини a1, a2 та bm (m = 1, 3)
знаходимо iз неоднорiдної алгебраїчної си-
стеми з п’яти рiвнянь:

(δ0
11 + γ0

11R0)a1 + γ0
11b1 = ψ0

11

q1
j1a1 + γ1

j1b1 − q1
j2a2 − γ1

j2b2 = ψj1, (8)

q2
j1a2 + γ2

j1b2 − γ2
j2b3 = ψj2, j = 1, 2
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Тут прийнятi позначення:

q1
j1 = δ1

j1 + γ1
j1R1, q1

j2 = δ1
j2 + γ1

j2R1,

q2
j1 = δ2

j1 + γ2
j1R2, j = 1, 2.

При виконаннi умов на коефiцiєнти ал-
гебраїчна система (8) сумiсна й має єдиний
розв’язок.

Наявнiсть фундаментальної системи
розв’язкiв дозволяє побудувати розв’язок
крайової задачi (5)-(7) методом функцiй
Кошi [4,7]:

u∗1(p, r) = A1P
(µ)
ν1

(chr) + B1L
(µ)
ν1

(chr)+

+

R1∫

R0

E∗
1(p, r, ρ)F ∗

1 (p, ρ)shρdρ,

u∗2(p, r) = A2chq2r + B2shq2r+

+

R2∫

R1

E∗
2(p, r, ρ)F ∗

2 (p, ρ)dρ, (9)

u∗3(p, r) = B3Kν,α(q3r)+

+

∞∫

R2

E∗
3(p, r, ρ)F ∗

3 (p, ρ)ρ2α+1dρ.

Тут E∗
j (p, r, ρ), j = 1, 3, – функцiї Кошi

[4,7] :

E∗
j (p, r, ρ)

∣∣∣
r=ρ+0

−E∗
j (p, r, ρ)

∣∣∣
r=ρ−0

= 0 (10)

dE∗
j (p, r, ρ)

dr

∣∣∣
r=ρ+0

− dE∗
j (p, r, ρ)

dr

∣∣∣
r=ρ−0

=

= − 1

ϕj(ρ)
, j = 1, 3,

(
ϕ1(ρ) = shρ, ϕ2(ρ) = 1, ϕ3(ρ) = ρ2α+1

)
.

Припустимо, що функцiя Кошi

E∗
1(p, r, ρ) =

=





−
E
∗
1≡ C1P

(µ)
ν1 (chr)+

+D1L
(µ)
ν1 (chr), R0 < r < ρ < R1

+

E
∗
1≡ C2P

(µ)
ν1 (chr)+

+D2L
(µ)
ν1 (chr), R0 < ρ < r < R1

Властивостi (10) функцiї Кошi дають ал-
гебраїчну систему:

(C2 −C1)P
(µ)
ν1

(chρ) + (D2 −D1)L
(µ)
ν1

(chρ) = 0,

(C2 − C1)P
(µ)′
ν1

(chρ) + (D2 −D1)L
(µ)′
ν1

(chρ) =

= −(sh2ρ)−1

Звiдси отримуємо спiввiдношення:

C2 − C1 = −B(µ)(q1)L
(µ)
ν1

(chρ),

D2 −D1 = B(µ)(q1)P
(µ)
ν1

(chρ) (11)

Доповнимо рiвностi (11) алгебраїчними
рiвняннями:

(
α0

11

d

dr
+ β

0

11

) −
E
∗
1

∣∣∣
r=R0

= 0 :

Z
(µ),01
ν1;11 (chR0)C1 + Z

(µ),02
ν1;11 (chR0)D1 = 0 (12)

(
α1

11

d

dr
+ β

1

11

) +

E
∗
1

∣∣∣
r=R1

= 0 :

Z
(µ),11
ν1;11 (chR1)C2 + Z

(µ),12
ν1;11 (chR1)D2 = 0.

Внаслiдок спiввiдношень (11) алгебраї-
чна система (12) набуває вигляду:

Z
(µ),01
ν1;11 (chR0)C1 + Z

(µ),02
ν1;11 (chR0)D1 = 0 (13)

Z
(µ),11
ν1;11 (chR1)C1 + Z

(µ),12
ν1;11 (chR1)D1 =

B(µ)(q1)F
(µ),1
ν1;11(chR1, chρ)

Розв’язуємо алгебраїчну систему (13) за
правилами Крамера [6]:

C1 = −B(µ)(q1)Z
(µ);02
ν1;11 (chR0)

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)

F
(µ),1
ν1;11(chR1, chρ),

D1 =
B(µ)(q1)Z

(µ);01
ν1;11 (chR0)

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)

F
(µ),1
ν1;11(chR1, chρ).

Цим функцiя Кошi E∗
1(p, r, ρ) визначена й

внаслiдок симетрiї вiдносно дiагоналi r = ρ
має структуру:

E∗
1(p, r, ρ) =

B(µ)(q1)

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)

×
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×





F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr)F

(µ),1
ν1;11(chR1, chρ),

R0 < r < ρ < R1

F
(µ),0
ν1;11(chR0, chρ)F

(µ),1
ν1;11(chR1, chr),

R0 < ρ < r < R1

(14)
Тут прийнято позначення:

B(µ)(q1) =
π

2

2µ1

2µ2

Γ(1/2 + q1 − ν+
12)

Γ(1/2 + q1 + ν+
12)
×

×Γ(1/2 + q1 − ν−12)

Γ(1/2 + q1 + ν−12)
, ν±12 =

1

2
(µ1 ± µ2),

Z
(µ),m1
ν1;jk (chRm) =

=
(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
P (µ)

ν1
(chr)

∣∣∣
r=R1

Z
(µ),m2
ν1;jk (chRm) =

=
(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
L(µ)

ν1
(chr)

∣∣∣
r=R1

;

F
(µ),m
ν1;jk (chRm, chr) = Z

(µ),m1
ν1;jk (chRm)L(µ)

ν1
(chr)−

−Z
(µ),m2
ν1;jk (chRm)P (µ)

ν1
(chr).

∆
(µ)
ν1;j1(chR0, chR1) =

= Z
(µ);01
ν1;11 (chR0)Z

(µ);12
ν1;j1 (chR1)−

−Z
(µ);02
ν1;11 (chR0)Z

(µ);11
ν1;j1 (chR1);

j = 1, 2.
Припустимо, що функцiя Кошi

E∗
2(p, r, ρ) =





−
E
∗
2≡ C1chq2r + D1shq2r,

R1 < r < ρ < R2
+

E
∗
2≡ C2chq2r + D2shq2r,

R1 < ρ < r < R2

Властивостi (10) функцiї Кошi дають ал-
гебраїчну систему з двох рiвнянь:

(C2 − C1)chq2ρ + (D2 −D1)shq2ρ = 0

(C2 − C1)shq2ρ + (D2 −D1)chq2ρ = −q−1
2

Звiдси одержуємо спiввiдношення:

C2 − C1 = q−1
2 shq2ρ, D2 −D1 = −q−1

2 chq2ρ
(15)

Доповнимо рiвностi (15) алгебраїчними
рiвняннями:

(
α1

12

d

dr
+ β1

12

) −
E
∗
2

∣∣∣
r=R1

= 0 :

V 11
12 (q2R1)C1 + V 12

12 (q2R1)D1 = 0 (16)
(
α2

11

d

dr
+ β2

11

) +

E
∗
2

∣∣∣
r=R2

= 0 :

V 21
11 (q2R2)C2 + V 22

11 (q2R2)D2 = 0

Внаслiдок спiввiдношень (15) алгебраї-
чна система (16) набуває вигляду:

V 11
12 (q2R1)C1 + V 12

12 (q2R1)D1 = 0 (17)

V 21
11 (q2R2)C1+V 22

11 (q2R2)D1 = q−1
2 Φ2

11(q2R2, q2ρ)

Розв’язок алгебраїчної системи (17) зна-
ходимо за правилами Крамера [6]

C1 =
−V 12

12 (q2R1)

q2∆11(q2R1, q2R2)
Φ2

11(q2R2, q2ρ),

D1 =
V 11

12 (q2R1)

q2∆11(q2R1, q2R2)
Φ2

11(q2R2, q2ρ).

Цим функцiя Кошi E∗
2(p, r, ρ) визначена й

внаслiдок симетрiї вiдносно дiагоналi r = ρ
має структуру:

E∗
2(p, r, ρ) = − 1

q2∆11(q2R1, q2R2)
×

×





Φ1
12(q2R1, q2r)Φ

2
11(q2R2, q2ρ),

R1 < r < ρ < R2,
Φ1

12(q2R1, q2ρ)Φ2
11(q2R1, q2r),

R1 < ρ < r < R2.

(18)

Тут

V m1
jk (q2Rm) = αm

jkq2shq2Rm + β
m

jkchq2Rm ≡

≡
(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
ch q2r

∣∣∣
r=Rm

,

V m2
jk (q2Rm) = αm

jkq2 ch q2Rm + β
m

jkshq2Rm ≡

≡
(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
sh q2r

∣∣∣
r=Rm

,

Φm
jk(q2Rm, q2r) = V m2

jk (q2Rm) ch q2r−
−V m1

jk (q2Rm) sh q2r,

∆jk(q2R1, q2R2) = V 11
j2 (q2R1)V

22
k1 (q2R2)−
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−V 12
j2 (q2R1)V

21
k1 (q2R2); j, k = 1, 2

Нехай функцiя Кошi

E∗
3(p, r, ρ) =

=





−
E
∗
3≡ C1Iν,α(q3r)+

+D1Kν,α(q3r), R2 < r < ρ < ∞
+

E
∗
3≡ D2Kν,α(q3r), R2 < ρ < r < ∞

Властивостi (10) функцiї Кошi дають ал-
гебраїчну систему з двох рiвнянь:

−C1Iν,α(q3ρ) + (D2 −D1)Kν,α(q3ρ) = 0

−C1I
′
ν,α(q3ρ) + (D2 −D1)K

′
ν,α(q3ρ) =

= −
(
q3ρ

2α+1
)−1

.

Звiдси отримуємо спiввiдношення:

C1 = q2α
3 Kν,α(q3ρ), D2 −D1 = q2α

3 Iν,α(q3ρ)
(19)

Доповнимо рiвностi (19) алгебраїчним
рiвнянням:

(
α2

12

d

dr
+ β

2

12

) −
E
∗
3

∣∣∣
r=R2

= 0 :

U21
ν,α;12(q3R2)C1 + U22

ν,α;12(q3R2)D1 = 0 (20)

Iз алгебраїчної системи (19), (20) знахо-
димо, що

D2 = −
(
U22

ν,α;12(q3R2)
)−1

q2α
3 Ψ2∗

ν,α;12(q3R2, q3ρ).

Цим функцiя Кошi E∗
3(p, r, ρ) визначена й

внаслiдок симетрiї вiдносно дiагоналi r = ρ
має структуру:

E∗
3(p, r, ρ) = − q2α

3

U22
ν,α;12(q3R2)

×

×





Ψ2∗
ν,α;12(q3R2, q3r)Kν,α(q3ρ),

R2 < r < ρ < ∞,
Ψ2∗

ν,α;12(q3R2, q3ρ)Kν,α(q3r),
R2 < ρ < r < ∞.

(21)

Тут

Um1
ν,α;jk(q2Rm) =

(
αm

jk

ν − α

Rm

+

+β
m

jk

)
Iν,α(q2Rm) + αm

jkq
2
2RmIν+1,α+1(q2Rm),

Um2
ν,α;jk(q2Rm) =

(
αm

jk

ν − α

Rm

+β
m

jk

)
Kν,α(q2Rm)−

−αm
jkq

2
2RmKν+1,α+1(q2Rm),

Ψm∗
ν,α;jk(q2Rm, q2r) = Um1

ν,α;jk(q2Rm)Kν,α(q2r)−
−Um2

ν,α;jk(q2Rm)Iν,α(q2r),

∆ν,α;jk(q2R1, q2R2) = U11
ν,α;j2(q2R1)U

22
ν,α;k1(q2R2)−

−U12
ν,α;j2(q2R1)U

21
ν,α;k1(q2R2).

Крайова умова в точцi r = R0 й умо-
ви спряження (7) для визначення величин
Aj (j = 1, 2) та Bk (k = 1, 3) дають неоднорi-
дну алгебраїчну систему з п’яти рiвнянь:

Z
(µ);01
ν1;11 (chR0)A1 + Z

(µ);02
ν1;11 (chR0)B1 = ω∗0(p)

Z
(µ);11
ν1;j1 (chR1)A1 + Z

(µ);12
ν1;j1 (chR1)B1−

−V 11
j2 (q2R1)A2 − V 12

j2 (q2R1)B2 = ω∗j1 + δj2G
∗
12,

V 21
j1 (q2R2)A2+V 22

j1 (q2R2)B2−U22
ν,α;j2(q3R2)B3 =

= ω∗j2 + δj2G
∗
23, j = 1, 2 (22)

В алгебраїчнiй системi (22) беруть участь
функцiї

G∗
12 =

c∗11

shR1

R1∫

R0

F
(µ);0
ν1;11(chR0, chρ)

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)

F ∗
1 (p, ρ)×

×shρdρ + c∗21

R2∫

R1

Φ2
11(q2R2, q2ρ)

∆11(q2R1, q2R2)
F ∗

2 (p, ρ)dρ,

G∗
23 = −c∗12

R2∫

R1

Φ1
12(q2R1, q2ρ)

∆11(q2R1, q2R2)
F ∗

2 (p, ρ)dρ+

+
c∗22

R2α+1
2

∞∫

R2

Kν,α(q3ρ)

U22
ν,α;12(q3R2)

F ∗
3 (p, ρ)ρ2α+1dρ

та символ Кронекера δj2.
Введемо до розгляду функцiї:

A(µ);j(p) = ∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)∆2j(q2R1, q2R2)−

−∆
(µ)
ν1;21(chR0, chR1)∆1j(q2R1, q2R2),

Bν,α;j(p) = U22
ν,α;22(q3R2)∆j1(q2R1, q2R2)−

−U22
ν,α;12(q3R2)∆j2(q2R1, q2R2), j = 1, 2
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Θ(µ);1(p, r) = ∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)Φ

1
22(q2R1, q2r)−

−∆
(µ)
ν1;21(chR0, chR1)Φ

1
12(q2R1, q2r),

Θν,α;2(p, r) = U22
ν,α;12(q3R2)Φ

2
21(q3R2, q3r)−

−U22
ν,α;22(q3R2)Φ

2
11(q3R2, q3r).

Припустимо, що виконана умова одно-
значної розв’язностi крайової задачi (5)-(7):
для p = σ + is iз Re p = σ > σ0, де σ0

- абсциса збiжностi iнтеграла Лапласа, та
Im p = s ∈ (−∞, +∞) визначник алгебра-
їчної системи (22) вiдмiнний вiд нуля

∆(µ)
ν,α(p) = A(µ);1(p)U22

ν,α;22(q3R2)−
−A(µ);2(p)U22

ν,α;12(q3R2) =

= ∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)Bν,α;2(p)−

−∆
(µ)
ν1;21(chR0, chR1)Bν,α;1(p) 6= 0 (23)

Визначимо головнi розв’язки крайової за-
дачi (5)-(7):
1) породженi неоднорiднiстю крайової умо-
ви в точцi r = R0 функцiї Грiна

W
(µ)∗
ν,α;11(p, r) =

1

∆
(µ)
ν,α(p)

[
Bν,α;1(p)×

×F
(µ),1
ν1;21(chR1, chr)−Bν,α;2(p)F

(µ),1
ν1;11(chR1, chr)

]
,

(24)

W
(µ)∗
ν,α;12(p, r) = − c∗11

B(µ)(q1)shR1

Θν,α;2(p, r)

∆
(µ)
ν,α(p)

,

W
(µ)∗
ν,α;13(p, r) = − c∗11c

∗
12q2

B(µ)(q1)shR1

Kν,α(q3r)

∆
(µ)
ν,α(p)

;

2) породженi неоднорiднiстю умов спряжен-
ня функцiї Грiна

R
(µ);1∗
ν,α;11(p, r) =

Bν,α;2

∆
(µ)
ν,α(p)

F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr),

R
(µ);1∗
ν,α;21(p, r) = − Bν,α;1

∆
(µ)
ν,α(p)

F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr),

R
(µ);1∗
ν,α;12(p, r) = − c∗21q2

∆
(µ)
ν,α(p)

U22
ν,α;22(q3R2)×

×F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr), (25)

R
(µ);1∗
ν,α;22(p, r) =

c∗21q2

∆
(µ)
ν,α(p)

U22
ν,α;12(q3R2)×

×F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr),

R
(µ);2∗
ν,α;11(p, r) = − ∆

(µ)
ν1;21

∆
(µ)
ν,α(p)

Θν,α;2(p, r),

R
(µ);2∗
ν,α;21(p, r) =

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)

∆
(µ)
ν,α(p)

Θν,α;2(p, r),

R
(µ);2∗
ν,α;12(p, r) = −U22

ν,α;22(q3R2)

∆
(µ)
ν,α(p)

Θ(µ);1(p, r),

R
(µ);2∗
ν,α;22(p, r) =

U22
ν,α;12(q3R2)

∆
(µ)
ν,α(p)

Θ(µ);1(p, r),

R
(µ);3∗
ν,α;11(p, r) = − c∗12q2

∆
(µ)
ν,α(p)

∆
(µ)
ν1;21(chR0, chR1)Kν,α(q3r),

R
(µ);3∗
ν,α;21(p, r) =

c∗12q2

∆
(µ)
ν,α(p)

∆
(µ)
ν1;11(chR0, chR1)Kν,α(q3r),

R
(µ);3∗
ν,α;12(p, r) =

A(µ);2(p)

∆
(µ)
ν,α(p)

Kν,α(q3r),

R
(µ);3∗
ν,α;22(p, r) = −A(µ);1(p)

∆
(µ)
ν,α(p)

Kν,α(q3r);

3) породженi неоднорiднiстю системи (5)
функцiї впливу:

H(µ)∗
ν,α;11(p, r, ρ) = −B(µ)(q1)×

×





F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr)W

(µ)∗
ν,α;11(p, ρ),

R0 < r < ρ < R1

F
(µ),0
ν1;11(chR0, chρ)W

(µ)∗
ν,α;11(p, r),

R0 < ρ < r < R1

,

H(µ)∗
ν,α;12(p, r, ρ) =

c∗21

∆
(µ)
ν,α(p)

F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr)×

×Θν,α;2(p, ρ),

H(µ)∗
ν,α;13(p, r, ρ) =

c∗21q2c
∗
22

R2α+1
2 ∆

(µ)
ν,α(p)

×

×F
(µ),0
ν1;11(chR0, chr)Kν,α(q3ρ),

H(µ)∗
ν,α;21(p, r, ρ) =

c∗11

shR1

1

∆
(µ)
ν,α(p)

×

×F
(µ),0
ν1;11(chR0, chρ)Θν,α;2(p, r),

H(µ)∗
ν,α;22(p, r, ρ) =

1

q2∆
(µ)
ν,α(p)

×
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×
{

Θ(µ);1(p, r)Θν,α;2(p, ρ), R1 < r < ρ < R2

Θ(µ);1(p, ρ)Θν,α;2(p, r), R1 < ρ < r < R2
,

H(µ)∗
ν,α;23(p, r, ρ) =

c∗22

R2α+1
2

1

∆
(µ)
ν,α(p)

Θ(µ);1(p, r)×

×Kν,α(q3ρ), (26)

H(µ)∗
ν,α;31(p, r, ρ) =

c∗11c
∗
12q2

shR1∆
(µ)
ν,α(p)

×

×F
(µ),0
ν1;11(chR0, chρ)Kν,α(q3r),

H(µ)∗
ν,α;32(p, r, ρ) =

c∗12

∆
(µ)
ν,α(p)

Θ(µ);1(p, ρ)Kν,α(q3r),

H(µ)∗
ν,α;33(p, r, ρ) =

q2α
3

∆
(µ)
ν,α(p)

×

×




Kν,α(q3ρ)
[
A(µ);2(p)Ψ2∗

ν,α;12(q3R2, q3r)−
Kν,α(q3r)

[
A(µ);2(p)Ψ2∗

ν,α;12(q3R2, q3ρ)−

−A(µ);1(p)Ψ2∗
ν,α;22(q3R2, q3r)

]
,

R2 < r < ρ < ∞
−A(µ);1(p)Ψ2∗

ν,α;22(q3R2, q3ρ)
]
,

R2 < ρ < r < ∞

.

У результатi однозначної розв’язностi ал-
гебраїчної системи (22) й пiдстановки одер-
жаних значень Aj та Bk у формули (9) має-
мо єдиний розв’язок крайової задачi (5)-(7):

u∗j(p, r) = W
(µ)∗
ν,α;1j(p, r)ω

∗
0(p)+

+
2∑

m,k=1

R
(µ);j∗
ν,α;mk(p, r)ω

∗
mk(p)+

+

R1∫

R0

H(µ)∗
ν,α;j1(p, r, ρ)F ∗

1 (p, ρ)shρdρ+

+

R2∫

R1

H(µ)∗
ν,α;j2(p, r, ρ)F ∗

2 (ρ)dρ+

+

∞∫

R2

H(µ)∗
ν,α;j3(p, r, ρ)F ∗

3 (p, ρ)ρ2α+1dρ, j = 1, 3

(27)

Повертаючись до оригiналу, маємо єди-
ний розв’язок параболiчної задачi (1)-(4):

uj(t, r) =

t∫

0

W
(µ)
ν,α;1j(t− τ, r)ω0(τ)dτ+

+
2∑

m,k=1

t∫

0

R
(µ);j
ν,α;mk(t− τ, r)ωmk(τ)dτ+

+W
(µ)
ν,α;1j(t, r)ψ

0
11 +

2∑

m,k=1

R
(µ);j
ν,α;mk(t, r)ψmk+

+

t∫

0

R1∫

R0

H(µ)
ν,α;j1(t− τ, r, ρ)×

×
[
f1(τ, ρ) + δ+(τ)g1(ρ)

]
shρdρdτa−2

1 +

+

t∫

0

R2∫

R1

H(µ)
ν,α;j2(t− τ, r, ρ)

[
f2(τ, ρ) + δ+(τ)×

×g2(ρ)
]
a−2

2 dρdτ +

t∫

0

∞∫

R2

H(µ)
ν,α;j3(t− τ, r, ρ)×

×
[
f3(τ, ρ) + δ+(τ)g3(ρ)

]
a−2

3 ρ2α+1dρdτ, (28)

j = 1, 3.
У рiвностях (28) за означенням [5]

W
(µ)
ν,α;1j(t, r) =

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

W
(µ)∗
ν,α;1j(p, r)e

ptdp;

j = 1, 3 (29)

R
(µ);j
ν,α;mk(t, r) =

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

R
(µ);j∗
ν,α;mk(p, r)e

ptdp;

m, k = 1, 2; j = 1, 3 (30)

H(µ)
ν,α;jk(t, r, ρ) =

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

H(µ)∗
ν,α;jk(p, r, ρ)eptdp;

j, k = 1, 3 (31)
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Теорема. Якщо fj(t, r), j = 1, 3, ωik(t),
i, k = 1, 2, g0(t), w0(t) є оригiналами за Ла-
пласом, fj(t, r), gj(r), j = 1, 3, – двiчi непе-
рервно диференцiйовнi за змiнною r та за-
довольняють однорiднi умови спряження,
то задача (1) – (4) має розв’язок uj(t, r),
що визначається формулою (28), а при ви-
конаннi умови однозначної розв’язностi ал-
гебраїчної системи (19) вiн єдиний.

Особливими точками функцiй
W

(µ)∗
ν,α;1j(p, r), R

(µ);j∗
ν,α;mk(p, r) та H(µ)∗

ν,α;jk(p, r, ρ)

є точки галуження p = −γ2
j (j = 1, 3)

й точка p = ∞. Якщо знову покла-
сти qj = ibj ≡ ia−1

j (β2 + k2
j )

1/2, при
γ2 = max{γ2

1 ; γ
2
2 ; γ

2
3} знаходимо, що

p = −(β2 + γ2) ≡ (β2 + γ2) exp(πi),
dp = −2βdβ.

Використовуючи метод контурного iнте-
грала, лему Жордана й теорему Кошi, при-
ходимо до розрахункових формул:

W
(µ)
ν,α;1j(t, r) =

= − 2

π

∞∫

0

Im
{

W
(µ)∗
ν,α;1j(e

πi(β2 + γ2), r)
}
×

×e−(β2+γ2)tβdβ, j = 1, 3, (32)

R
(µ);j
ν,α;mk(t, r) =

= − 2

π

∞∫

0

Im
{

R
(µ);j∗
ν,α;mk(e

πi(β2 + γ2), r)
}
×

×e−(β2+γ2)tβdβ; m, k = 1, 2; j = 1, 3, (33)

H(µ)
ν,α;jk(t, r, ρ) =

= − 2

π

∞∫

0

Im
{
H(µ)∗

ν,α;jk(e
πi(β2 + γ2), r, ρ)

}
×

×e−(β2+γ2)tβdβ; j, k = 1, 3. (34)

Тут Im(· · · ) означає уявну частину вира-
зу (· · · ).

Визначимо величини та функцiї:

a2
1σ1 =

c11,1c11,2

c21,1c21,2

R2α+1
2

shR1

, a2
2σ2 =

c11,2

c21,2

R2α+1
2 ,

a2
3σ3 = 1; d1 = a2

1σ1shR1 : c11,1,

d2 = a2
2σ2 : c11,2, δ

(µ)
ν∗1 ;j1(chR0, chR1) =

= Y
(µ),01
ν∗1 ;11 (chR0)Y

(µ),12
ν∗1 ;j1 (chR1)− Y

(µ),02
ν∗1 ;11 (chR0)×

×Y
(µ),11
ν∗1 ;j1 (chR1); Y

(µ),m1
ν∗1 ;jk (chRm) =

=
(
α̃m

jk

d

dr
+ β̃m

jk

)
A

(µ)
ν∗1

(chr)
∣∣∣
r=Rm

,

Y
(µ),m2
ν∗1 ;jk (chRm) =

(
α̃m

jk

d

dr
+β̃m

jk

)
B

(µ)
ν∗1

(chr)
∣∣∣
r=Rm

;

ν∗1 = −1/2 + ib1;

α̃m
jk = αm

jk−δm
jk(β

2+γ2), β̃m
jk = βm

jk−γm
jk(β

2+γ2);

f
(µ),0
ν∗1 ;11(chR0, chr) = Y

(µ),01
ν∗1 ;11 (chR0)B

(µ)
ν∗1

(chr)−
−Y

(µ),02
ν∗1 ;11 (chR0)A

(µ)
ν∗1

(chr);

V
(µ)
ν,α;1(r, β) =

2c21,2

πb2α
3 R2α+1

2

c21,1b2f
(µ),0
ν∗1 ;11(chR0, chr),

Ω(µ)
ν,α(β) =

βb2α
3[

ω
(µ)
ν,α;1(β)

]2

+
[
ω

(µ)
ν,α;2(β)

]2 ;

V
(µ)
ν,α;2(r, β) =

2c21,2

πb2α
3 R2α+1

2

[
δ
(µ)
ν∗1 ;11(chR0, chR1)×

×ϕ1
22(b2R1, b2r)− δ

(µ)
ν∗1 ;21(chR0, chR1)×

×ϕ1
12(b2R1, b2r)

]
, ϕ1

j2(b2R1, b2r) =

= v12
j2(b2R1) cos b2r − v11

j2(b2R1) sin b2r;

V
(µ)
ν,α;3(r, β) = ω

(µ)
ν,α;1(β)Nν,α(b3r)−ω

(µ)
ν,α;2(β)Jν,α(b3r);

a(µ);j(β) = δ
(µ)
ν∗1 ;11(chR0, chR1)δ2j(b2R1, b2R2)−

−δ
(µ)
ν∗1 ;21(chR0, chR1)δ1j(b2R1, b2R2),

ω
(µ)
ν,α;j(β) = a(µ);1(β)u2j

ν,α;22(b3R2)−
−a(µ);2(β)u2j

ν,α;12(b3R2); j = 1, 2;

Z
(µ),k
ν,α;j2(β) =

(
α̃k

j2

d

dr
+ β̃k

j2

)
V

(µ)
ν,α;k+1(r, β)

∣∣∣
r=Rk

;

j, k = 1, 2. Всi iншi функцiї вiдомi [2,8].
У результатi виконання зазначених в рiв-

ностях (32)-(34) операцiй одержуємо фун-
кцiї:

W
(µ)
ν,α;1j(t, r) =

∞∫

0

e−(β2+γ2)t
[
(−α̃0

11)
−1×
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×(a2
1σ1shR0)V

(µ)
ν,α;1(R0, β)

]
×

×V
(µ)
ν,α;j(r, β)Ω(µ)

ν,α(β)dβ, j = 1, 3, (35)

R
(µ);j
ν,α;mk(t, r) =

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZ
(µ);k
ν,α;m2(β)×

×V
(µ)
ν,α;j(r, β)Ω(µ)

ν,α(β)dβ · dk; (36)

m, k = 1, 2; j = 1, 3;

H(µ)
ν,α;jk(t, r, ρ) =

∞∫

0

e−(β2+γ2)tV
(µ)
ν,α;j(r, β)×

×V
(µ)
ν,α;k(ρ, β)Ω(µ)

ν,α(β)dβσka
2
k; j, k = 1, 3. (37)

Якщо прийняти до уваги, що

(−α̃0
11)

−1(a2
1σ1shR0)V

(µ)
ν,α;1(R0, β) =

=
2b2c11,1c11,2

πb2α
3 S(µ)(b1)shR1

≡ η(µ)
α (β),

то формула (35) набуде вигляду:

W
(µ)
ν,α;1j(t, r) =

∞∫

0

e−(β2+γ2)tV
(µ)
ν,α;j(r, β)×

×Ω(µ)
ν,α(β)η(µ)

α (β)dβ, j = 1, 3 (38)

Введемо до розгляду функцiї:

D
(µ)
ν,α;1(τ, β) =

R1∫

R0

f1(τ, ρ)V
(µ)
ν,α;1(ρ, β)σ1shρdρ+

+

R2∫

R1

f2(τ, ρ)V
(µ)
ν,α;2(ρ, β)σ2dρ+

+

∞∫

R2

f3(τ, ρ)V
(µ)
ν,α;3(ρ, β)σ3ρ

2α+1dρ;

D
(µ)
ν,α;2(β) =

R1∫

R0

g1(ρ)V
(µ)
ν,α;1(ρ, β)σ1shρdρ+

+

R2∫

R1

g2(ρ)V
(µ)
ν,α;2(ρ, β)σ2dρ+

+

∞∫

R2

g3(ρ)V
(µ)
ν,α;3(ρ, β)σ3ρ

2α+1dρ.

Iнтегральне зображення (28) аналiтично-
го розв’язку параболiчної задачi (1)-(4) буде
мати структуру:

uj(t, r) =

t∫

0

W
(µ)
ν,α;1j(t− τ, r)

[
ω0(τ)+

+δ+(τ)ψ0
11

]
dτ+

2∑

k=1

t∫

0

[
R

(µ);j
ν,α;1k(t−τ, r)

(
ω2k(τ)+

+δ+(τ)ψ2k

)
−R

(µ);j
ν,α;2k(t− τ, r)

(
ω1k(τ)+

+δ+(τ)ψ1k

)]
dτ+

+

t∫

0

∞∫

0

e−(β2+γ2)(t−τ)D
(µ)
ν,α;1(τ, β)V

(µ)
ν,α;j(r, β)×

×Ω(µ)
ν,α(β)dβdτ +

∞∫

0

e−(β2+γ2)tD
(µ)
ν,α;2(β)×

×V
(µ)
ν,α;j(r, β)Ω(µ)

ν,α(β)dβ; j = 1, 3 (39)

Тут δ+(τ) – дельта-функцiя, зосереджена
в точцi τ = 0+ [7].

Якщо початковi умови нульовi (практи-
чно це завжди так), то розв’язком параболi-
чної задачi (1)-(4) є функцiї

uj(t, r) =

t∫

0

W
(µ)
ν,α;1j(t− τ, r)ω0(τ)dτ+

+
2∑

k=1

t∫

0

[
R

(µ);j
ν,α;1k(t− τ, r)ω2k(τ)−

−R
(µ);j
ν,α;2k(t− τ, r)ω1k(τ)

]
dτ+

+

t∫

0

∞∫

0

e−(β2+γ2)(t−τ)D
(µ)
ν,α;1(τ, β)V

(µ)
ν,α;j(r, β)×

×Ω(µ)
ν,α(β)dβ, j = 1, 3 (40)

Якщо початковi умови пiдiбранi так, що
ψ0

11 = 0, ψmk = 0, то в функцiї uj(t, r) мають
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структуру (39) при ψ0
11 = 0, ψ2k = 0 та ψ1k =

0.
Набiр функцiй ω0(t), fj(t, r), gj(r) та

ωjk(t) дозволяє варiювати процесом тепло-
провiдностi в даному середовищi.

Розв’язок даної задачi u(t, r) =
{u1(t, r); u2(t, r); u3(t, r)} полiпараметри-
чний та має замкнутий алгоритмiчний
характер. Це дає змогу використовувати
його як в числових розрахунках, так i в
теоретичних дослiдженнях.
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