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ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ ГIПЕРБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО
ПОРЯДКУ

Дослiджуючи перiодичнi розв’язки однорiдного та неоднорiдного гiперболiчних рiвнянь
другого порядку, побудовано iнтегральний оператор, за допомогою якого можна вивчати Т-
перiодичнi розв’язки гiперболiчних рiвнянь другого порядку.

We construct an integral operator to investigate the T-periodic solutions of second order
hyperbolic equations.

Вступ. Постановка задачi. Знаходже-
ння перiодичних розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь не дає вiдповiдi на питання
про єдинiсть Т-перiодичного розв’язку. Це
пiдтверджують роботи А. М. Самойленка
та його учнiв [1, де й знаходиться широ-
кий перелiк джерел], якi дослiджували Т-
перiодичнi розв’язки систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь.

Дослiджуючи крайовi перiодичнi зада-
чi для гiперболiчних рiвнянь другого по-
рядку як лiнiйних, так i квазiлiнiйних [2-
5], нами вперше було застосовано нетради-
цiйний метод вiдшукання розв’язку вказа-
них задач. На вiдмiну вiд ряду вчених [6-
8], якi використовують методи функцiональ-
ного аналiзу, згiдно з якими розв’язок шу-
кається у виглядi тригонометричного ряду

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t) sin kx, що автоматично за-

безпечує виконання крайових умов u(0, t) =
u(π, t) = 0, проте вимагає накладання дода-
ткових умов на праву частину неоднорiдно-
го рiвняння, ми спочатку шукаємо перiоди-
чний розв’язок, а потiм перевiряємо викона-
ння крайових умов.

Однак, не беручи до уваги крайових
умов, в данiй роботi ми дослiджуємо iсну-
вання Т-перiодичних розв’язкiв такої Т-
перiодичної задачi:

utt − uxx = g(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (1)

u(x, t + T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (2)

де g(x, t + T ) = g(x, t).

Дослiдження задачi та обґрунтува-
ння отриманих результатiв.

Лема 1. Для довiльної функцiї µ(z) ∈
C1

(
R

)
, µ(z + T ) = µ(z) i g(x, t) ∈

C0,1
(
[0, π] × R)

, g(x, t + T ) = g(x, t), де Т–
перiод даних функцiй за змiнною t, iснує то-
чний розв’язок Т–перiодичної задачi (1), (2),
який визначений формулою

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα−1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ =

= u0(x, t) + ũ(x, t). (3)

Доведення. Доведемо спочатку, що
функцiя

u0(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα (4)

для кожної функцiї µ(z) ∈ C1
(
R

)
, µ(z +

T ) = µ(z) є Т-перiодичним розв’язком одно-
рiдної задачi

u0
tt − u0

xx = 0, 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R,

u0(x, t + T ) = u0(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R.

Справдi,обчислюючи частиннi похiднi u0
tt

i u0
xx вiд функцiї u0(x, t), визначеної форму-

лою (4), одержимо:

u0
tt(x, t) =

1

2

(∂µ(t + x)

∂(t + x)
− ∂µ(t− x)

∂(t− x)

)
;
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u0
xx(x, t) =

1

2

(∂µ(t + x)

∂(t + x)
− ∂µ(t− x)

∂(t− x)

)
.

Безпосередньою перевiркою переконує-
мося, що u0

tt − u0
xx ≡ 0. Отже, функцiя

u0(x, t), визначена формулою (4), є розв’яз-
ком однорiдного рiвняння.

Легко перевiрити, що для кожної фун-
кцiї µ(z) ∈ C1

(
R

)
, µ(z + T ) = µ(z) фун-

кцiя u0(x, t), визначена формулою (4), є Т-
перiодичною, тобто u0(x, t + T ) = u0(x, t).
Маємо

u0(x, t + T ) =
1

2

t+T+x∫

t+T−x

µ(α) dα =

=
1

2

t+x∫

t−x

µ(β + T ) dβ = u0(x, t),

що й потрiбно було довести.
Тепер доведемо, що функцiя

ũ(x, t) = −1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ (5)

є частинним Т-перiодичним розв’язком не-
днорiдного рiвняння (1). Спочатку доведе-
мо, що функцiя ũ(x, t), визначена форму-
лою (5), для кожної Т-перiодичної функцiї
g(x, t), тобто g(x, t + T ) = g(x, t), є також
Т-перiодичною. Справдi, на основi формули
(5) маємо

ũ(x, t + T ) = −1

2

x∫

0

dξ

t+T+x−ξ∫

t+T−x+ξ

g(ξ, τ) dτ =

= −1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, η + T ) dη ≡ ũ(x, t).

Доведемо, що функцiя ũ(x, t), задоволь-
няє рiвняння (1). На основi формули (5) об-
числимо другi частиннi похiднi ũtt i ũxx вiд
функцiї ũ(x, t). Одержимо

ũx(x, t) =

(
−1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ

)′

x

=

= −1

2

x∫

0

( t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ
)′

x
dξ−

−1

2

t+x−x∫

t−x+x

g(x, τ) dτ · x′ + 0 =

= −1

2

x∫

0

(
g(ξ, t + x− ξ) · (t + x− ξ)

′
x−

−g(ξ, t− x + ξ) · (t− x + ξ)
′
x

)
dξ =

= −1

2

x∫

0

(
g(ξ, t+x−ξ)+g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ; (6)

ũxx(x, t) =

=

(
−1

2

x∫

0

(
g(ξ, t+x−ξ)+g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ

)′

x

=

= −1

2

x∫

0

(
∂g(ξ, t + x− ξ)

∂(t + x− ξ)
· ∂(t + x− ξ)

∂x
+

+
∂g(ξ, t− x + ξ)

∂(t− x + ξ)
· ∂(t− x + ξ)

∂x

)
dξ−

−1

2

(
g(x, t + x− x) + g(x, t− x + x)

)
· x′ − 0 =

= −1

2

x∫

0

(
∂g(ξ, t + x− ξ)

∂(t + x− ξ)
−

−∂g(ξ, t− x + ξ)

∂(t− x + ξ)

)
dξ − g(x, t). (7)

Аналогiчно

ũt(x, t) =

(
−1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ

)′

t

=

= −1

2

x∫

0

( t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ
)′

t
dξ + 0− 0 =

= −1

2

x∫

0

(
g(ξ, t + x− ξ) · (t + x− ξ)

′
t−
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−g(ξ, t− x + ξ) · (t− x + ξ)
′
t

)
dξ =

= −1

2

x∫

0

(
g(ξ, t+x−ξ)−g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ; (8)

ũtt(x, t) =

=

(
−1

2

x∫

0

(
g(ξ, t+x−ξ)−g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ

)′

t

=

= −1

2

x∫

0

(
∂g(ξ, t + x− ξ)

∂(t + x− ξ)
· ∂(t + x− ξ)

∂t
−

−∂g(ξ, t− x + ξ)

∂(t− x + ξ)
· ∂(t− x + ξ)

∂t

)
dξ + 0− 0 =

= −1

2

x∫

0

(
∂g(ξ, t + x− ξ)

∂(t + x− ξ)
−∂g(ξ, t− x + ξ)

∂(t− x + ξ)

)
dξ.

(9)
Безпосередньою пiдстановкою переконує-

мося, що ũtt − ũxx = g(x, t). Отже, функцiя
ũ(x, t), визначена формулою (5), є частин-
ним Т-перiодичним розв’язком лiнiйного не-
однорiдного рiвняння (1).

Таким чином, функцiя u(x, t) = u0(x, t) +
ũ(x, t), яка визначена формулою (3), є Т-
перiодичним розв’язком задачi (1), (2).

Лему 1 доведено.
Слiд зазначити, що встановлена формула

(3) дає змогу дослiджувати Т-перiодичнi за-
дачi для рiзної класифiкацiї рiвнянь гiпербо-
лiчного типу другого порядку. Для прикла-
ду розглянемо таку Т-перiодичну задачу:

utt−uxx = εF (x, t, u), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, u ∈ R,
(10)

u(x, t + T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R. (11)

Запишемо iнтегральне рiвняння

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα−

−ε

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

F
(
ξ, τ, u(ξ, τ)

)
dτ, (12)

де µ(z)− довiльна Т-перiодична функцiя.
Покажемо, при яких умовах iнтегральне

рiвняння (12) має розв’язок. Для цього по-
будуємо послiдовнi наближення:

u0(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα,

u1(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα−

−ε

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

F
(
ξ, τ, u0(ξ, τ)

)
dτ,

. . . . . . . . .

un+1(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα−

−ε

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

F
(
ξ, τ, un(ξ, τ)

)
dτ,

. . . . . . . . .

Якщо функцiя F (x, t, u) задовольняє
умову Лiпшиця по u, тобто

|F (x, t, u)− F (x, t, u)| ≤ K|u− u|,
де K = const, то по аналогiї з теоремою iсну-
вання i єдиностi розв’язку звичайного дифе-
ренцiального рiвняння y

′
= f(x, y) при до-

статньо малому ε легко довести iснування
Т-перiодичного розв’язку задачi (10), (11).

Справедливим буде твердження.

Теорема. Нехай задано Т-перiодичну за-
дачу:

utt−uxx = εF (x, t, u), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, u ∈ R,
(13)

u(x, t + T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (14)

i функцiя F (x, t, u) неперервна по x, t,
Т-перiодична по аргументу t та задоволь-
няє умову Лiпшиця по аргументу u, тобто
|F (x, t, u)−F (x, t, u)| ≤ K|u−u|, K = const.
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Тодi для кожної функцiї µ(z) ∈
C

(
R

)
, µ(z+T ) = µ(z), при достатньо мало-

му ε iснує гладкий розв’язок Т-перiодичної
задачi (13), (14).

Висновки. У статтi знайдено множи-
ну точних розв’язкiв Т-перiодичної зада-
чi (1), (2) для неоднорiдного гiперболiчно-
го рiвняння utt − uxx = g(x, t), за допо-
могою яких можна доводити iснування Т-
перiодичних розв’язкiв гiперболiчних рiв-
нянь другого порядку. На основi даного
твердження можна довести iснування:

1) 2π-перiодичних розв’язкiв квазiлiнiй-
них гiперболiчних рiвнянь другого порядку:

utt − uxx = εF (x, t, u);

2) Т-перiодичних розв’язкiв рiвнянь iз за-
пiзненням:

utt − uxx = εF
(
x, t, u(x, t), u(x, t−∆)

)
,

де ∆–деяке число;

3) Т-перiодичних розв’язкiв iнтегро-
диференцiальних рiвнянь

utt − uxx =

= εF
(
x, t, u(x, t),

t+τ∫

t

ϕ(x, t, s, u(x, s)) ds
)
.

Оскiльки в наведенiй у роботi теоремi
єдиностi розв’язку задачi (13), (14) не вста-
новлюється, це спонукає до подальших до-
слiджень.
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