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ПРО РОЗЩЕПЛЕННЯ ТА СТIЙКIСТЬ ЛIНIЙНИХ СТАЦIОНАРНИХ

СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Розглядається система лiнiйних сингулярно збурених стацiонарних диференцiальних
рiвнянь. Наведено схему розщеплення системи на сукупнiсть незалежних пiдсистем. Вста-
новлено принцип зведення для дослiдження стiйкостi нульового розв’язку.
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Вступ

На даний час широкий клас прикладних задач пов’язаний iз сингулярними збуре-
ннями звичайних диференцiальних рiвнянь. Для дослiдження таких задач були поши-
ренi асимптотичнi методи, методи примежових функцiй та малого параметра. Однак
для сингулярно збурених задач ефективними виявились не тiльки асимптотичнi, але
й геометричнi методи аналiзу, якi базуються на методi iнтегральних многовидiв i до-
зволяють здiйснити якiсне дослiдження поведiнки як окремих розв’язкiв так i цiлих їх
множин.

Конструктивний пiдхiд дослiдження систем сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь, що базується на методi iнтегральних многовидiв Боголюбова-Митропольського
запропопонований у роботах [1, 2]. Вiн є ефективним тiльки в тому випадку, якщо
вдається точно або наближено знайти iнтегральний многовид. Для сингулярно збурених
систем iнтегральнi многовиди можна будувати у виглядi асимптотичних розкладiв за
степенями малого параметра [3, 4]. У випадку лiнiйних сингулярно збурених систем
метод iнтегральних многовидiв дозволяє здiйснити розщеплення вихiдної системи на
незалежнi швидку i повiльну пiдсистеми [5, 6].
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У данiй роботi розглядаються системи лiнiйних сингулярно збурених диференцiаль-
них рiвнянь, якi вивчалися у працях [3, 5, 8, 9, 10]. Метою роботи є обґрунтування ме-
тодики зведення вихiдної системи до сукупностi незалежних пiдсистем та встановлення
принципу зведення для дослiдження стiйкостi розв’язкiв у випадку лiнiйних стацiонар-
них систем.

1 Розщеплення системи лiнiйних сингулярно збурених
диференцiальних рiвнянь

Розглянемо сингулярно збурену систему{
ẋ = Ax+By,

εẏ = Cx+Dy,
(1)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm, A,B,C,D – сталi матрицi розмiрностей вiдповiдно n × n, n × m,
m× n, m×m, ε – малий додатнiй параметр.

Означення 1. [11] Множину точок M ⊂ R × Rn × Rm будемо називати iнтегральним
многовидом системи (1), якщо для довiльної точки (t0, x0, y0) ∈ M справджується умова
(t, x (t) , y (t)) ∈ M для всiх t ∈ R, де (x (t) , y (t)) – розв’язок системи (1) з початковими
умовами (t0, x0, y0).

Припустимо, що власнi значення λk матрицi D задовольняють нерiвнiсть

Reλk < −2β < 0, β > 0. (2)

Будемо шукати iнтегральний многовид повiльних змiнних системи (1), який можна
зобразити таким спiввiдношенням [5, 6]

y (t) = H (ε) x (t) , (3)

де H (ε) – m× n – матриця, елементи якої регулярно залежать вiд ε.
Якщо (3) – iнтегральний многовид, то функцiї x (t), y (t) = H (ε)x (t) – розв’язки

системи (1). Перше рiвняння при цьому має вигляд

ẋ = (A+BH)x, (4)

а друге рiвняння набуває вигляду

εH (A+BH)x = (C +DH)x. (5)

Остання рiвнiсть виконується при довiльних x тодi i тiльки тодi, коли

εH (A+BH) = (C +DH) . (6)

Навпаки покажемо, що коли виконується рiвнiсть (6), то система (1) має iнтеграль-
ний многовид, який може бути зображений рiвнiстю (3).
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Нехай H (ε) – обмежений розв’язок рiвняння (5). Рiвняння (4) має єдиний розв’язок
для довiльного початкового значення (t0, x0). Позначимо його через x (t,H, x0).

Покажемо тепер, що пара функцiй x (t,H, x0), y (t) = H (ε)x (t,H, x0) є розв’язком
системи (1). Для цього достатньо перевiрити, що вони є розв’язком другого рiвняння
системи (1). Маємо

εHẋ = Cx+DHx.

Враховуючи перше рiвняння системи (1) дiстаємо

[εH (A+BH)− (C +DH)] x = 0.

Остання рiвнiсть справедлива згiдно (6).
Має мiсце наступне твердження, аналогiчне як у [5, 6].

Теорема 1. Нехай справджується умова (2). Тодi при достатньо малих ε iснує iнте-
гральний многовид повiльних змiнних системи (1), який однозначно визначається рiв-
нянням (6).

Зробивши в системi (1) замiну змiнних

y (t) = u (t) +H (ε) x (t) , (7)

одержимо {
ẋ = Ax+B (u+Hx) ,

ε (u̇+Hẋ) = Cx+D (u+Hx) .

Пiдставивши значення ẋ iз першого рiвняння в друге, дiстанемо

εu̇ = (D − εHB)u+ (C +DH − εH (A+BH))x.

Нехай H (ε) – розв’язок матричного рiвняння (6), тодi система (1) набуде вигляду:{
ẋ = (A+BH)x+Bu,

εu̇ = (D − εHB)u.
(8)

Будемо шукати iнтегральний многовид швидких змiнних системи (8) у виглядi

x (t) = P (ε)u (t) , (9)

де P (ε) – n×m – матриця, елементи якої регулярно залежать вiд ε.
Якщо (9) – iнтегральний многовид, то функцiї u(t), x(t) = P (ε)u(t) – розв’язки

системи (8). Перше рiвняння при цьому набуває вигляду

P (D − εHB)u = (ε (A+BH)P + εB)u. (10)

Остання рiвнiсть виконується при довiльних u тодi i тiльки тодi, коли

P (D − εHB) = ε (A+BH)P + εB. (11)
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Навпаки покажемо, що коли виконується рiвнiсть (11), то система (8) має iнтеграль-
ний многовид, який може бути зображений у виглядi (9).

Нехай P (ε) – обмежений розв’язок рiвняння (11). Друге рiвняння системи (8) має
єдиний розв’язок для довiльного початкового значення (t0, u0). Позначимо його че-
рез u (t, P, u0). Покажемо тепер, що пара функцiй u (t, P, u0) i x (t) = P (ε)u (t, P, u0)

є розв’язком системи (8). Для цього достатньо перевiрити, що вони є розв’язком пер-
шого рiвняння системи (8). Маємо

Pu̇ = (A+BH)Pu+Bu.

Враховуючи друге рiвняння системи (8) дiстаємо

[P (D − εHB)− (ε (A+BH)P + εB)]u = 0.

Остання рiвнiсть справедлива згiдно (11).
Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Нехай справджується умова (2). Тодi при достатньо малих ε iснує iнте-
гральний многовид швидких змiнних системи (8), який однозначно визначається рiв-
нянням (11).

Зробимо в (8) замiну змiнних

x (t) = w (t) + P (ε)u (t) . (12)

Отримаємо систему {
ẇ + Pu̇ = (A+BH) (w + Pu) +Bu,

εu̇ = (D − εHB)u.

Пiдставиши в перше рiвняння значення u̇ iз другого рiвняння, одержимо

ẇ = (A+BH)w +

(
(A+BH)P +B − 1

ε
P (D − εHB)

)
u.

Якщо P (ε) – розв’язок матричного рiвняння (11), то система (8) набуває вигляду{
ẇ = (A+BH)w,

εu̇ = (D − εHB)u.
(13)

Таким чином, за допомогою замiн (7) та (12) систему (1) вдалося повнiстю розще-
пити. З (7) та (12) дiстаємо

y (t) = H (ε)w (t) + (E +H (ε)P (ε))u (t) . (14)

Пiдсумуємо наведенi вище мiркування у виглядi такої теореми.
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Теорема 3. Нехай виконується умова (2), тодi при достатньо малому ε iснує невиро-
джена замiна змiнних (

x

y

)
=

(
E P

H E +HP

)(
w

u

)
, (15)

де матрицi H i P є обмеженими розв’язками рiвнянь (6) та (11), яка розщеплює систему
(1) на двi незалежнi пiдсистеми вигляду (13).

Доведення. Iснування матрицi Φ =

(
E P

H E +HP

)
випливає з пiдстановок (12) та (14).

Для доведення теореми потрiбно показати, що Φ – невироджена. Вигляд Φ−1 можна
знайти, якщо виразити w та u через x та y:{

x = w + Pu,

y = u+Hx.

Безпосередньо обчислюючи, дiстаємо

u = −Hx+ y. (16)

w = (E + PH)x− Py. (17)

З (16) та (17) випливає, що Φ−1 =

(
E + PH −P

−H E

)
.

Теорема 3 доведена.

2 Розщеплення початкових умов

Розглянемо для системи (1) задачу Кошi з початковими умовами x (t0) = x0, y (t0) =
y0. Розв’язок цiєї задачi можна представити через розв’язки рiвнянь системи (13) за
допомогою рiвностей.{

x (t) = w (t) + P (ε)u (t) ,

y (t) = H (ε)w (t) + u (t) +H (ε)P (ε)u (t) .
(18)

Перепишемо (18) у виглядi{
x (t) = w (t) + φ1 (t, ε) ,

y (t) = H (ε)w (t) + φ2 (t, ε) ,

де φ1 (t, ε) = P (ε)u (t) , φ2 = u (t) +H (ε)P (ε)u (t), w (t) – розв’язок рiвняння

ẇ (t) = (A+BH (ε))w (t) , (19)

який задовольняє початкову умову

w (t0) = w0 = x0 + P (ε)H (ε)x0 − P (ε) y0 = x0 + P (ε) (H (ε) x0 − y0) , (20)

u (t) – розв’язок рiвняння

εu̇ (t) = (D − εH (ε)B)u (t) , (21)
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що задовольняє початкову умову

u (t0) = u0 = −H (ε) x0 + y0. (22)

Таким чином, якщо вибрати за початкову умову точку (x0, y0) на многовидi y (t) =
H (ε)x (t), то очевидно, що u0 = 0, φ1 = 0, φ2 = 0 i, вiдповiдно x (t) = w (t), y (t) =

H (ε)w (t) – розв’язок, траєкторiя якого лежить на цьому многовидi.
Знайти точний вигляд матриць H (ε) та P (ε) вдається тiльки у найпростiших ви-

падках, тому представляє iнтерес виписати розщепленi системи при наближеному зна-
ходженнi цих матриць i дослiдити точнiсть знаходження наближень розв’язкiв вихiдної
системи (1).

Застосовуючи теорему про неявну функцiю, можна показати, що розв’язок рiвняння
(6) можна шукати у виглядi асимптотичного розкладу за степенями малого параметра
[5, 9]

H (ε) = H0 + εH1 + ε2H2 + ε3H3 + .... (23)

Пiдставивши (23) в рiвняння (6) i враховуючи, що згiдно нерiвностi (2) матриця D –
невироджена, можна знайти для коефiцiєнтiв Hi, i = 0, 1, ... вiдповiднi спiввiдношення

H0 = −D−1C, Hi = D−1

(
Hi−1A+

i−1∑
j=0

HjBHi−1−j

)
, i = 1, 2, ....

Розв’язок (11) також можна шукати у виглядi асимптотичного розкладу за степе-
нями малого параметра

P (ε) = P0 + εP1 + ε2P2 + ε3P3 + .... (24)

Пiдставивши (24) в рiвняння (11), знаходимо для коефiцiєнтiв Pi, i = 0, 1, ... спiввiдно-
шення

P0 = 0, P1 = BD−1, Pi = ((A+BH)Pi−1 + Pi−1HB)D−1, i = 2, 3, ....

Обчислюючи нульовi та першi наближення H (ε) та P (ε) i обмежуючись ними в
задачах (19)–(20) та (21)–(22), дiстанемо наближення для розщепленої системи. При
врахуваннi нульових наближень H (ε) та P (ε) маємо{

ẇ = (A−BD−1C)w,

εu̇ = (D + εD−1CB)u,

w0 = x0 + P0H0x0 − P0y0 = x0,

u0 = −H0x0 + y0 = D−1Cx0 + y0.

При врахуваннi нульових i перших наближень H (ε) та P (ε), дiстаємо{
ẇ = (A+B (−D−1C + εD−1 (−D−1CA+D−1CBD−1C)))w,

εu̇ = (D − ε (D−1C + εD−1 (−D−1CA+D−1CBD−1C)))u,

w0 = x0 + εBD−1
((
−D−1C + εD−1

(
−D−1CA+D−1CBD−1C

))
x0 − y0

)
,

u0 = −
(
−D−1C + εD−1

(
−D−1CA+D−1CBD−1C

))
x0 + y0.
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3 Принцип зведення

За допомогою розщеплюючого перетворення (15) вихiдна система (1) зводиться до
двох незалежних пiдсистем вигляду (13). Встановимо зв’язок мiж розв’язками цих си-
стем.

Нехай (x (t) , y (t)) розв’язок системи (1) з початковими умовами (t0, x0, y0) ∈ R ×
Rn ×Rm. Покажемо, що iснує такий розв’язок (u (t) , w (t)) системи (13) з початковими
умовами (t0, u0, w0) ∈ R × Rn × Rm, що для всiх t ≥ t0 справджуються рiвностi (7) та
(12). В силу єдиностi розв’язку досить показати, що рiвностi (7) та (12) мають мiсце
для t = t0.

Пiдставляючи в (7) та (12) t = t0, дiстанемо

x0 = w0 + Pu0, y0 = u0 +Hx0. (25)

Розв’язуючи систему (25) маємо

u0 = y0 −Hx0,

w0 = x0 − P (y0 −Hx0) .
(26)

Отже, кожний розв’язок (x (t) , y (t)) системи (1) може бути представлений у виглядi
(7) та (12), де (u (t) , w (t)) – розв’язок системи (13) з початковими умовами (26).

Розглянемо рiвностi (12) та (14). Маємо оцiнки [7]

|P (ε)u (t)| ≤ K1e
− µ

2ε
(t−t0) |u0| ,

|u (t) +H (ε)P (ε)u (t)| ≤ K2e
− µ

2ε
(t−t0) |u0| , t ≥ t0,

(27)

де K1 > 0, K2 > 0. Iз оцiнок (27) випливає принцип зведення для дослiдження стiйкостi
нульового розв’язку системи (1).

Теорема 4. Нехай справджується умова (2). Тодi при достатньо мадих ε нульовий
розв’язок системи (1) стiйкий (асимптотично стiйкий, нестiйкий) тодi i тiльки тодi,
коли нульовий розв’язок рiвняння

ẇ = (A+BH)w

стiйкий (асимптотично стiйкий, нестiйкий).

Застосування теореми 4 на практицi є затрудненим, оскiльки потрiбно знайти точний
вираз для матрицi H, що визначає iнтегральний многовид повiльних змiнних.

Розглянемо можливiсть використання наближеного iнтегрального многовиду в за-
дачi про стiйкiсть нульового розв’язку системи (1).

Поряд iз рiвнянням
ẇ = (A+BH)w (28)

розглянемо рiвняння
ẇ = (A+BH0)w, (29)
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де H0 – нульовий член асимптотичного розкладу iнтегрального многовиду (3), який
визначається спiввiдношенням H0 = −D−1C.

Нехай нульовий розв’язок рiвняння (29) експоненцiально стiйкий, тобто фундамен-
тальна матриця цього рiвняння W (t, t0) задовольняє нерiвнiсть

|W (t, t0)| < Ke−β(t−t0), β > 0, K > 0, t ≥ t0. (30)

Перепишемо рiвняння (28) у виглядi

ẇ = (A+BH0)w +B (H −H0)w.

Iз нерiвностi (30) та спiввiдношення

w (t) = W (t, t0)w (t0) +

t∫
t0

W (t, s)B (H −H0)w (s) ds

випливає оцiнка

|w (t)| ≤ Ke−β(t−t0) |w (t0)|+
t∫

t0

Ke−β(t−s)M |H −H0| |w (s)| ds. (31)

Iз зображення (23) дiстаємо, що iснує таке ε, що для всiх 0 < ε ≤ ε має мiсце оцiнка

|H −H0| <
β

2KM
.

Тодi оцiнку (31) можна переписати у виглядi

|w (t)| ≤ Ke−β(t−t0) |w (t0)|+
t∫

t0

β

2
e−β(t−s) |w (s)| ds. (32)

Домножимо (32) справа на eβ(t−t0)

eβ(t−t0) |w (t)| ≤ K |w (t0)|+
t∫

t0

β

2
eβ(s−t0) |w (s)| ds. (33)

Застосовуючи до (33) нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана, отримаємо

eβ(t−t0) |w (t)| ≤ K |w (t0)| e
β
2
(t−t0),

|w (t)| ≤ K |w (t0)| e−
β
2
(t−t0). (34)

Отже, нульовий розв’язок рiвняння (28) експоненцiально стiйкий при 0 < ε ≤ ε.
З нерiвностi (34) випливає наступна теорема.

Теорема 5. Нехай нульовий розв’язок системи, виродженої для (1) (при ε = 0) i укоро-
ченого рiвняння ẏ = Dy експоненцiально стiйкi. Тодi при достатньо малих ε нульовий
розв’язок вихiдної системи (1) також експоненцiально стiйкий.
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In this paper we are studying the problem of linear stationary singularly perturbed systems
by the method of integral manifolds. The method of integral manifolds was proposed by M.M.
Bogolyubov and J.O. Metropolsky for the study of perturbed nonlinear systems. This method
was especially effective in the study of singularly perturbed systems of differential equations.

The first studies of integral manifolds and bounded solutions of linear singularly perturbed
systems of differential equations were carried out in the works of Y.S. Baris and V.I. Fodchuk.
The qualitatively new results in the study of singularly perturbed problems by the method of
integral manifolds were obtained by V.A. Sobolev. Using integral manifolds of fast and slow
variables, a variable replacement is built that transforms the input system to two independent
subsystems. The results of V.A. Sobolev were generalized in the works of I.M. Cherevko and
O.V. Osypova for the case of linear singularly perturbed systems with several small parameters.
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The purpose of this work is to research methods of investigation of linear singularly perturbed
stationary systems. An explicit form of non-degenerate replacement of variables is obtained,
which splits the input system into two independent subsystems. The initial conditions were
split and the principle of construction was established to study the stability of the zero soluti-
on. The possibility of using a zero approximation of the integral manifold of slow variables for
investigating the stability of the solution of the input singularly perturbed system is considered.


