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Отриманi необхiднi i достатнi умови багатозначного продовження парних додатно ви-
значених функцiй з сегменту на всю пiввiсь. Описанi всi такi продовження.
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Вступ

Проблема продовження додатно визначених функцiй k(x) зi скiнченного iнтервалу
на всю вiсь розглядалась у працях М.Г.Крейна [3], Ю.М. Березанського [1, 2]. У [8]
на основi методики [6] одержано необхiднi i достатнi умови однозначного продовження
парних додатно визначених функцiй з iнтервала на всю вiсь. У данiй статтi використо-
вуючи методику В.П.Потапова, К.В.Ковалишина [5, 6, 7], одержано необхiднi i достатнi
умови багатозначного продовження парних додатно визначених функцiй з сегмента на
пiввiсь. Дано опис у всiх таких продовжень.

1 Постановка задачi

1.1. Функцiя S(x)(0 ≤ x ≤ 2b; b < +∞) належить класу Kb якщо вона неперервна
породжує додатно визначене ядро за формулою

K(x, y) =
1

2
[S(x+ y) + S(|x− y|)] (0 < x, y < b).

Будемо використовувати "точкове" i "iнтегральне" означення додатно визначен-
ного ядра K(x, y). Нагадаємо, що ядро K(x, y) (0 < x, y ≤ l; l < b, b ≤ +∞) додатно
визначене, якщо для ∀0 ≤ x1, x2, ..., xn ≤ l i довiльних комплексних чисел ξ1, ξ2, ..., ξn
має мiсце нерiвнiсть

n∑
k,j=1

K(xj, xk)ξjξk ≥ 0
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Ядро K(x, y)(0 ≤ x, y ≤ l; l < b, b ≤ +∞) додатно визначене, якщо

(Kφ,φ) =

∫ l

0

∫ l

0

K(x, y)φ(y)φ(x)dydx ≥ 0, ∀φ ∈ L2 [0, l] ,

де

Kφ =

∫ l

0

K(x, y)φ(y)dy ((f, g) =

∫ l

0

f(x)g(x)dx)

М.Г. Крейн [3] довiв, що кожна функцiя S(x) ∈ Kb допускає зображення

S(x) =

∫ +∞

−∞
cos

√
txdσ(t), (1.1)

де dσ(t) ≥ 0 - мiра, яка задовiльняє умови∫ 0

−∞
e2l

′
√

|t|dσ(t) <∞ (∀l′ < l) (2.1)∫ ∞

0

dσ(t) <∞ (3.1)

I навпаки, кожна функцiя S(x) (0 ≤ x < 2b) яка допускає зображення (1.1) нале-
жить класу Kb.

2.1. З iнтегралом (1.1) розглянемо асоцiативну функцiю

W (z) =

∫ +∞

−∞

dσ(t)

t− z
(4.1)

В наслiдок умови (1.1) випливає що вона визначає пару функцiй

W (z) =

{
W1(z) (Imz > 0)

W2(z) (Imz < 0)

голоморфних у верхнiй i нижнiй пiвплощинах якi мають властивiсть

W (z)−W ∗(z)

z − z
=

∫ +∞

−∞

dσ(t)

|t− z|2
Imz ̸= 0

i для яких виконується спiввiдношення симетрiї

W1(z) = W ∗
2 (z).

Функцiя W (z) належить класу неванлиннових функцiй. Тому можна використати
схему В.П.Потапова [5, 6], в основi якої лежить теорiя J-розтягування аналiтичних
матриць-функцiї. Для цього ми побудуємо основну матричну нерiвнiсть (ОМН) задачi
для асоцiативної функцiї W (z) i покажемо що W (z), яка задовiльняє (ОМН) має iнте-
гральне зображення (1.1), де dσ(t) задовiльняє умови (2.1) та (3.1) i породжує функцiю

S(x) =

∫ ∞

−∞
cos

√
txdσ(t); S(x) належить класу Kb.

Обгрунтуємо iснування розв’язку (ОМН). Розглянемо випадок багатозначного зо-
браження (1.1); обговоримо аналiтичнi властивостi резельвентної матрицi i критерiй
багатозначностi.
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2 Основна матрична нерiвнiсть (ОМН)

Нехай S(x) ∈ Kb i

S0(x) =

∫ ∞

−∞
cos

√
txdσ(t)

одне iз iнтегральних зображень S(x),

W (z) =

∫ +∞

−∞

dσ(t)

t− z
— асоцiативна функцiя

Тодi має мicце:

Теорема 1. Асоцiативна функцiя W (z) iнтегрального зображення S0(x) функцiї S(x) ∈
Kb задовiльняє наступну матричну нерiвнiсть

H =

(
(Kφ,φ) (cos

√
z ·W (z)−

∫ x

0
sin

√
z(x−u)√
z

S0(u)du, φ)

∗ W (z)−W ∗(z)
z−z

)
≥ 0 (ОМН)

(символ ∗ означає елемент a21, спряжений елементу a12) яка виконується для всiх φ ∈
L2[0, l] i всiх z : Imz ̸= 0.

Доведення. Щоб перевiрити це твердження достатньо обчислити елементи матрицi H.
Дiйсно,

(Kφ,φ) =

∫ l

o

∫ l

0

1

2
[S0(x+ y) + S0(|x− y|)]φ(y)φ(x)dydx =

=

∫ l

0

∫ l

0

{
∫ +∞

−∞

1

2

[
cos

√
t(x+ y) + cos

√
t(x− y)

]
φ(y)φ(x)}dydx =

=

∫ +∞

−∞
(

∫ l

0

cos
√
tx · φ(x)dx)(

∫ l

0

cos
√
tyφ(y)dy)dσ(t) =

=

∫ +∞

−∞
| cos√x, φ|2dσ(t) (1.2)

cos
√
zx ·W (z)−

∫ x

0

sin
√
z(x− u)√
z

S0(u)du = cos
√
zx

∫ +∞

−∞

dσ(t)

t− z
−

−
∫ x

0

sin
√
z(x− u)√
z

∫ +∞

−∞
cos

√
tudσ(t)du

∫ +∞

−∞
{cos

√
zx · 1

t− z
−

−sin
√
zx√
z

∫ x

0

cos
√
zu · cos

√
tudu+

cos
√
zx√
z

∫ x

0

sin
√
zu cos

√
tudu}dσ(t) =

=

∫ +∞

−∞
{cos

√
zx · 1

t− z
+ (cos

√
zx− cos

√
zx) · 1

t− z
dσ(t) =

=

∫ +∞

−∞

cos
√
zx

t− z
}dσ(t) (2.2)
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W (z)−W ∗(z)

z − z
=

∫ +∞

−∞

dσ(t)

|t− z|2
. (3.2)

Тому в наслiдок (1.2)-(3.2) нерiвнiсть (ОМН) буде мати вигляд∫ +∞

−∞

(
|(cos

√
zx, φ)|2 (cos

√
tx, φ) 1

t−z

∗ 1
|t−z|2

)
dσ(t) ≥ 0

Теорема 1. доведена.

Розглянемо тепер квадратичну форму

[1, α]H

[
1

α

]
≥ 0 (4.2)

у якiй покладемо

φ(x) = ψ(x)− β
sin

√
z(l − x)√
z

α = β cos
√
zl

тодi, пiсля перегрупування лiвої частини (4.2) прийдемо до перетвореної основнiй ма-
тричної нерiвностi (ПОМН).

Теорема 2. Якщо умови теореми 1 виконуються, то асоцiативна функцiя W (z) задо-
вiльняє перетворенну матричну нерiвнiсть



(Kφ,φ)
... 1

2
(cos(l + x)

√
z ·W (z)−

∫ l+x

0
sin

√
z(l+x−t)√

z
· S0(t)dt, φ)

... −1
2
(cos(l − x)

√
z ·W (z)−

∫ l−z

0
sin

√
z(l−x−t)√

z
S0(t)dt, φ)

. . . . . . . . . . . .
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
... 1

z−z
{W (z) · cos2

√
zl −W ∗(z) · cos2

√
zl}+

∗ ... + 1
2(z−z)

∫ 2l

0
{ sin

√
z(t−2l)√
z

− sin
√
z(t−2l)√
z

}S0(t)dt


≥ 0 (ПОМН)

яка виконується для всiх φ ∈ L2[0, l] i всiх z : Imz ̸= 0.
Оскiльки W (z) задовiльняє (ОМН), то отримуємо асимптотичне спiввiдношення

w(z) cos
√
zx−

∫ x

0

sin
√
z(x− u)√
z

S(u)du→ 0,

Якщо z = iy(−iy) → ∞, y > 0,∀x : 0 < x < 2b, то W (z) має зображення (4.1) iз∫ +∞
−∞

dσ(t)
1+|t| < ∞, тобто dσ(t) належить класу (r). Крiм того, у нашому випадку на мiру

dσ(t). на пiвосях, накладаються жорсткiшi обмеження, а саме:

Теорема 3. Нехай дiйснозначна, неперервна на [0, l] функцiя S(x) i dσ(t) ≥ 0 мiра
класу (r?), яка зосереджена на (−∞,−1] такi, що для функцiї w(z):

w(z) =

∫ −1

−∞

dσ(t)

t− z
(5.2)
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хоча б на одному промiнi argz = Θ (0 < Θ < Π
2
) виконується асимптотика

cos
√
zl · w(z)−

∫ l

0

sin
√
z(l − u)√
z

S(u)du = 0(1) (argz = Θ, |z| → ∞) (6.2)

Тодi мiра dσ(t) задовiльняє умову∫ −1

−∞
el

′
√

|t|dσ(t) <∞ ∀(l′ < l) (7.2)

Доведення. Нехай

F (u) =

∫ −1

−∞
cos l

√
t · eu

√
|t|dρ(t) (8.2)

Iнтеграл в (8.2) збiгається у пiвплощинi Reu < l. Нагадаємо, що dσ(t) належить
класу (r) i визначає у цiй площинi аналiтичну функцiю F (u). Утворимо тепер Г-контур,
обмежений променями argz = Θ i argz = −Θ. оскiльки S(x) дiйснозначна функцiя то
асимптотика (6.2) буде виконуватися i на променi argz = −Θ, тобто функцiя wl(z) =

cos
√
zl · w(z) =

∫ l

0
sin

√
z(l−u)√
z

S(u)du аналiтична на контурi Г задовiльняє умову

wl(z) = 0(1) (x ∈ Г,|z| → ∞) (9.2)

Тепер розглянемо iнтеграл

G(u) =
1

2Π

∫
Г
wl(z)e

u
√

|z|dz (10.2)

Внаслiдок (9.2) iнтеграл зберiгається рiвномiрно на кожному компактi всерединi
кута |argu−Π| < Π

2
−Θ, тому функцiя G(u) спiвпадає з функцiєю F (u) усерединi кута

|arg(u+ l)−Π| < Π
2
−Θ. Дiйсно, для точок u якi належать цьому куту iнтеграл (10.2)

можна розкласти на суму двох iнтегралiв

G(u) =
1

2Π

∫
Г
(

∫ l

0

sin
√
z(l − u)√
z

S(u)du) · eu
√

|z|dz.

Для u якi лежать усерединi зсунутого кута цiла функцiя змiнної z∫ l

0

sin
√
z(l − u)√
z

S(u)du.

eu
√

|z| прямує до нуля, коли |z| → ∞, −Θ < argz,Θ. Тому

1

2Π

∫
Г
(

∫ l

0

sin
√
z(l − u)√
z

S(u)du) · eu
√

|z|dz = 0 i

G(u) =
1

2Π

∫
Г
w(z) cos

√
zleu

√
|z|dz (|arg(u+ l)−Π| < Π

2
−Θ)
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Пiдставляючи вираз (5.2) для w(z) i змiнюючи порядок iнтегрування, це можливо зав-

дяки теореми Фубiнi,одержимо що G(u) =
∫ −1

−∞ dρ(t) · ( 1
2Π

∫
Г

cos

√
l·eu

√
|z|

t−z
dz).

Внутрiшнiй iнтеграл дорiвнює cos
√
tl · eu

√
|t|, i тому G(u) =

∫ −1

−∞ cos
√
tleu

√
|t|dρ(t).

На основi порiвняння з (8.2) одержимо, що G(u) = F (u) (|arg(u + l) − Π| < Π
2
− Θ).

Таким чином, iнтеграл (10.2) дає аналiтичне продовження функцiї F (u) в областi D,
яка є об’єднанням пiвплощини Reu < l i кута |argu − Π| < Π

2
− Θ. Звiдси випливає

оцiнка (7.2), якщо покласти dσ(t) = cos
√
tl · dρ(t). Теорема 3. доведена.

Теорема 4. Якщо голоморфна у верхнiй пiвплощинi функцiя W (z) задовiльняє матри-
чну нерiвнiсть (ОМН) i мiра dσ(t) класу r, яка зосереджена на [0,+∞), то

W (z) =

∫ ∞

0

dσ(t)

t− z
(

∫ ∞

0

dσ(t) <∞) (11.2)

i вiдповiдний iнтеграл

S(x) =

∫ ∞

0

cos
√
txdσ(t)

спiвпадає на [0, b] iз заданою ермiтовою додатно визначеною функцiєю S0(x). Крiм того,
функцiя W (z) продовжється, за симетрiєю у нижню пiвплощину.

Доведення. Розглянемо спрощену нерiвнiсть (ОМН) коли φ = δ(x − x0) (0 < x0 < l),
тодi одержимо:(

1
2
[S0(0) + S0(2x0)] cos

√
zx0 ·W (z)−

∫ x0

0
sin

√
z(x0−u)√
z

S0(u)du

∗ W (z)−W ∗(z)
z−z

)
≥ 0

де W (z) ∈ r. Те що функцiя W (z) належить класу r0 випливає з нерiвностi

| cos
√
zx0W (z)−

∫ x0

0

sin
√
z(x0 − u)√
z

S0(u)du|2 ≤
1

2
[S0(0) + S0(2x0)]·

·W (z)−W ∗(z)

z − z
≤ C · W (z)−W ∗(z)

z − z
(C > 0, Imz > 0, S0 - обмежена) (12.2)

Якщо покладемо

z = iy (y > 0), yW (iy) = X, y

∫ x0

0

sin
√
iy(x0 − u)√
iy

S0(u)du = A, то посилюючи

нерiвнiсть (12.2) одержимо

|X − A|2 ≤ C
2
(X∗ −X)

X ∗X + (A ∗+C
2
)X −X∗(A+ C

2
) + (A ∗+C

2
)(A+ C

2
) ≤ (A ∗+C

2
)(A+ C

2
)− A · A∗,

|X − (A+ C
2
|2 ≤ |A+ C

2
|2, |x| ≤ 2(|A|+ C

2
).

Оскiльки

|A| ≤
∫ x0

0

y
sin

√
iy(x0)√
iy

|S0(u)|du ≤ C, то

|yW (y) ≤ 3C|, а тому див.[4] W (z) належить класу r0 i має зображення (11.2).
Теорема 4. доведена.

Iз теорем 3,4 випливає твердження оберненне до теореми 1.
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Теорема 5. Якщо W (z) задовiльняє (ОМН), то

1) W (z) допускає наступне iнтегральне зображення
W (z) =

∫ dσ(t)
t−z

(
∫ 0

−∞ e2l
′
√

|t|dσ(t) <∞; ∀l′ < l;
∫∞
0
dσ(t) <∞).

2) в iнтервалi (0 < x < 2b) iснує iнтеграл S(x) =
∫∞
−∞ cos

√
txdσ(t).

3 Унiфiкацiя (ОМН). Тотожнiсть Сахновича [5]

1.3. Введемо такi позначення:

bz(x) = cos
√
zx

Cz(x) =

∫ x

0

sin
√
z(x− u)√
z

· S(u)du

(Kf)(x) =

∫ l

0

1

2
[S(x+ t) + S(x− t)]f(t)dt, (∀l < b).

Тодi (ОМН) набуває вигляду:(
Kφ,φ (bz(x)W (z)− cz(x), φ)

∗ W (z)−W ∗(z)
z−z

)
≥ 0 (ОМН)

(∀φ ∈ L2[0, l], ∀l < b; ∀z : Imz ̸= 0).
Ця форма запису (ОМН) дозволяє використати схему В.П.Потапова [5, 6] для побу-

дови розв’язку (ОМН) у нашому випадку.
2.3 Зазначимо, що для знаходження розв’язку основної матричної нерiвностi суттєву

роль вiдiграє тотожнiсть Сахновича [5]:

(AzKg, φ)− (A∗
zKg, φ) = (gbz(x))(cz, φ)− (gcz(x))(bz(x), φ)

яка виконується для ∀g, φ ∈ l2[0, l], ∀l < b.
Тут Azg обмежений iнтегральний оператор, який у задачi визначається рiвностями:

(Azg)(x) =

∫ x

0

sin
√
z(x− t)√
z

g(t)dt ((A∗
zg)(x) = −

∫ l

x

sin
√
z(x− t)√
z

g(t)dt)

Дiя Azg на функцiях bξ, cξ аналогiчнi спiввiдношенням Гiльберта

Azbz(x) = −bz − bξ
z − ξ

, Azcξ(x) = −cz − cξ
z − ξ

При знаходженнi розв’яку (ОМН) розрiзняються два випадка: випадок виродженого
ядра (Kφ,φ) ≥ 0 i випадок невиродженого ядра (Kφ,φ) > 0. За допомогою обчислень
перевiряємо iснування розв’язку (ОМН) для виродженого ядра. У другому випадку
використовуємо апроксимацiю нашої задачi дискретним аналогом.

Основна матрична нерiвнiсть задачi про iнтегральне зображення функцiї класу Kb

завжди має розв’язок.
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4 Випадок багатозначного зображення

1.4. При обговорення питання побудови розв’язку (ОМН) обмежимося iснування
строгої додатностi iнформацiйного блоку

(Kφ,φ) > 0, ∀φ ̸= 0, φ ∈ L2[0, l], l < b.

Вiдомо див.[6] що у випадку строгої додатностi iнформацiйного блоку Sn > 0 зрiзана
степенева проблема має безлiч розв’язкiв, причому основну роль у побудовi загального
розв’язку вiдiграє матриця-функцiя

H(ξ, η) =
ξ − η

i

[
cξ
−bξ

]
S−1
n [cη − bη] =

ξ − η

i

[
Cξ

−Bξ

]
Sn[Cη −Bη]

де SnBξ = bξ, SnCξ = cξ.
Спроба перенести цю конструкцiю на випадок нашої задачi наштовхується на тру-

днощi пов’язанi з континуальною природою задачi.
Оператор

(Kf)(x) =

∫ l

0

K(x, y)f(t)dt

цiлком неперервний, а обернений K−1 визначений на щiльної у L2[0, l] областi. Бiльше
того, рiвняння

KBz = cos
√
zx; KCz =

∫ x

0

sin
√
z(x− u)√
z

S(u)du (1.4)

не мають розв’язку L2[0, l].
Але строга додатнiсть оператора K дозволяє розширити оператор K. Суть цього

розширення полягає в тому що вводиться нова метрика

(f, g)− = (Kf, g)

в просторi H = L2[0.l] i пiсля поповнення континуальними послiдовностями. Коли одер-
жимо новий гiльбертовий простiр H−.

Тодi можна показати що, якщо функцiя класу Kb має бiльше одного iнтегрального
зображення то рiвняння (1.4) мають розв’язки в просторi H− i конструкцiя матрицi
H(ξ, η) може бути реалiзоване; Якщо ж S(x) допускає лише одне зображення то рiвня-
ння (1.4) не мають розв’язку. Таким чином отримуємо:

Теорема 6. Якщо (ОМН) має два суттєво рiзних розв’язкiв, то вона має безлiч розв’язкiв, якi
описуються дробово-лiнiйним перетворенням

W (z) = [a(z)p(z) + b(z)q(z)][c(z)p(z) + d(z)q(z)]−1

за допомогою голоморфної в Imz > 0 неособливої неванлиновської пари
[
p(z)

q(z)

]
.

Матриця коефiцiєнтiв (резольвентна матриця) дробово-лiнiйного перетворення

A(z) =

[
a(z) b(z)

c(z) d(z)

]
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визначається наступними спiввiдношеннями:

A(z) = T (z, z0)M0, Imz0 ̸= 0, J =

[
0 i

−i 0

]
T (z, z0) = I +H(z, z0)S; H(z, z0) =

z − z0
i

[
(KCz0 , Cz) (KBz0 , Cz)

(KCz0 , Bz) (KBz0 , Bz)

]
J −M∗−1

0 JM−1
0 = −JH(z0, z)J =

z − z

i

[
(Bz0 , bz0(x)) (−Cz0 , bz0(x))

(−Bz0 , cz0(x)) (Cz0 , cz0(x))

]
,

отже, будується за двома розв’язками рiвнянь

KBz0 = cos
√
z0x; KCz0 =

∫ x

0

sin
√
z0(x− t)
√
z0

· S(t)dt.

Резольвентна матриця A(z) має наступнi властивостi:

1) A(z) є голоморфною матрицею-функцiєю (точнiше парою функцiй) в областi
Imz > 0, Imz < 0.

2) A(z)− J – розтягування у верхнiй пiвплощинi, J – стискування у нижнiй пiвплощинi

A∗(z)JA(z)− J ≥ 0 (Imz > 0)

A∗(z)JA(z)− J ≤ 0 (Imz < 0)

3) Значення матрицi-функцiї A(z) в (Imz > 0), (Imz < 0) зв’язане зi спiввiдношенням дзеркальної
симетрiї

JA∗(z)J = A−1(z), Imz < 0

У наслiдок цього є критерiй багатозначностi iнтегрального зображення функцiй кла-
су Kb:

Теорема 7. Якщо неперервна на сегментi [0, 2l] (∀l ≤ b) функцiя S(x) ∈ Kb така, що
оператор

(Kf)(x) =

∫ l

0

K(x, t)f(t)dt

строго додатний у просторi L2[0, l], то для її багатозначностi iнтегрального зображення
необхiдно, щоб для всiх z виконувалась умова:

∞∑
j=1

λj|(cos
√
zx, φj(x))|2 < +∞

i достатньо, щоб вона виконувалася хоча б в однiй недiйснiй точцi

ξ0(Imξ0 ̸= 0).

Тут λj – фундаментальнi числа, φj(x) - фундаментальнi функцiї оператора.
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The problem of the continuation of positively definite functions k(x) of the finite integral on
all axis was examined in the works of M.G. Crein and Y.M. Berezanskyy. O.V. Lopotko using
the method Y.M. Berezanskyy, the necessary and sufficient conditions of simple continuation
of even positively definite functions at intervals at all axis, were obtained. In present article
the sum of M.G. Crein and Y.M. Berezanskyy is considering from j-theory’s position. the
advantage of such approach is that j-theory gives the only universal method of solution the
sums such as the problem of moments both discrete and continental. V.P. Potapov expressed a
fruitful concession according to which all information of sum about of integral representation of
functions is contained in some correlation, which is constructed according to the facts of sum,
and so called ’Basic Matrix Inequality’ (BMI). With the help of j-theory, using BMI the integral
representations of functions of P,Ka classes were integrated in the works of V.P. Potapov, I.V.
Kovalyshyna.In this present work, using the j-theory the integral representation even positively
definite functions k(x) which are belong to Kb class has been investigating. For this aim the
’associational’ w(z) function is connected with k(x) function and the BMI is building. In the
BMI we find the aspect of the integral representation for k(x), w(z), then we are coming to find
a solution of our sum. As the unification BMI outwardly doesn’t differ from principal matrix
inequalities of such well-known classic discrete interpolation sums such as Nevolinno-Picka,
Caratheodora’s problem, the moments and such continental sums as the M.G. Crein’s sum
about the integral representation of hermitian-positive functions, naturally, the possibility of
using the V.P. Potapov’s scheme for the construction of solution of BMI and our sum, is arised.
Analysing BMI, firstly, we are answering the question: Does though one solution of BMI exist?
Or does one representation of function Kb′s class exist? Answering these questions we have
to consider two cases: the case of particular information of k > 0 block and the case of not
particular information k > 0 block. In the first case we are directly calculating the solution of
BMI. In the second case we are approximating our sum by discrete analogy. That’s why we are
proving that BMI always has a solution. Now, let’s choose two essentially different solutions
on the condition that the information block is k > 0 and let’s prove that BMI has multitude
solutions, and its full totality has been describing by fractional-linear transformation with the
help of Nevanlinovsky’s not special pair. At last, we are proving the criterion of the significant
integral representation of functions of Kb class.


