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ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ ВЕБЕРА
Дослiджено зростання, близькiсть до опуклостi, опуклiсть та обмеженiсть l-iндексу

розв’язкiв рiвняння Вебера w′′ − ( z2

4 − ν − 1
2 )w = 0 при ν 6= 1

2 .

Growth, convexity, close-to-convexity and the l-index boundedness of the solutions of Weber
equation w′′ − ( z2

4 − ν − 1
2 )w = 0 if ν 6= − 1

2 are investigated.

1. Вступ. Нехай

f(z) =
∞∑

n=0

fnz
n (1)

– цiла функцiя, а l – додатна неперерв-
на на [0, +∞) функцiя. Функцiя f нази-
вається функцiєю обмеженого l-iндексу [1],
якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+

i z ∈ C
|f (n)(z)|
n!ln(|z|) ≤ max

{ |f (k)(z)|
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ N

}
.

(2)
Найменше з таких чисел N називається
l-iндексом функцiї f i позначається через
N(f, l).

Для G ⊆ C нехай N(f, l; G) – l-iндекс
функцiї f в G, тобто найменше з таких чисел
N ∈ Z+, що (2) виконується для всiх n ∈ Z+

i z ∈ G.
Аналiтична однолиста в крузi D = {z :

|z| < 1} функцiя (1) називається опуклою,
якщо f(D) – опукла область. Умова Re {1 +
+zf ′′(z)/f ′(z)} > 0 (z ∈ D) є необхiдною i
достатньою [2, c.203] для опуклостi f . Фун-
кцiя f називається [2, c.583] близькою до
опуклої в D, якщо iснує опукла в D фун-
кцiя Φ така, що Re (f ′(z)/Φ′(z)) > 0 (z ∈ D).
Близька до опуклої функцiя f характери-
зується тим, що зовнiшнiсть G областi f(D)
можна заповнити променями L, що вихо-
дять з ∂G i повнiстю лежать в G. Кожна
близька до опуклої функцiя є однолистою в
D, i тому f1 6= 0.

Рiвнянням Вебера називається диферен-

цiальне рiвняння

w′′ −
(

z2

4
− ν − 1

2

)
w = 0. (3)

Припустимо, що ν 6= 1
2
i знайдемо розв’язок

рiвняння (3) у виглядi (1). Оскiльки

∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)fn+2z
n − 1

4

∞∑
n=2

fn−2z
n+

+

(
ν +

1

2

) ∞∑
n=0

fnzn = 0,

то 2f2 + (ν + 1
2
)f0 = 0, 6f3 + (ν + 1

2
)f1 = 0 i

(n + 2)(n + 1)fn+2 = −(ν + 1
2
)fn + 1

4
fn−2 при

n ≥ 2. Бачимо, що всi коефiцiєнти з парни-
ми iндексами визначаються через f0, а кое-
фiцiєнти з непарними iндексами – через f1.
Тому, розв’язок рiвняння (3) можна записа-
ти у виглядi

w(z) = C1ϕ(z2) + C2zψ(z2).

Нехай w(z) = ϕ(z2). Тодi

w′(z) = 2zϕ′(z2), w′′(z) = 2ϕ′(z2)+4z2ϕ′′(z2),

i отже, рiвняння (3) у цьому випадку має
вигляд

4z2ϕ′′(z2)+2ϕ′(z2)−
(

z2

4
− ν − 1

2

)
ϕ(z2) = 0.

Пiсля замiни z2 на z отримаємо

4zϕ′′(z)+2ϕ′(z)−
(

z

4
− ν − 1

2

)
ϕ(z) = 0. (4)

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 223



Якщо ж припустимо, що w(z) = zψ(z2), то
подiбно отримаємо

4zψ′′(z) + 6ψ′(z)−
(

z

4
− ν − 1

2

)
ψ(z) = 0.

(5)
Знайдемо рекурентну формулу для зна-

ходження коефiцiєнтiв функцiї ϕ(z) =

=
∞∑

n=0

ϕnzn, яка є розв’язком рiвняння (4).

Оскiльки

4
∞∑

n=1

ϕn+1(n + 1)nzn + 2
∞∑

n=0

ϕn+1(n + 1)zn+

+

(
ν +

1

2

) ∞∑
n=0

ϕnzn − 1

4

∞∑
n=1

ϕn−1z
n = 0,

то прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових
степенях z, маємо 2ϕ1 +(ν + 1

2
)ϕ0 = 0 i 2(n+

+1)(2n + 1)ϕn+1 + (ν + 1
2
)ϕn − 1

4
ϕn−1 = 0

при n ≥ 1. Зауважимо, що якщо ϕ0 = 0,
то ϕ(z) ≡ 0. Тому покладемо ϕ0 = 1. Тодi

ϕ1 = −2ν + 1

4
, ϕn = − 2ν + 1

4n(2n− 1)
ϕn−1+

+
1

8n(2n− 1)
ϕn−2, (n ≥ 2). (6)

Подiбно для коефiцiєнтiв функцiї ψ(z) =

=
∞∑

n=0

ψnz
n, яка є розв’язком рiвняння (5),

отримуємо 6ψ1 +(ν + 1
2
)ψ0 = 0 i 2(n+1)(2n+

+3)ψn+1 + (ν + 1
2
)ψn − 1

4
ψn−1 = 0 при n ≥ 1.

Якщо покладемо ψ0 = 1, то

ψ1 = −2ν + 1

12
, ψn = − 2ν + 1

4n(2n + 1)
ψn−1+

+
1

8n(2n + 1)
ψn−2, (n ≥ 2). (7)

Позначимо для зручностi a = |2ν + 1|.
2. Обмеженiсть l-iндексу. Дослiдимо

обмеженiсть l-iндексу функцiй ϕ(z) та ψ(z).
Для цього скористаємося такою лемою, до-
веденою в [3].
Лема 1. Якщо функцiя (1) аналiтична в
DR = {z : |z| ≤ R}, f0 = 1 i

∞∑
n=1

|fn|Rn ≤ a(R) < 1, (8)

то N(f, l; DR) ≤ 1 з

l(|z|) =
1 + a(R)

(1− a(R))(R− |z|) .

Якщо z ∈ DR/2, то R − |z| ≥ R/2 i з
леми 1 випливає, що N(f, l; DR/2) ≤ 1 з

l(|z|) ≡ 2(1 + a(R))

R(1− a(R))
, бо якщо N(f, l∗, G) ≤

≤ N i l∗(r) ≤ l∗(r), то неважко довести
[1, c. 23], що N(f, l∗, G) ≤ N . Тому правиль-
на наступна лема.
Лема 2. Якщо функцiя (1) цiла i f0 = 1,
то для кожного R ∈ (0, +∞) за умови (8)
правильна нерiвнiсть N(f, l; DR/2) ≤ 1 з

l(|z|) ≡ 2(1 + a(R))

R(1− a(R))
.

Використовуючи (6), маємо

∞∑

k=1

|ϕk|Rk ≤ |ϕ1|R+

+
∞∑

k=2

(
a|ϕk−1|

4k(2k − 1)
+

|ϕk−2|
8k(2k − 1)

)
Rk =

=
aR

4
+

R2

48
+

∞∑

k=1

aR

4(k + 1)(2k + 1)
|ϕk|Rk+

+
∞∑

k=1

R2

8(k + 2)(2k + 3)
|ϕk|Rk,

тобто
∞∑

k=1

(
1− aR

4(k + 1)(2k + 1)
−

− R2

8(k + 2)(2k + 3)

)
|ϕk|Rk ≤ aR

4
+

R2

48
.

(9)

Оскiльки

aR

4(k + 1)(2k + 1)
+

R2

8(k + 2)(2k + 3)
≤

≤ aR

24
+

R2

120
,

то за умови

aR

24
+

R2

120
< 1 (10)
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з (9) маємо

∞∑

k=1

|ϕk|Rk ≤ (aR/4) + (R2/48)

1− (aR/24)− (R2/120)
.

Тому, щоб застосувати лему 2, потрiбно, щоб
виконувалась умова

aR

4
+

R2

48
+

aR

24
+

R2

120
=

7R(10a + R)

240
< 1,

iз виконання якої випливає i виконання умо-
ви (10).

Нехай a ≥ 14

10
. Покладемо, наприклад,

R = R1 =
15

10a + 1
≤ 1. Тодi R2

1 ≤ R1

i a(R1) =
60a + 5

150a + 14
< 1, а l1(|z|) =

=
2(1 + a(R1))

R1(1− a(R1))
=

2(210a + 19)

135
=

28

9
a +

+
38

135
. Тобто, N(ϕ, l1; DR1/2) ≤ 1 з l1(|z|) ≡

≡ 28

9
a +

38

135
.

Якщо a <
14

10
, то покладемо R = R2 = 1.

Тодi a(R2) =
60a + 5

238− 10a
<

89

224
< 1, а

2(1 + a(R2))

R2(1− a(R2))
=

2(50a + 243)

233− 70a
<

<
100a + 486

135
= l2(|z|). Тобто,

N(ϕ, l2; DR2/2) ≤ 1 з l2(|z|) ≡ 100a + 486

135
.

Дослiдимо тепер обмеженiсть l-iндексу
функцiї ϕ(z) в C \ DR/2. Для цього скори-
стаємось тим, що ϕ(z) є розв’язком рiвняння
(4). Тому, якщо |z| ≥ R/2, то

|ϕ′′(z)| ≤ 1

2|z| |ϕ
′(z)|+

(
1

16
+

a

8|z|
)
|ϕ(z)| ≤

≤ 1

R
|ϕ′(z)|+

(
1

16
+

a

4R

)
|ϕ(z)|

i для деякого l > 0

|ϕ′′(z)|
2!l2

≤ 1

2Rl

|ϕ′(z)|
1!l

+

(
1

16
+

a

4R

) |ϕ(z)|
2l2

≤

≤ max

{ |ϕ′(z)|
1!l

, |ϕ(z)|
}

, (11)

якщо

1

2Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

2l2
≤ 1. (12)

Продиференцiюємо (4) n ≥ 1 раз. Отри-
маємо

4zϕ(n+2)(z) + (4n + 2)ϕ(n+1)(z)−
−(

z

4
− ν − 1

2
)ϕ(n)(z)− n

4
ϕ(n−1)(z) = 0.

Звiдки за умови |z| ≥ R/2 випливає, що

|ϕ(n+2)(z)| ≤ 4n + 2

4|z| |ϕ
(n+1)(z)|+

+

(
1

16
+

a

8|z|
)
|ϕ(z)|+ n

16|z| |ϕ
(n−1)(z)| ≤

≤ 4n + 2

2R
|ϕ(n+1)(z)|+

(
1

16
+

a

4R

)
|ϕ(z)|+

+
n

8R
|ϕ(n−1)(z)|

i

|ϕ(n+2)(z)|
(n + 2)!ln+2

≤ 4n + 2

2(n + 2)Rl

|ϕ(n+1)(z)|
(n + 1)!ln+1

+

+

(
1

16
+

a

4R

)
1

(n + 2)(n + 1)l2
|ϕ(n)(z)|

n!ln
+

+
1

8R(n + 2)(n + 1)l3
|ϕ(n−1)(z)|
(n− 1)!ln−1

≤

≤ max

{ |ϕ(n+1)(z)|
(n + 1)!ln+1

,
|ϕ(n)(z)|

n!ln
,
|ϕ(n−1)(z)|
(n− 1)!ln−1

}
,

(13)

якщо

4n + 2

2(n + 2)Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

(n + 2)(n + 1)l2
+

+
1

8R(n + 2)(n + 1)l3
≤ 1.

Остання нерiвнiсть i нерiвнiсть (12) викону-
ються, якщо

S(a,R, l) =
2

Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

2l2
+

1

16Rl3
≤ 1.

Якщо a ≥ 14

10
, то l1R1 =

2(210a + 19)

135
×

× 15

10a + 1
>

19(10a + 1)2

9(10a + 1)
=

38

9
> 4, а
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l1 ≥ (21 · 14 + 19)2

135
> 4. Отже,

2

R1l1
<

1

2
,

1

32l21
≤ 1

512
,

a

8R1l21
≤ a

8 · 4l1 ≤
135a

64 · 210a
<

1

64

i
1

16R1l31
<

1

1024
. А тому, S(a, R1, l1) < 1 i

виконуються нерiвностi (11) та (13), з яких
випливає, що для всiх n ∈ Z+ i z ∈ C \DR1/2

при l = l1 виконується

|ϕ(n)(z)|
n!ln

≤ max

{ |ϕ′(z)|
1!l

, |ϕ(z)|
}

, (14)

тобто, N(ϕ, l1; C\DR1/2) ≤ 1 з l1(|z|) ≡ 28

9
a+

+
38

135
. Отже, якщо a ≥ 14

10
, то N(ϕ, l1) ≤ 1 з

l1(|z|) ≡ 28

9
a +

38

135
.

Якщо ж a <
14

10
, то l2R2 = l2 =

=
100a + 486

135
≥ 486

135
> 3. Отже,

2

R2l2
<

2

3
,

1

32l2
<

1

32 · 9 ,
a

8R2l22
<

135a

24(100a + 486)
<

<
135

2400
,

1

16R2l32
<

1

16 · 27
i S(a,R2, l2) < 1.

Тому, знову виконуються (11) та (13), з яких
випливає, що для всiх n ∈ Z+ i z ∈ C\DR2/2

при l = l2 виконується (14), тобто,

N(ϕ, l2; C \DR2/2) ≤ 1 з l2(|z|) ≡ 100a + 486

135
,

тобто, якщо a <
14

10
, то N(ϕ, l2) ≤ 1 з

l2(|z|) ≡ 100a + 486

135
.

Тому правильним є таке твердження.

Твердження 1. Якщо a = |2ν + 1| ≥ 14

10
,

то N(ϕ, l1) ≤ 1 з l1(|z|) ≡ 28

9
a +

38

135
. Якщо

ж a = |2ν + 1| <
14

10
, то N(ϕ, l2) ≤ 1 з

l2(|z|) ≡ 100a + 486

135
.

Звiдси з огляду на наведене вище заува-
ження випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. N(ϕ, l) ≤ 1 з l(|z|) ≡ 28

9
a+

18

5
.

Дослiдимо тепер обмеженiсть l-iндексу

функцiї ψ(z). Використовуючи (7), маємо
∞∑

k=1

|ψk|Rk ≤ |ψ1|R +
∞∑

k=2

(
a|ψk−1|

4k(2k + 1)
+

+
|ψk−2|

8k(2k + 1)

)
Rk =

aR

12
+

R2

80
+

+
∞∑

k=1

aR

4(k + 1)(2k + 3)
|ψk|Rk+

+
∞∑

k=1

R2

8(k + 2)(2k + 5)
|ψk|Rk.

Тому
∞∑

k=1

|ψk|Rk

(
1− aR

4(k + 1)(2k + 3)
−

− R2

8(k + 2)(2k + 5)

)
≤ aR

12
+

R2

80
. (15)

Оскiльки
aR

4(k + 1)(2k + 3)
+

R2

8(k + 2)(2k + 5)
≤

≤ aR

40
+

R2

168
,

то за умови

aR

40
+

R2

168
< 1 (16)

з (15) отримуємо
∞∑

k=1

|ψk|Rk ≤ (aR/12) + (R2/80)

1− (aR/40)− (R2/168)
.

Тому, щоб застосувати лему 2, потрiбно, щоб

aR

12
+

R2

80
+

aR

40
+

R2

168
< 1,

iз виконання якої випливає i виконання умо-
ви (16).

Нехай a ≥ 809

182
. Покладемо, наприклад,

R = R1 =
840

182a + 31
≤ 1. Тодi R2

1 ≤ R1

i a(R1) =
140a + 21

322a + 52
< 1, а l1(|z|) =

2(1 + a(R1))

R1(1− a(R1))
=

462a + 73

420
=

11

10
a+

73

420
, тоб-

то, N(ψ, l1; DR1/2) ≤ 1 з l1(|z|) ≡ 11

10
a +

73

420
.
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Якщо a <
809

182
, то покладемо R = R2 = 1.

Тодi a(R2) =
7(20a + 3)

2(835− 21a)
< 1,

а
2(1 + a(R2))

R2(1− a(R2))
=

98a + 1691

1649− 182a
<

<
98a + 1691

840
=

7

60
a +

1691

840
<

11

10
(a + 2) =

= l2(|z|). Отже, N(ψ, l2; DR2/2) ≤ 1 з

l2(|z|) ≡ 11

10
(a + 2).

Для дослiдження обмеженостi l-iндексу
функцiї ψ(z) в C \ DR/2, як i ранiше, скори-
стаємось тим, що ψ(z) є розв’язком рiвняння
(5). А тому, при |z| ≥ R/2,

|ψ′′(z)| ≤ 3

2|z| |ψ
′(z)|+

(
1

16
+

a

8|z|
)
|ψ(z)| ≤

≤ 3

R
|ψ′(z)|+

(
1

16
+

a

4R

)
|ψ(z)|

i

|ψ′′(z)|
2!l2

≤ 3

2Rl

|ψ′(z)|
1!l

+

(
1

16
+

a

4R

) |ψ(z)|
2l2

≤

≤ max

{ |ψ′(z)|
1!l

, |ψ(z)|
}

, (17)

якщо

3

2Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

2l2
≤ 1. (18)

Продиференцiюємо (5) n ≥ 1 раз. Отри-
маємо

4zψ(n+2)(z) + (4n + 6)ψ(n+1)(z)−
−(

z

4
− ν − 1

2
)ψ(n)(z)− n

4
ψ(n−1)(z) = 0.

Як i ранiше, за умови |z| ≥ R/2, маємо

|ψ(n+2)(z)| ≤ 4n + 6

4|z| |ψ
(n+1)(z)|+

+

(
1

16
+

a

8|z|
)
|ψ(z)|+ n

16|z| |ψ
(n−1)(z)| ≤

≤ 4n + 6

2R
|ψ(n+1)(z)|+

+

(
1

16
+

a

4R

)
|ψ(z)|+ n

8R
|ψ(n−1)(z)|

i

|ψ(n+2)(z)|
(n + 2)!ln+2

≤ 4n + 6

2(n + 2)Rl

|ψ(n+1)(z)|
(n + 1)!ln+1

+

+

(
1

16
+

a

4R

)
1

(n + 2)(n + 1)l2
|ψ(n)(z)|

n!ln
+

+
1

8R(n + 2)(n + 1)l3
|ψ(n−1)(z)|
(n− 1)!ln−1

≤

≤ max

{ |ψ(n+1)(z)|
(n + 1)!ln+1

,
|ψ(n)(z)|

n!ln
,
|ψ(n−1)(z)|
(n− 1)!ln−1

}
,

(19)

якщо

4n + 6

2(n + 2)Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

(n + 2)(n + 1)l2
+

+
1

8R(n + 2)(n + 1)l3
≤ 1,

а ця нерiвнiсть i нерiвнiсть (18) виконую-
ться, якщо

S(a,R, l) =
2

Rl
+

(
1

16
+

a

4R

)
1

2l2
+

1

16Rl3
≤ 1.

Зауважимо тепер, що за умови a ≥ 809

182

маємо l1R1 =
462a + 73

420

840

182a + 31
>

>
2(182a + 31)840

420(182a + 31)
= 4, а l1 ≥

≥ 462 · (809/182) + 73

420
> 5. Отже,

2

R1l1
<

1

2
,

1

32l21
≤ 1

800
,

a

8R1l21
≤ a

8 · 4l1 ≤
420a

32 · 462a
<

1

32

i
1

16R1l31
<

1

1600
. Тому, S(a,R1, l1) < 1 i

виконуються нерiвностi (17) та (19), з яких
випливає, що для всiх n ∈ Z+ i z ∈ C \DR1/2

при l = l1 виконується

|ψ(n)(z)|
n!ln

≤ max

{ |ψ′(z)|
1!l

, |ψ(z)|
}

, (20)

тобто, N(ψ, l1; C\DR1/2) ≤ 1 з l1(|z|) ≡ 11

10
a+

+
73

420
, i отже, якщо a ≥ 809

182
, то N(ψ, l1) ≤ 1

з l1(|z|) ≡ 11

10
a +

73

420
.
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Якщо a <
809

182
, то l2R2 = l2 = 1, 1(a+2) ≥

≥ 2, 2. Отже,
2

R2l2
≤ 10

11
,

1

32l2
<

1

128
,

a

8R2l22
<

a

1, 1(a + 2)16
<

1

16
,

1

16R2l32
<

1

128

i S(a,R2, l2) <
1390

1408
< 1. Тому, знову вико-

нуються (17) та (19), з яких випливає, що
для всiх n ∈ Z+ i z ∈ C \DR2/2 при l = l2 ви-
конується (20), тобто, N(ψ, l2; C\DR2/2) ≤ 1

з l2(|z|) ≡ 11

10
(a + 2). Отже, якщо a <

809

182
,

то N(ψ, l2) ≤ 1 з l2(|z|) ≡ 11

10
(a + 2).

Тому правильним є таке твердження.

Твердження 2. Якщо a = |2ν + 1| ≥ 809

182
,

то N(ψ, l1) ≤ 1 з l1(|z|) ≡ 11

10
a +

73

420
. Якщо

ж a = |2ν + 1| <
809

182
, то N(ψ, l2) ≤ 1 з

l2(|z|) ≡ 11

10
(a + 2).

Наслiдок 2. N(ψ, l) ≤ 1 з l(|z|) ≡ 1, 1(a+2).

3. Геометричнi властивостi. Для до-
слiдження опуклостi та близькостi до опу-
клостi скористаємось наступною лемою [4].

Лема 3. Якщо
+∞∑
n=2

n|fn| ≤ |f1|, то фун-

кцiя (1) є близькою до опуклої в D. Якщо

ж
+∞∑
n=2

n2|fn| ≤ |f1|, то вона є опуклою в D.

Використовуючи рекурентнi формули (6)
маємо

+∞∑
n=2

n|ϕn| ≤
+∞∑
n=3

(
a|ϕn−1|

4(2n− 1)
+

|ϕn−2|
8(2n− 1)

)
+

+2|ϕ2| ≤ a2

48
+

1

24
+

+∞∑
n=2

a|ϕn|
4(2n + 1)

+

+
|ϕ1|
40

+
+∞∑
n=2

|ϕn|
8(2n + 3)

=
a2

48
+

1

24
+
|ϕ1|
40

+

+
+∞∑
n=2

(
a

4n(2n + 1)
+

1

8n(2n + 3)

)
n|ϕn|,

тобто
+∞∑
n=2

(
1− a

4n(2n + 1)
− 1

8n(2n + 3)

)
n|ϕn| ≤

≤ a2

48
+

1

24
+

a

160
. (21)

Оскiльки

1− a

4n(2n + 1)
− 1

8n(2n + 3)
≥ 1− a

40
− 1

112
,

то за умови

a

40
+

1

112
< 1 (22)

з (21) маємо
+∞∑
n=2

n|ϕn| ≤ (a2/48) + (a/160) + (1/24)

1− (a/40)− (1/112)
≤ a

4
,

якщо 182a2−1623a+280 ≤ 0. Остання умова
рiвносильна

1623−√2430289

364
≤ a ≤ 1623 +

√
2430289

364
,

(23)
i з неї також випливає виконання умови (22).

Подiбно
+∞∑
n=2

n2|ϕn| ≤
+∞∑
n=3

(
an|ϕn−1|
4(2n− 1)

+
n|ϕn−2|

8(2n− 1)

)
+

+4|ϕ2| ≤ a2

24
+

1

12
+

+∞∑
n=2

a(n + 1)|ϕn|
4(2n + 1)

+

+
3|ϕ1|
40

+
+∞∑
n=2

(n + 2)|ϕn|
8(2n + 3)

=
a2

24
+

1

12
+

3a

160
+

+
+∞∑
n=2

(
a(n + 1)

4n2(2n + 1)
+

n + 2

8n2(2n + 3)

)
n2|ϕn|,

тобто
+∞∑
n=2

(
1− a(n + 1)

4n2(2n + 1)
− n + 2

8n2(2n + 3)

)
n2|ϕn| ≤

≤ a2

24
+

1

12
+

3a

160
.

Оскiльки

1− a(n + 1)

4n2(2n + 1)
− n + 2

8n2(2n + 3)
≥ 1− 3a

80
− 1

56
,
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то, за умови

762−√388564

343
≤ a ≤ 762 +

√
388564

343
, (24)

+∞∑
n=2

n2|ϕn| ≤ (a2/24) + (3a/160) + (1/12)

1− (3a/80)− (1/56)
≤ a

4
.

Отже, правильним є таке твердження.
Твердження 3. За умови (23) функцiя
ϕ(z) є близькою до опуклої, а за умови (24) –
опуклою в D.

Застосовуючи подiбнi мiркування до
функцiї ψ(z) отримаємо

+∞∑
n=2

n|ψn| ≤
+∞∑
n=3

(
a|ψn−1|

4(2n + 1)
+

|ψn−2|
8(2n + 1)

)
+

+2|ψ2| ≤ a2

240
+

1

40
+

a

672
+

+
+∞∑
n=2

(
a

4n(2n + 3)
+

1

8n(2n + 5)

)
n|ψn|.

Оскiльки

1− a

4n(2n + 3)
− 1

8n(2n + 5)
≥ 1− a

56
− 1

144
,

то, за умови

4915−√22088809

684
≤ a ≤ 4915 +

√
22088809

684
,

(25)
+∞∑
n=2

n|ψn| ≤ (a2/240) + (a/672) + (1/40)

1− (a/56)− (1/144)
≤ a

12
.

Для дослiдження опуклостi ψ(z) оцiнимо
+∞∑
n=2

n2|ψn| ≤
+∞∑
n=3

(
an|ψn−1|
4(2n + 1)

+
n|ψn−2|

8(2n + 1)

)
+

+4|ψ2| ≤ a2

120
+

1

20
+

a

224
+

+
+∞∑
n=2

(
a(n + 1)

4n2(2n + 3)
+

n + 2

8n2(2n + 5)

)
n2|ψn|.

Оскiльки

1− a(n + 1)

4n2(2n + 3)
− n + 2

8n2(2n + 5)
≥ 1− 3a

112
− 1

72
,

то, за умови

2350−√3590164

639
≤ a ≤ 2350 +

√
3590164

639
,

(26)

+∞∑
n=2

n2|ψn| ≤ (a2/120) + (a/224) + (1/20)

1− (3a/112)− (1/72)
≤ a

12
.

Твердження 4. За умови (25) функцiя
ψ(z) є близькою до опуклої, а за умови (26) –
опуклою в D.

Якщо ν < −1/2, то ϕn > 0 i ψn > 0. Тому
результат тверджень 4 та 5 можна уточнити.
Скористаємось для цього такою лемою [5].
Лема 4. Якщо

f1 ≥ 2f2 ≥ · · · ≥ nfn ≥ (n + 1)fn+1 ≥ · · · > 0,

то функцiя (1) є близькою до опуклої в D.

Для функцiї ϕ(z) маємо 2ϕ2 =
a2

48
+

1

24
≤

≤ a

4
= ϕ1, якщо 6 − √

34 ≤ a ≤ 6 +
√

34.
Використовуючи умову 2ϕ2 ≤ ϕ1, отримає-

мо 3ϕ3 = 3
( a

120
2ϕ2 +

ϕ1

120

)
≤ a2

160
+

a

160
≤

≤ a2

48
+

1

24
= 2ϕ2, бо 7a2 − 3a + 20 > 0. Далi,

для n ≥ 3, якщо ϕ1 ≥ 2ϕ2 ≥ 3ϕ3 ≥ · · · ≥
≥ (n− 2)ϕn−2 ≥ (n− 1)ϕn−1 ≥ nϕn, то

(n + 1)ϕn+1 − nϕn =

=
aϕn

4(2n + 1)
+

ϕn−1

8(2n + 1)
−

− aϕn−1

4(2n− 1)
− ϕn−2

8(2n− 1)
=

=
a

4n(2n + 1)
nϕn +

(n− 1)ϕn−1

8(n− 1)(2n + 1)
−

− a(n− 1)ϕn−1

4(n− 1)(2n− 1)
− (n− 2)ϕn−2

8(n− 2)(2n− 1)
≤

≤
(

a

4n(2n + 1)
− a

4(n− 1)(2n− 1)

)
×

×(n− 1)ϕn−1 +

(
1

8(n− 1)(2n + 1)
−

− 1

8(n− 2)(2n− 1)

)
(n− 2)ϕn−2 < 0.

Тому, правильним є наступне твердження.
Твердження 5. Якщо

−7−√34

2
≤ ν ≤ −7 +

√
34

2
,

то функцiя ϕ(z) є близькою до опуклої.
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Подiбно, для ψ(z) маємо 2ψ2 =
a2

240
+

1

40
≤

≤ a

12
= ψ1, якщо 10−√94 ≤ a ≤ 10 +

√
94.

Для таких a легко бачити, що 3ψ3 =

= 3

(
a

168
2ψ2 +

ψ1

168

)
≤ a2

672
+

a

672
≤ a2

240
+

+
1

40
= 2ψ2. Як i для ϕ(z), переконуємось,

що для n ≥ 3

(n + 1)ψn+1 − nψn ≤

≤
(

a

4n(2n + 3)
− a

4(n− 1)(2n + 1)

)
×

×(n− 1)ψn−1 +

(
1

8(n− 1)(2n + 3)
−

− 1

8(n− 2)(2n + 1)

)
(n− 2)ψn−2 < 0.

Отримуємо наступне твердження.
Твердження 6. Якщо

−11−√94

2
≤ ν ≤ −11 +

√
94

2
,

то функцiя ψ(z) є близькою до опуклої.

4. Зростання. Використовуючи метод
Вiмана-Валiрона, можна довести наступне
твердження.
Твердження 7. Якщо ν 6= 1

2
, то ln Mϕ(r) =

= (1 + o(1))
r

4
i ln Mψ(r) = (1 + o(1))

r

4
при

r →∞, де Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}.
5. Основна теорема. З наслiдкiв 1-2 та

тверджень 3-7 випливає така теорема.
Теорема. Якщо ν 6= −1

2
, то загальний

розв’язок рiвняння (3) можна записати у
виглядi w(z) = C1ϕ(z2)+C2zψ(z2), а функцiї
ϕ(z) та ψ(z) мають такi властивостi:

1) N(ϕ, l) ≤ 1 з l(|z|) ≡ 28

9
|2ν + 1| + 18

5
i

N(ψ, l) ≤ 1 з l(|z|) ≡ 11

10
(|2ν + 1|+ 2);

2) якщо (762−√388564)/343 ≤ |2ν +1| ≤
≤ (762 +

√
388564)/343, то ϕ(z) – опукла,

а якщо (2350−√3590164)/639 ≤ |2ν + 1| ≤
≤ (2350 +

√
3590164)/639 то ψ(z) – опукла;

3) якщо (1623−√2430289)/364 ≤
≤ |2ν + 1| ≤ (1623 +

√
2430289)/364, то

ϕ(z) – близька до опуклої в D, а якщо

(4915−√22088809)/684 ≤ |2ν + 1| ≤
≤ (4915 +

√
22088809)/684, то ψ(z) – близь-

ка до опуклої в D;
4) якщо ν ∈ R, то при (−7−√34)/2 ≤

≤ ν ≤ (−7 +
√

34)/2 функцiя ϕ(z) є близь-
кою до опуклої в D, а при (−11−√94)/2 ≤
≤ ν ≤ (−11 +

√
94)/2 функцiя ψ(z) є близь-

кою до опуклої в D;
5) ln Mϕ(r) = (1+o(1))

r

4
i ln Mψ(r) = (1+

+o(1))
r

4
при r →∞, де Mf (r) = max{|f(z)| :

|z| = r}.
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