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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В НЕЛОКАЛЬНIЙ КРАЙОВIЙ ЗАДАЧI

З IНТЕГРАЛЬНОЮ УМОВОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ З

ВИРОДЖЕННЯМ

Дослiджується задача оптимального керування системою, що описується задачею з
косою похiдною та iнтегральною умовою за часовою змiнною для параболiчного рiвнян-
ня другого порядку. Розглянуто випадки внутрiшнього, стартового i межового керування.
Критерiй якостi задається сумою об’ємних та поверхневих iнтегралiв. За допомогою прин-
ципу максимуму i апрiорних оцiнок встановлено iснування i єдинiсть розв’язку нелокаль-
ної параболiчної крайової задачi з виродженням. Коефiцiєнти параболiчного рiвняння i
крайової умови допускають степеневi особливостi довiльного порядку за будь-якими змiн-
ними на деякiй множинi точок. Знайдено оцiнки розв’язку нелокальної крайової задачi
та його похiдних в гельдерових просторах зi степеневою вагою. Встановлено необхiднi i
достатнi умови iснування оптимального розв’язку системи, що описується нелокальною
крайовою задачею для параболiчного рiвняння з виродженням.

Ключовi слова i фрази: iнтерполяцiйнi нерiвностi, оптимальне керування, нелокальна
задача, виродження.
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Вступ

Теорiя оптимального керування системами, що описуються рiвняннями, багата ре-
зультатами i активно розвивається в наш час. Її основи вперше систематично описано
в монографiї [1]. Важливi результати цiєї теорiї у випадку еволюцiйних рiвнянь, що
заданi на обмеженому часовому промiжку, отриманi, зокрема, в працях [2, 3, 4, 5]. У
роботах [6, 7] – стан керованої системи описується задачею Дiрiхле для лiнiйних пара-
болiчних рiвнянь. Зокрема, у роботi [3] дослiджуються задачi стартового оптимального
керування, а у працi [7] розглядається випадок фiнального спостереження. У роботi [4]
стан системи також описується задачею Дiрiхле, але дослiджується випадок межового

УДК 517.956
2010 Mathematics Subject Classification: 49J20, 34B10.

c©Пукальський I.Д., Яшан Б.О., 2019



Оптимальне керування системами з виродженням 83

керування. У [8] дослiджено задачу оптимального керування для лiнiйного параболi-
чного рiвняння з необмеженими коефiцiєнтами в головнiй частинi елiптичного опера-
тора у випадку, коли керування задане на частинi межi областi визначення рiвняння.
Робота [5] присвячена вивченню задач оптимального керування системами, стан яких
описується рiвнянням теплопровiдностi з динамiчною крайовою умовою. У цiй роботi
шукають оптимальний коефiцiєнт теплопередачi, що знаходиться в крайовiй умовi, i
розглядають випадок розподiленого спостереження.

Задачам вибору оптимального керування системами, що описуються параболiчними
крайовими задачами з обмеженим внутрiшнiм керуванням, присвячено працi [9, 10].
Функцiонал якостi визначається об’ємним iнтегралом.

У цiй статтi розглядається задача з косою похiдною та iнтегральною умовою за ча-
совою змiнною для параболiчного рiвняння iз степеневими особливостями довiльного
порядку в коефiцiєнтах рiвняння i крайової умови за будь-якими змiнними на деякiй
множинi точок. За допомогою апрiорних оцiнок i принципу максимуму доведено iснува-
ння єдиного розв’язку поставленої задачi та встановлено оцiнки його похiдних у гель-
дерових просторах зi степеневою вагою. Одержанi результати використовуються для
встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування оптимального розв’язку систем,
що описуються крайовою задачею з внутрiшнiм, стартовим та межовим обмеженим
керуванням i iнтегральними критерiями якостi.

1 Результати

Постановка задачi та основнi обмеження. Нехай D обмежена область в Rn з
межею ∂D, dimD = n, Ω – деяка обмежена область, Ω ⊂ D, dim Ω ≤ n− 1. Позначимо
через Q(0) = {(t, x)|t ∈ [0, T ]), x ∈ Ω} ∪ {(t, x), t = η, x ∈ D}, η ∈ (0, T ), Γ = [0, T )× ∂Ω.

Розглянемо в областi Q = [0, T )×D задачу знаходження функцiй (u, q),
q = (q1, q2, q3), на яких функцiонал

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;u(t, x; q), q1(t, x))dx+

∫
D

F2(x;u(T, x; q), q2(x))dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u(t, x; q), q3(t, x))dxS (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V = {q|q1 ∈ Cα(Q), q2 ∈ C2+α(D), q3 ∈ C1+α(Q),

ν11(t, x) ≤ q1 ≤ ν12(t, x), ν21(t, x) ≤ q2 ≤ ν22(t, x), ν31(t, x) ≤ q3 ≤ ν32(t, x), }, iз яких
u(t, x; q1(t, x), q2(x), q3(t, x)) задовольняє при (t, x) ∈ Q(0) = Q\Q(0) рiвняння

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u = f(t, x; q1(t, x)), (2)

iнтегральну умову за часовою змiнною

(Bu)(x) ≡ u(0, x; q) +

T∫
0

R(τ, x)u(τ, x; q)dτ = ϕ(x; q2(x)), (3)
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i на бiчнiй поверхнi Γ крайову умову

lim
x−→z∈∂D

(B1u− ψ)(t, x) =

= lim
x−→z∈∂D

[ n∑
k=1

bk(t, x)∂xku(t, x; q) + b0(t, x)u(t, x; q)− ψ(t, x, q3(t, x))
]

= 0. (4)

Степеневi особливостi коефiцiєнтiв диференцiальних виразiв L i B1 у точцi P (t, x) ∈
Q\Q(0) характеризуватимуть функцiї s1(β

(1)
i , t), s2(β

(2)
i , x): s1(β

(1)
i , t) = |t − η|β

(1)
i при

|t− η| ≤ 1, s1(β
(1)
i , t) = 1 при |t− η| ≥ 1; s2(β

(2)
i , x) = ρβ

(2)
i (x) при ρ(x) ≤ 1, s2(β

(2)
i , x) = 1

при ρ(x) ≥ 1, ρ(x) = inf
z∈Ω
|x − z|, β(ν)

i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2}, β(ν) = (β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n ),

β = (β(1), β(2)).
Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(4). Позначимо через l, q(1), q(2),

γ(1), γ(2), µ(1)
j , µ(2)

j , δ(1), δ(2) – дiйснi числа, q(ν) ≥ 0, γ(ν) ≥ 0, l ≥ 0, µ(ν)
j ≥ 0, j ∈

{0, 1, . . . , n}, δ(ν) ≥ 0, [l] – цiла частина числа l, {l} = l − [l], P (t, x), P1(t(1), x(1)),
P2(t(2), x(1)), Ri(t

(1), x(2)) – довiльнi точки iз Q(0), i ∈ {1, 2, . . . , n},
x(1) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ), x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1 . . . , x

(1)
n ).

Позначимо через H l(γ; β; q;Q) множину функцiй u, якi мають неперервнi похiднi в
Q(0) вигляду ∂st ∂rx, 2s+ |r| ≤ [l], для яких скiнченна норма

||u; γ; β; 0;Q||0 = {sup
Q

|u|} ≡ ||u;Q||0,

||u; γ; β; q;Q||l =
∑

2s+|r|≤[l]

||u; γ; β; q;Q||2s+|r| + 〈u; γ; β; q;Q〉l,

де, наприклад,

||u; γ; β; q;Q||2s+|r| ≡ sup
P∈Q

[s1(q(1) + 2sγ(1), t)s2(q(2) + 2sγ(2), x)|∂st ∂rxu(P )|×

×
n∏
i=1

s1(ri(γ
(1) − β(1)

i ), t)s2(ri(γ
(2) − β(2)

i ), x)],

〈u; γ; β; q;Q(k)〉l ≡
∑

2s+|r|=[l]

{ n∑
ν=1

[ sup
(P2Rν)⊂Q

[s1(q(1) + 2sγ(1), t(2))s2(q(2) + 2sγ(2), x̃)×

×
n∏
i=1

s1(ri(γ
(1) − β(1)

i ), t(2))s2(ri(γ
(2) − β(2)

i ), x̃)|∂st ∂rxu(P2)− ∂st ∂rxu(Rν)|×

×|x(1)
ν − x(2)

ν |−{l}s1({l}(γ(1) − β(1)
ν ), t(2))s2({l}(γ(2) − β(2)

ν ), x̃)] + sup
(P1P2)⊂Q

[s1(q(1) + lγ(1), t̃)×

×s2(q(2) + (2s+ {l})γ(2), x(1))
n∏
i=1

s1(−riβ(1)
i , t̃)s2(ri(γ

(2) − β(2)
i ), x(1))|t(1) − t(2)|−{

l
2
}×

×|∂st ∂rxu(P1)− ∂st ∂rxu(P2)| ]
}
,
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|r| = r1 + · · ·+ rn, s1(q, t̃) = min(s1(q, t(1)), s2(q, t(2))), s2(q, x̃) = min(s2(q, x(1)), s2(q, x(2))).
Щодо задачi (1)–(4) вважаємо виконаними умови:
а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Q\Q(0) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

Aij(t, x)s1(β
(1)
i , t)s1(β

(1)
j , t)s2(β

(2)
i , x)s2(β

(2)
j , x)ξiξj ≤ π2|ξ|2, (5)

π1, π2 – фiксованi додатнi сталi та s1(µ
(1)
i , t)s2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

s1(µ
(1)
0 , t)s2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(γ; β; 0;Q), A0 ≥ 0, s1(δ(1), t)s2(δ(2), x)b0 ∈ H1+α(γ; β; 0;Q),

s1(β
(1)
i , t)s1(β

(1)
j , t)s2(β

(2)
i , x) s2(β

(2)
j , x)Aij ∈ Hα(γ; β; 0;Q), s1(β

(1)
i , t)s2(β

(2)
i , x)bi ∈

∈ H1+α(γ; β; 0;Q), вектори
−→
b (s) = {b(s)

1 , . . . , b
(s)
n }, b(s)

i = s1(β
(1)
i , t)s2(β

(2)
i , x)bi i −→e =

{e1, . . . , en}, ei = bi(
n∑
k=1

b2
k)
− 1

2 утворюють з напрямком зовнiшньої нормалi −→n до ∂D

в точцi P (t, x) ∈ Γ(2) кут менший за π
2
, b0(t, x)

∣∣∣
Γ(2)

> 0, lim
x−→z∈∂D

n∑
k=1

bk(t, x)∂R(t,x)
∂xk

= 0,

lim
x−→z∈∂D

[ψ(0, x; q3(0, x)) +
T∫
0

R(t, x)ψ(t, x; q3(t, x))dt−B1ϕ(x, q2(x))] = 0;

sup
x∈D

T∫
0

|R(t, x)|dt ≤ λ0 < 1, R(t, x) ∈ C2+α(D), ∂D ∈ C2+α;

б) ν11 ∈ Cα(Q), ν12 ∈ Cα(Q), f(t, x; q1(t, x)) ≡ F (t, x) ∈ Hα(γ; β; 0;Q), ν21 ∈ C2+α(D),
ν22 ∈ C2+α(D), ϕ(x; q2(x)) ≡ Φ(x) ∈ H2+α(γ̃; β̃; 0;D), ν31 ∈ C1+α(Q), ν32 ∈ C1+α(Q),

ψ(t, x; q3(t, x)) ≡ G(t, x) ∈ H1+α(γ; β; 0;Q), γ(ν) = max{max
i

(β
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − β

(ν)
i ),

µ
(ν)
0

2
,

δ(ν)}, β̃ = (0, β(2)), γ̃ = (0, γ(2)), ν ∈ {1, 2};
в) функцiї F1(t, x;u; q1), f(t, x; q1(t, x)), F2(x;u; q2), ϕ(x; q2(x)), F3(t, x;u; q3),

ψ(t, x; q3(t, x)) мають похiднi другого порядку за змiнними (u; q1), (u, q2), (u, q3), якi
належать як функцiї змiнних (t, x), x вiдповiдно просторам Cα(Q), C2+α(D), C1+α(Γ).

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (2)–(4) виконанi умови а), б). Тодi iснує єдиний розв’язок
задачi (2)–(4) iз простору H2+α(γ; β; 0;Q) i справджується нерiвнiсть

||u; γ; β; 0;Q||2+α ≤ c(||f ; γ; β; 0;Q||α + ||ϕ; γ̃; β̃; 0;D||2+α + ||ψ; γ; β; 0;Q||1+α). (6)

Для доведення теореми 1 встановимо спочатку коректну розв’язнiсть крайових за-
дач з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв видiлимо збiжну по-
слiдовнiсть, граничне значення якої буде розв’язком задачi (2)–(4).

Оцiнка розв’язкiв крайових задач з гладкими коефiцiєнтами.
Нехай Qm = Q ∩ {(t, x) ∈ Q | s1(1, t) ≥ m−1

1 , s2(1, x) ≥ m−1
2 }, m = (m1,m2), m1 > 1,

m2 > 1 – послiдовностi областей, якi при m1 −→∞, m2 −→∞ збiгаються до Q.
Розглянемо в областi Q задачу знаходження розв’язкiв рiвняння

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
um(t, x) =

= fm(t, x; q1), (7)
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якi задовольняють умови за змiнною t

(Bum)(x) = ϕm(x; q2) (8)

i крайову умову

lim
x−→z∈∂D

(B2um−ψm)(t, x) ≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium+h0(t, x)um−ψm(t, x; q3)
]

= 0. (9)

Тут коефiцiєнти aij, ai, a0, hi, h0, функцiї fm, ϕm, ψm визначаються наступним чином.
Якщо (t, x) ∈ Qm, то коефiцiєнти aij, ai, a0, hi, h0, функцiї fm, ϕm, ψm спiвпадають з
Aij, Ai, A0, bi, b0, f , ϕ, ψλ вiдповiдно, а в областях Q\Qm є неперервним продовженням
коефiцiєнтiв Aij, Ai, A0, bi, b0, функцiй f , ϕ, ψλ iз областей Qm в областi Q\Qm iз
збереженням гладкостi i норми [11, с. 82].

Для розв’язання задачi (7)–(9) правильна теорема.

Теорема 2. Нехай um(t, x) – класичний розв’язок задачi (7)–(9) в областi Q i виконанi
умови а), б). Тодi для um(t, x) правильна оцiнка

‖um;Q‖0 ≤ c‖ϕm;D‖0 + ‖fm;Q‖0 + ‖ψm;Q‖0). (10)

Правильнiсть оцiнки (10) встановлюється за методикою доведення теореми 2.2 [14,
с. 25], тобто аналiзуються всi можливi розмiщення додатного максимуму i вiд’ємного
мiнiмуму функцiї um(t, x).

Позначимо через (G
(1)
m (t, x, τ, ξ), G

(2)
2 (t, x, τ, ξ)), [12, с. 141], функцiю Грiна крайової

задачi
(L1um)(t, x) = fm(t, x; q1),

um(0, x) = ϕm(x; q2) (11)

lim
x−→z∈∂D

(B2um − ψm)(t, x) = 0.

Правильна така теорема.

Теорема 3. Нехай виконанi умови а), б). Тодi iснує функцiя Грiна задачi (7) – (9)
(E

(1)
m , E

(2)
m ) i справедлива формула

um(t, x) =

T∫
0

dτ

∫
D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)fm(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

E(1)
m (T, t, x, 0, ξ)ϕm(ξ; q2)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ; q3)dξS+ (12)

+

t∫
0

dτ

∫
D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)fm(τ, ξ)dξ +

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)ϕm(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ)dξS.
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Доведення. Роз’язок задачi (7) – (9) шукаємо у виглядi

um(t, x) = vm(t, x) +

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)um(0, ξ)dξ, (13)

де vm(t, x) – розв’язок задачi (11).
Для vm(t, x) справедливе зображення [12, с. 141]

vm(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)fm(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)ϕm(ξ; q2)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ; q3)dξS. (14)

Задовольняючи нелокальну умову (8), маємо

um(0, x) +

T∫
0

R(t, x)dt

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)um(0, ξ)dξ = −

T∫
0

R(t, x)vm(t, x)dt ≡ F1(x) (15)

Оскiльки G(1)
m (t, x, τ, ξ) ≥ 0 i

∫
D

G
(1)
m (t, x, τ, ξ)dξ ≤ 1, то

T∫
0

|R(t, x)|dt
∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)dξ ≤ λ0 < 1.

Роз’язок iнтегрального рiвняння (15) шукаємо методом послiдовних наближень i для
нього справедлива оцiнка

|um(0, x)| ≤ λ0

1− λ0

‖F1;Q‖0. (16)

Запишемо розв’язок iнтегрального рiвняння (15) у виглядi

um(0, x) = F1(x) +

∫
D

Zm(x, y)F1(y)dy, (17)

де Zm(x, y) - резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвняння

Zm(x, ξ) =

T∫
0

R(t, x)G(1)
m (t, x, 0, ξ)dt+

T∫
0

R(t, x)dt

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, y)Zm(y, ξ)dy,

звiдки випливає оцiнка

|
∫
D

Zm(x, ξ)dξ| ≤ λ0

1− λ0

.



88 Пукальський I.Д., Яшан Б.О.

Пiдставляючи в рiвнiсть (17) замiсть F1(y) значення

F1(y) = −
T∫

0

R(t, y)[

t∫
0

dτ

∫
D

G(1)
m (t, y, τ, ξ)fm(τ, ξ; q1)dξ+

+

∫
D

G(1)
m (t, y, 0, ξ)ϕm(ξ; q2)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)
m (t, y, τ, ξ)ψm(τ, ξ; q3)dξS]dt

i змiнивши порядок iнтегрування, отримаємо

um(0, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

Γ(1)
m (T, x, τ, ξ)fm(τ, ξ; q1)dτ +

∫
D

Γ(1)
m (T, x, 0, ξ)ϕm(ξ; q2)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
D

Γ(2)
m (T, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ; q3)dξS, (18)

де

Γνm(T, x, τ, ξ) =

T∫
0

R(t, x)G(ν)
m (t, x, τ, ξ)dt+

+

T∫
0

dt

∫
D

Zm(x, y)R(t, y)G(ν)
m (t, y, τ, ξ)dy, ν ∈ {1, 2}.

Пiдставляючи (18) у поверхневий iнтеграл рiвностi (13) i змiнивши порядок iнтегру-
вання, одержимо зображення (12), де

E(ν)
m (T, t, x, τ, ξ) =

∫
D

G(ν)
m (t, x, 0, y)Γ(ν)

m (T, y, τ, ξ)dy. (19)

В областi Q розглянемо задачу

(L1um)(t, x) = fm(t, x; q1), um(0, x) = Gm(x),

lim
x−→z∈∂D

(B2um − ψm)(t, x) = 0, (20)

де Gm(x) = ϕm(x; q2)−
T∫
0

R(τ, x)um(τ, x)dτ.

В областi Q розв’язок крайової задачi (20) iснує i єдиний в просторi C2+α(Q), [3, с.
90].

Знайдемо оцiнки похiдних розв’язкiв um(t, x). Введемо у просторi C l(Q) норму
||um; γ; β; q;Q||l, еквiвалентну при фiксованих m1, m2 гельдеровiй нормi, яка виража-
ється так само, як i ||u; γ; β; q;Q||l, тiльки замiсть функцiй s1(q(1), t), s2(q(2), x) бере-
мо вiдповiдно d1(q(1), t), d2(q(2), x), де d1(q(1), t) = max(s1(q(1), t),m−q

(1)

1 ) при q(1) ≥ 0 i
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d1(q(1), t) = min(s1(q(1), t),m−q
(1)

1 ) при q(1) < 0; d2(q(2), x) = max(s2(q(2), x),m−q
(2)

2 ) при
q(2) ≥ 0 i d2(q(2), x) = min(s2(q(2), x),m−q

(2)

2 ) при q(2) < 0.
Правильна така теорема.

Теорема 4. Якщо виконанi умови а), б), то для розв’язку задачi (8) – (10) правильна
оцiнка

||um; γ; β; 0;Q||2+α ≤ c(‖ϕ; γ̃; β̃; 0;D‖2+α + ‖f ; γ; β; 0;Q‖2+α+

+‖ψ; γ; β; 0;Q‖1+α). (21)

Стала c не залежить вiд m.

Доведення. Використовуючи означення норми та iнтерполяцiйнi нерiвностi iз [11, 13]
маємо

||um; γ; β; 0;Q||2+α ≤ (1 + εα)〈um; γ; β; 0;Q〉2+α + (ε)||um;Q||0,

де ε – довiльне дiйсне число iз (0,1). Тому досить оцiнити пiвнорму 〈um; γ; β; 0;Q〉2+α.
Iз визначення пiвнорми випливає iснування в Q точок P1, P2, Hi, для яких правильна

одна iз нерiвностей

λ0 + 1

2
||um; γ; β; 0;Q||2+α ≤ Eµ, µ ∈ {1, 2}, (22)

де

E1 ≡
∑

2s+|r|=2

{ n∑
ν=1

d1(2sγ(1), t(2))d2(2sγ(2), x̃)
n∏
i=1

d1(ri(γ
(1) − β(1)

i ), t(2))×

×d2(ri(γ
(2) − β(2)

i ), x̃)|∂st ∂rxum(P2)− ∂st ∂rxum(Hν)||x(1)
ν − x(2)

ν |−
α
2×

×d1(α(γ(1) − β(1)
ν ), t(1))d2(α(γ(2) − β(2)

ν ), x̃)
}
,

E2 ≡ d1((2 + α)γ(1), t̃)d2((2s+ α)γ(2), x(1))
n∏
i=1

d1(−riβ(1)
i , t̃)d2(ri(γ

(2) − β(2)
i ), x(1))×

×|t(1) − t(2)|−
α
2 |∂st ∂rxum(P1)− ∂st ∂rxum(P2)|, 2s+ |r| = 2.

Якщо |x(1)
ν − x(2)

ν | ≥ εn−1

4
d1(γ(1), t̃)d2(γ(2) − β(2)

ν , x̃) ≡ T1, ε1 – довiльне дiйсне число iз
(0,1), то

E1 ≤ 2ε−α1 ‖um; γ; β; 0;Q‖2. (23)

Якщо |t(1) − t(2)| ≥ ε21
16
d1(2γ(1), t̃)d2(2γ(2), x̃) ≡ T2, то

E2 ≤ 2ε−α1 ‖um; γ; β; 0;Q‖2. (24)

Застосовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi до (23), (24), знаходимо

Eµ ≤ εα‖um; γ; β; 0;Q‖2+α + c(ε)‖um;Q‖0. (25)

Нехай |x(1)
j −x

(2)
j | ≤ T2 i |t(1)− t(2)| ≤ T1. Будемо вважати, що d1(γ(1), t̃) ≡ d1(γ(1), t(1)),

d2(γ(2), x̃) ≡ d2(γ(2), x(1)). Нехай |xn − ξn| ≤ 2T2, ξ ∈ ∂Dm або |x− ξ| ≤ 2T2n.
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Розглянемо кулю K(r, P ) радiуса r, r ≥ 4T2n, що мiстить точки P1, Hi, P2 з центром
у деякiй точцi P ∈ Γ. Використовуючи обмеження на гладкiсть межi ∂D, можна роз-
прямити ∂D ∩K(r, P ) за допомогою взаємно однозначного перетворення x = ψ(y) [11,
с. 155], в результатi якого область Π = Q∩K(r, P ) переходить у область Π1, для точок
якої yn ≥ 0, t ≥ 0.

Якщо покласти um(t, x) = ωm(t, y), P1 ≡ R1, Hk = Mk, P2 = R2, d2(γ(2), x(1)) =

p2(γ(2), y(1)) i коефiцiєнти диференцiальних виразiв L1 i B1 при цьому перетвореннi по-
значити через kij, ki, k0, li, l0, то ωm буде розв’язком задачi[

∂t −
n∑

ij=1

kij(R1)∂yi∂yj

]
ωm =

n∑
ij=1

[kij(t, y)− kij(R1)]∂yi∂yjωm +
n∑
i=1

(ki(t, y)∂yiωm+

+k0(t, y)ωm + Fm(t, ψ(y)) ≡ F (0)
m (t, y), (26)

ωm(0, y) = Gm(0, ψ(y)), (27)

B2ωm|yn=0 ≡
n∑
k=1

lk(t, R1)∂ykωm|yn=0 =

n∑
k=1

(
[lk(t, R1)− lk(t, y)]∂ykωm − l0(t, y)ωm + ψm(t, ψ(y))

)∣∣∣
yn=0

≡ G(t, y)
∣∣∣
yn=0

. (28)

У задачi (26) – (28) зробимо замiну ωm(t, y) = Vm(t, z), де
zk = d1(β

(1)
k , t(1))p2(β

(2)
k , y(1))yk, k ∈ {1, . . . , n}. Область визначення Vm(t, z) позначимо

через Π2. Тодi Vm буде розв’язком задачi

L3Vm ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))p2(β

(2)
i , y(1))p2(β

(2)
j , y(1))kij(R1)∂zi∂zj

]
Vm =

= F 0
m(t, Z),

Vm(0, z) = Gm(Z) ≡ Φm(Z),

B3Vm|zn=0 ≡
n∑
k=1

d1(β
(1)
k , t(1))p2(β

(2)
k , y(1))lk(t, R1)∂zkVm|zn=0 = G(t, Z)|zn=0,

де Z = (d1(−β(1)
1 , t(1))p2(−β(2)

1 , y(1))z1, . . . , d1(−β(1)
n , t(1))p2(−β(2)

n , y(1))zn).
Позначимо через z

(1)
i = d1(β

(1)
i , t(1))p2(β

(2)
i , y1)y

(1)
i , Π

(1)
µ = {(t, z) ∈ Π2||t − t(1)| ≤

µ2T2, |zi−z(1)
i | ≤ µ

√
T2, i ∈ {1, . . . , n}} i вiзьмемо тричi диференцiйовну функцiю η(t, z),

яка задовольняє такi умови

η(τ, z) =


1, (t, z) ∈ Π

(1)
1/2, 0 ≤ η(t, z) ≤ 1;

0, (t, z) 6∈ Π
(1)
3/4, |∂kt ∂jzη(t, z)| ≤ ckid1(−(2k + |j|)γ(1), t(1))×

×p2(−(2k + |j|)γ(2), y(2))

Тодi функцiя Wm(t, z) = η(t, z)Vm(t, z) буде розв’язком крайової задачi

L3Wm =
n∑

i,j=1

d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))p2(β

(2)
i , y(1))p2(β

(2)
j , y(1))kij(R1)[∂ziη∂zjVm+
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+∂zjη∂ziVm]+Vm

[ n∑
i,j=1

d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))p2(β

(2)
i , y(1))p2(β

(2)
j , y(1))kij(R1)∂zi∂zjη−∂tη

]
+

+F (0)
m η ≡ F (1)

m (t, z), (29)

Wm(0, x) = Φm(Z)η(tk, z) ≡ Φ(1)
m (z), (30)

B3Wm|zn=0 =
[ n∑
k=1

d1(β
(1)
k , t(1))p2(β

(2)
k , y(1))Vmlk(t, R1)∂zkη −G(t, Z)η

]∣∣∣
zn=0
≡ G1. (31)

Коефiцiєнти рiвняння (29) i крайової умови (31) згiдно з накладеними умовами обме-
женi сталими, незалежними вiд точки R1. Тому, використовуючи теорему 6 [14, с. 368],
для довiльних точок {M1,M1} ⊂ Π

(1)
1/2 дiстанемо нерiвнiсть

d−α(M1,M2)|∂kt ∂jzVm(M1)− ∂kt ∂jzVm(M2)| ≤ c(‖F (1)
m ‖Cα(Π

(1)
3/4

)
+ ‖Φ(1)

m ‖C2+α(Π
(1)
3/4
∩{t=tk})

+

+‖G1‖C1+α(Π
(1)
3/4
∩{(t,z)∈Π

(1)
3/4
|zn=0})), (32)

2k + |j| = 2, d(M1,M2) – параболiчна вiдстань мiж M1 i M2.
Враховуючи властивостi функцiї η(t, z), маємо

‖F (1)
m ‖Cα(Π

(1)
3/4

)
≤ cd1(−(2 + α)γ(1), t(1))p2(−(2 + α)γ(2), y(1))(‖Fm; γ; 0; 2γ; Π

(1)
3/4‖α+

+‖Vm; Π
(1)
3/4‖0 + ‖Vm; γ; 0; 0; Π

(1)
3/4‖2),

‖Φ(1)
m ‖C2+α(Π

(1)
3/4
∩{t=0}) ≤ cd1(−(2 + α)γ(1), t(1))p2(−(2 + α)γ(2), y(1))×

×(‖Φm; γ̃; 0; 0; Π
(1)
3/4 ∩ {t = 0}‖2+α (33)

‖G1‖C1+α(Π
(1)
3/4
∩{(t,z)∈Π

(1)
3/4
|zn=0}) ≤ cd1(−(2 + α)γ(1), t(1))p2(−(2 + α)γ(2), y(1))

(‖G; γ, 0; γ; Π
(1)
3/4‖1+α + ‖Vm; γ, 0; 0; Π

(1)
3/4‖2 + ‖Vm; Π

(1)
3/4‖0).

Пiдставляючи (33) у (32) i повертаючись до змiнних (t, y), знаходимо

Er ≤ c(‖Fm; γ, β; 2γ; Π2‖α + ‖Φm; γ̃, β̃; 0; Π2 ∩ {t = 0}‖2+α+

+‖G1; γ, β; γ; Π
(1)
3/4‖1+α + c1‖Vm; γ, β; 0; Π2‖2 + ‖Vm; Π2‖0), r ∈ {1, 2}. (34)

Враховуючи означення простору H2+α(γ, β; 0;Q) i умови а), б), маємо

Eµ ≤ c(n2ρα + εα(n+ 2))[|um; γ, β; 0;Q|]2+α + c1(‖fm; γ, β; 0;Q‖2+α +λ0‖um; γ; β; 0;Q‖2+α+

+‖ϕm; γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = 0)‖2+α + ‖ψm; γ, β; γ;Q‖2+α + ‖um;Q‖0), (35)

ε, ρ – довiльнi числа, ρ ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1), µ ∈ {1, 2}.
Нехай |x− ξ| ≥ 2T2n. Розглянемо задачу[

∂t −
n∑

ij=1

aij(P )∂xi∂xj

]
um ≡

n∑
ij=1

[aij(t, x)− aij(P1)]∂xi∂xjum+
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+
n∑
i=1

(ai(t, x)∂xium + a0(t, x))um + fm ≡ F (2)
m (t, z), (36)

um(0, x) = G(k)
m (0, x). (37)

Нехай Π
(2)
1 ∈ Q, Π

(2)
1 – куб з центром в точцi P1, Π

(2)
ρ = {(t, x) ∈ Q(k)

∣∣∣|t − t(1)| ≤

16−1µ2T1, |xi − x(1)
i | ≤ 4µ−1T2, i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Зробимо в задачi (36), (37) замiну um(t, x) = ωm(t, y), xi = d1(β
(1)
i , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))yi,

i ∈ {1, 2, . . . , n}. Область визначення ωm(t, y) позначимо через Π(3). Тодi ωm(t, y) буде
розв’язком задачi

L3ωm ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

aij(P1)d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))d2(β

(2)
j , x(1))∂xi∂xj

]
ωm =

= F (2)
m (t, Y ), (38)

ωm(0, y) = Gm(Y ), (39)

де Y = (d1(−β(1)
1 , t(1))d2(−β(2)

1 , x(1))y1, . . . , d1(−β(1)
n , t(1))d2(−β(2)

n , x(1))yn).
Позначимо через y(1)

i = d1(β
(1)
i , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))x

(1)
i , Π

(3)
µ = {(t, y) ∈ Π(3)

∣∣∣|t − t(1)| ≤

16−1µ2T1, |x(1)
i − xi| ≤ 4−1µ

√
T1, i ∈ {1, . . . , n}} i вiзьмемо тричi диференцiйовну фун-

кцiю η1(t, y), яка задовольняє умови

η1(t, y) =


1, (t, y) ∈ Π

(3)
1/2, 0 ≤ η1(t, y) ≤ 1;

0, (t, y) 6∈ Π
(3)
3/4, |∂kt ∂jxη1(t, y)| ≤ ckjd1(−(2k + |j|)γ(1), t(1))×

×d2(−(2k + |j|)γ(2), x(1)).

Тодi функцiя V (1)
m (t, y) = ωm(t, y)η1(t, y) задовольняє задачу Кошi

L3V
(1)
m =

n∑
i,j=1

aij(P1)d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))d2(β

(2)
j , x(1))[∂yiη1∂yjωm+

+∂yjη1∂yiωm] + ωm

[ n∑
i,j=1

aij(P1)d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))d2(β

(2)
j , x(1))∂yi∂yjη1−

−∂tη1

]
+ F (2)

m η1 ≡ F (3)
m , (40)

V (1)
m (0, y) = Gmη1(0, y) = ϕ(2)

m . (41)

Згiдно з теоремою 5.1 [14, с. 364] для довiльних точок {M1,M2} ⊂ Π
(3)
1/2 справедлива

нерiвнiсть
d−α(M1,M2)|∂kt ∂jxωm(M1)− ∂kt ∂jxωm(M2)| ≤

≤ c
(
‖F (3)

m ‖Cα(V
(2)
3/4

)
+ ‖ϕ(2)

m ‖C2+α(V
(1)
3/4
∩{t=0})

)
,

2k + |j| = 2.
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Враховуючи властивостi функцiї η1(t, y), означення простору H2+α(γ; β; 0;Q), обме-
ження а), б), одержимо нерiвнiсть

Eµ ≤ c(n2ρα + εα(n+ 2))‖um; γ; β; 0;Q‖2+α + λ0‖um; γ; β; 0;Q‖2+α+

+c1(‖ϕm; γ̃; β̃; 0;D‖2+α + ‖fm; γ; β; 0;Q‖2+α). (42)

Об’єднуючи нерiвностi (22), (25), (35), (42) i вибираючи ε достатньо малим, одержи-
мо нерiвностi

‖um; γ; β; 0;Q‖2+α ≤ c(‖fm; γ; β; 0;Q‖α + ‖ϕm; γ̃; β̃; 0;D‖2+α+

‖ψm; γ; β; 0;Q‖1+α). (43)

Оскiльки
‖fm; γ; β; 0;Q‖α ≤ c‖f ; γ; β; 0;Q‖α,

‖ϕ(k)
m ; γ̃; β̃; 0;D‖2+α ≤ c‖ϕk; γ̃; β̃; 0;D‖2+α, (44)

‖ψm; γ; β; δ;Q‖1+α ≤ c‖ψ; γ; β; δ;Q‖1+α,

то пiдставляючи (37) у (36), одержимо нерiвнiсть (21).

Доведення теореми 1. Права частина нерiвностi (21) не залежить вiд m1, m2 i
послiдовностi {u(0)

m } ≡ {um(P )}, {u(1)
m } ≡ {d1(γ(1) − β(1)

i , t)d2(γ(2) − β(2)
i , x)∂xium}, {u

(2)
m ≡

d1(2γ(1), t)d2(2γ(2), x)∂tum}, {u(3)
m = d1(γ(1)−β(1)

i , t)d1(γ(1)−β(1)
j , t)d2(γ(2)−β(2)

i , x)d2(γ(2)−
β

(2)
j , x)∂xixjum}, P (t, x) ∈ Q, рiвномiрно обмеженi та рiвностепенно неперервнi в областi
Q. За теоремою Арцела iснують пiдпослiдовностi {u(µ)

m(l)}, рiвномiрно збiжнi вQ до {u(µ)}
µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Переходячи до границi при m(l) −→∞ в задачi (8) – (10), одержимо, що
u(t, x) = u

(0)
0 – єдиний розв’язок задачi (1) – (3), u ∈ H2+α(γ; β; 0;Q) i правильна оцiнка

(6).
Задача оптимального керування. Для розв’язностi задачi (1) – (4) побудуємо

послiдовнiсть розв’язкiв задач, граничне значення якої буде розв’язком задачi (1) – (4).
Розглянемо в областi Q задачу знаходження функцiй (um, q), на яких функцiонал

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;um, q1)dx+

∫
D

F2(x;um, q2)dx+

+

T∫
0

dt

∫
D

F3(t, x;um, q3)dxS (45)

досягає мiнiмального значення в класi функцiй q ∈ V , де um задовольняє рiвняння (7),
iнтегральну умову за часовою змiнною (8) i на бiчнiй поверхнi Γ крайову умову (9).
Позначимо

µ1(τ, ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+
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+

T∫
τ

dt

∫
D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)

∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+

+

∫
D

(E(1)
m (T, T, x, 0, ξ) +G(1)

m (T, x, 0, ξ)
∂F2(x;um; q2)

∂um
dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS +

T∫
τ

dt

∫
∂D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,

µ2(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

(E(1)
m (T, t, x, 0, ξ) +G(1)

m (t, x, 0, ξ))
∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+

+

∫
D

(E(1)
m (T, T, x, 0, ξ) +G(1)

m (T, x, 0, ξ))
∂F2(x;um, q2)

∂um
dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

(E(1)
m (T, t, x, 0, ξ) +G(1)

m (t, x, 0, ξ))
∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,

µ3(τ, ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

+

T∫
τ

dt

∫
D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

∫
D

(E(2)
m (T, T, x, 0, ξ)+

+G(2)
m (T, x, 0, ξ))

∂F2(x;um, q2)

∂um
dx+ +

T∫
0

dt

∫
∂D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

+

T∫
τ

dt

∫
∂D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,

H1(um, µ1, q1) ≡ F1(t, x;um, q1) + µ1(t, x)fm(t, x, q1),

H2(um, µ2, q2) ≡ F2(x;um, q2) + µ2(x)ϕm(x, q2),

H3(um, µ3, q3) ≡ F3(t, x;um, q3) + µ3(x)ψm(t, x, q3),

q(0) = (q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3 ) – оптимальне керування,

um(t, x, q(0)) – оптимальний розв’язок задачi (7) – (9).
Правильна така теорема.

Теорема 5. Якщо ∂qkHk(um, µk, qk) > 0, то оптимальне керування q
(0)
k = Vk1, k ∈

{1, 2, 3}. Якщо ∂qνHk(um, µk, qk) < 0, то оптимальне керування q(0)
k = Vk2, k ∈ {1, 2, 3}.
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Доведення. Розглянемо випадок, наприклад, k = 1. Нехай 4q1 – довiльний прирiст
керування q1(t, x), 4q > 0, q1 +4q1 ∈ V . Позначимо через 4q1um – вiдповiдний прирiст
функцiї um(t, x; q). Тодi 4q1um в областi Q буде розв’язком крайової задачi

(L14q1um)(t, x) = fm(t, x; q1 +4q1)− fm(t, x, q1) ≡ 4q1f(t, x, q1), (46)

(B4q1um)(x) = 0, lim
x−→z∈∂D

(B24q1um)(t, x) = 0.

Запишемо прирiст функцiонала I(q) за формулою Тейлора

4q1I =

T∫
0

dt

∫
D

[∂umF1(t, x;um, q1)4q1um + ∂q1F1(t, x;um, q1)4q1]dx+

+

∫
D

∂umF2(x;um, q2)4q1umdx+

T∫
0

dt

∫
∂D

∂umF3(t, x;um, q3)4q1umdxS+

+

T∫
0

dt

∫
D

(O(|4q1um|2) +O(|4q1|2))dx+

∫
∂D

O(|4q1um|2)dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

O(|4q1um|2)dxS. (47)

Оскiльки 4um роз’язок задачi (46), то, використовуючи формулу (12), маємо

4q1um =

T∫
0

dτ

∫
D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)4q1f(τ, ξ; q1)dξ+

+

T∫
0

dτ

∫
∂D

G(1)
m (t, τ, x, ξ)4q1f(τ, ξ; q1)dξ. (48)

Пiдставляючи (48) у (47) i змiнюючи при цьому порядок iнтегрування, знаходимо

4q1I =

T∫
0

dt

∫
D

[∂q1H1(um, µ1, q1)4q1 +O(|4q1um|2) +O(|4q1|2)dx. (49)

Якщо q1 = V11(t, x) i ∂q1H1 > 0, то при досить малому 4q1 маємо 4q1I > 0. Якщо
q1 = V21(t, x) i ∂q1H1 < 0, то при досить малому4q1 маємо4q1I > 0. Якщо H1(um, µ1, q1)

за аргументом q1 не монотонна, то ∂q1H1(um, µ1, q1)4q1 знакозмiнна величина, в областi
Q+ ⊂ Q ∂q1H1(um, µ1, q1) > 0 i ∂q1H1(um, µ1, q1) < 0 в Q− = Q\Q+.

Використовуючи теорему про "середнє"значення, знаходимо

4q1I = ∂q1H1(u+
m, µ

+
1 , q

+
1 )

∫ ∫
Q+

4q1dxdt− |∂q1H1(u−m, µ
−
1 , q

−
1 )|
∫ ∫

Q−1

4q1dxdt+
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+

∫ ∫
Q

[O(|4q1um|2) +O(|4q1|2)]dxdt.

При досить малому 4q1 знак 4q1I визначається першими доданками в залежностi
вiд величин mesQ+, mesQ−, 4q1. Отже, функцiонал

I1(p) ≡
T∫

0

dt

∫
D

F1(t, x;um(t, x; q), q1)dx

не досягає свого мiнiмального значення. Аналогiчнi мiркування потрiбно провести i у
випадку, коли 4q1 < 0. При доведеннi теореми у випадках k ∈ {2, 3} потрiбно викори-
стати схему доведення випадка k = 1.

Нехай умови теореми 5 не виконанi. Тодi правильна така теорема.

Теорема 6. Для того, щоб q
(0)
k – були оптимальними, необхiдно та достатньо, щоб

виконувались умови:
1) функцiї Hk(um, µk, qk) за аргументом qk мають в точцi q(0)

k мiнiмальне значення;
2) для довiльного вектора (e

(1)
k , e

(2)
k ) 6= 0 виконується нерiвнiсть

∂2
umFk(t, x;um; q

(0)
k )(e

(1)
k )2 + 2∂qk∂umFk(t, x;um; q

(0)
k )e

(1)
k e

(2)
k +

+∂2
qk
Fk(t, x;um; q

(0)
k )(e

(2)
k )2 > 0, k ∈ {1, 3}

∂2
umF2(x;um; q

(0)
2 )(e

(1)
2 )2 + 2∂q2∂umF2(x;um; q

(0)
2 )e

(1)
2 e

(2)
2 +

+∂2
q2
F2(x;um; q

(0)
2 )(e

(2)
2 )2 > 0.

Доведення теореми 6 проводиться за допомогою методики праць [10, 15]. Переходячи
до границi в задачi (7) – (9), (45) при m1 −→ ∞, m2 −→ ∞ одержимо оптимальний
розв’язок задачi (1) – (4).
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Studying problems with nonlocal conditions for differential equations is stimulated by vari-
ous circumstances, in particular solving problems in the theory of plasma physics, inverse
problems for parabolic equations. The popularity of research in control systems, described
by differential equations with partial derivatives, is associated with their use in solving the
problems of natural science, in particular, hydro and gas dynamics, heat physics, filtration,
diffusion, plasma, and the theory of biological populations.

In this paper, the problem of optimal control of a system described by the oblique derivative
problem and the integral condition for a time variable for a second order parabolic equation
with power singularities in the equation and boundary condition coefficients is investigated.
The cases of internal, starting and border control are considered. The quality criterion is given
by the sum of bulk and surface integrals.

With the help of modified methods developed in the study of boundary value problems for
parabolic equations with smooth coefficients, a priori estimates, the existence and uniqueness
of the solution of a nonlocal parabolic boundary-value problem with degeneracy was establi-
shed. The coefficients of the parabolic equation and the boundary condition admit the power
singularities of an arbitrary order of any variables on a certain set of points. The estimates
of the solution of a nonlocal boundary value problem and its derivatives in Hölder space wi-
th a power weight are determined, which is determined by the order of degeneration of the
coefficients of the equation and the boundary condition.

Using the integral image of solutions of the sequence of auxiliary nonlocal boundary value
problems with smooth coefficients, the problem of optimal control of a system described by a
nonlocal parabolic problem is investigated. Using the Arzel theorem and the methods of the
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variational calculus, necessary and sufficient conditions for the existence of an optimal solution
of a system described by a nonlocal boundary-value problem with an integral condition for a
time variable for parabolic equations with degenerate coefficients are establish. The values of
optimal internal, starting and boundary control and the estimation of the optimal solution are
found.


