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IНТЕГРАЛЬНI ОЗНАКИ ЗБIЖНОСТI РЯДIВ

Отримано нову iнтегральну ознаку збiжностi рядiв.

We obtain a new integral test for convergence of series.

У данiй статтi наведено iнтегральну озна-
ку, що дає змогу дослiджувати на збiжнiсть
не тiльки числовi ряди, члени яких можуть
мати довiльнi знаки, але й векторнi та опе-
раторнi ряди, а також послiдовностi.

1. Iнтегральнi ознаки збiжностi чи-
слових рядiв. Нехай N – множина всiх на-
туральних чисел, C – множина всiх ком-
плексних чисел i [b] – цiла частина числа b.

Важливою для теорiї рядiв є iнтеграль-
на ознака Маклорена–Кошi, що зводить до-
слiдження збiжностi числових рядiв iз до-
датними монотонно незростаючими члена-
ми до дослiдження збiжностi невласних iн-
тегралiв.

Теорема 1 (Iнтегральна ознака Макло-
рена–Кошi [1]). Нехай: 1) an > 0, n > 1;
2) f : [1, +∞) → (0, +∞) – неперервна мо-
нотонно незростаюча функцiя i f(n) = an,
n > 1.

Тодi числовий ряд
∞∑

n=1

an i невласний iн-

теграл
+∞∫
1

f(t) dt одночасно збiгаються або

розбiгаються.
Для дослiдження збiжностi числових ря-

дiв, члени яких можуть бути довiльними, зо-
крема, комплексними, можна використову-
вати наступну iнтегральну ознаку.

Теорема 2. Нехай: 1) an ∈ C, n > 1;
2) f : [1, +∞) → C – неперервна функцiя i
f(n) = an, n > 1; 3) невласний iнтеграл

+∞∫

1

(f(t)− f([t])) dt (1)

збiгається.

Тодi числовий ряд
∞∑

n=1

an i невласний iн-

теграл
+∞∫
1

f(t) dt одночасно збiгаються або

розбiгаються.

Зазначимо, що теорема 1 є окремим ви-
падком теореми 2. Справдi, нехай f(t) – до-
вiльна функцiя, що задовольняє умови тео-
реми 1. Покажемо, що для цiєї функцiї iнте-
грал (1) є збiжним. Розглянемо функцiю

S(x) =

x∫

1

(f([t])− f(t)) dx, x > 1.

Ця функцiя є монотонно зростаючою й об-
меженою зверху, оскiльки f([t]) > f(t) для
всiх t > 1 i для кожного x > 2 виконуються
спiввiдношення

S(x) =

[x−1]∑

k=1

k+1∫

k

(f([t])− f(t)) dt+

+

x∫

[x]

(f([t])− f(t)) dt 6

6
[x−1]∑

k=1

(ak − ak+1) + (x− [x])(a[x] − a[x]+1) 6

6 (a1 − a[x]) + (a[x] − a[x]+1) 6 a1.

Тому iснує скiнченна границя lim
x→+∞

S(x) i,

отже, iнтеграл (1) збiгається. За теоремою

2 числовий ряд
∞∑

n=1

an i невласний iнтеграл
+∞∫
1

f(t) dt, що розглядаються в теоремi 1, од-

ночасно збiгаються або розбiгаються.
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Отже, теорема 1 випливає з теореми 2.
Зазначимо, що теорема 2 є окремим ви-

падком загального твердження, що розгля-
датиметься у подальшому.

2. Векторний аналог теореми 2. Не-
хай E, E1 i E2 – банаховi простори з нор-
мами ‖ · ‖E, ‖ · ‖E1 i ‖ · ‖E2 вiдповiдно i
L(E1, E2) – банаховий простiр лiнiйних не-
перервних операторiв A : E1 → E2 з нормою
‖A‖L(E1,E2) = sup

‖x‖E1
=1

‖Ax‖E2 .

Теорема 3. Нехай: 1) an ∈ E, n > 1;
2) f : [1, +∞) → E – неперервне вiдобра-
ження i f(n) = an, n > 1; 3) збiгається

невласний iнтеграл
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt.

Тодi векторний ряд
∞∑

n=1

an i невласний iн-

теграл
+∞∫
1

f(t) dt одночасно збiгаються або

розбiгаються.

Доведення. Завдяки першим двом умо-
вам теореми справджується спiввiдношення

b∫

1

f(t) dt =

[b]−1∑
n=1

an+

+

[b]∫

1

(f(t)− f([t])) dt +

b∫

[b]

f(t) dt, b > 2. (2)

Якщо iнтеграл
+∞∫
1

f(t) dt збiгається,

то iснує границя lim
b→+∞

b∫
1

f(t) dt. Тому

lim
b→+∞

b∫
[b]

f(t) dt = 0 i на пiдставi (2) та третьої

умови теореми iснує границя lim
b→+∞

[b]−1∑
n=1

an.

Отже, iз збiжностi iнтеграла
+∞∫
1

f(t) dt

випливає збiжнiсть ряду
∞∑

n=1

an.

Навпаки, якщо ряд
∞∑

n=1

an збiгається, то

lim
n→+∞

an = 0. Завдяки другiй та третiй умо-

вам теореми lim
b→+∞

b∫
[b]

(
f(t)− a[b]

)
dt = 0 i то-

му lim
b→+∞

b∫
[b]

f(t) dt = 0. Отже, кожний дода-

нок правої частини (2) при b → +∞ має гра-

ницю. Тому збiгається iнтеграл
+∞∫
1

f(t) dt.

Отже, iз збiжностi ряду
∞∑

n=1

an випливає

збiжнiсть iнтеграла
+∞∫
1

f(t) dt.

Теорему 3 доведено.

Зауважимо, що в теоремi 3 невласний iн-

теграл
+∞∫
1

(f(t) − f([t])) dt збiгається, якщо

збiгається ряд
∞∑

n=1

sup
t∈(n,n+1]

‖f(t)− f([t])‖E (3)

або у випадку диференцiйовного на множи-
нi (1, +∞)\N вiдображення f збiгається ряд

∞∑
n=1

sup
τ∈(n,n+1)

‖f ′(τ)‖E . (4)

Очевидно, що у випадку диференцiйовно-
го на (1, +∞) вiдображення f i монотонної
на (1, +∞) функцiї ‖f ′(t)‖E збiжнiсть ряду
(4) рiвносильна збiжностi невласного iнте-
грала

+∞∫

1

‖f ′(t)‖E dt.

Очевидно також, що в багатьох випадках
дослiджувати на збiжнiсть ряд (3) або ряд
(4) легше, нiж дослiджувати на збiжнiсть iн-
теграл (1).

Окремим випадком теореми 3 є наступне
твердження.

Теорема 4. Нехай: An∈L(E1, E2), n>1;
2) F : [1, +∞) → L(E1, E2) – неперервне вi-
дображення i F (n) = An, n > 1; 3) збiгаєть-

ся невласний iнтеграл
+∞∫
1

(F (t)− F ([t])) dt.

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 209



Тодi ряд
∞∑

n=1

An i невласний iнтеграл
+∞∫
1

F (t) dt одночасно збiгаються або розбi-
гаються.

3. Множини рядiв, до дослiдження
на збiжнiсть яких застосовна теорема
3. Справджується наступне твердження.

Теорема 5. Для кожного ряду
∞∑

n=1

an,

де an ∈ E, iснує неперервне вiдображення
f : [1, +∞) → E, для якого f(n) = an, n ∈ N,
i невласний iнтеграл

+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt збi-
гається.

Доведення. Використаємо числовi по-
слiдовностi (εn)n>1, (δn)n>1, для яких

0 < εn < 1, n > 1,

δn =
εn

max{1, ‖an − an+1‖E} , n > 1,

i числовий ряд
∞∑

n=1

εn (5)

збiгається. Розглянемо неперервне вiдобра-
ження f : [1, +∞) → E, звуження f |[n,n+1)

якого на [n, n+1), n ∈ N, визначається спiв-
вiдношеннями

f |[n,n+1)(t) = an (6)

для всiх t ∈ [n, n + 1− δn] i

f |[n,n+1)(t) =

= an +
t− n− 1 + δn

δn

(an+1 − an) (7)

для всiх t ∈ [n + 1− δn, n + 1).
Очевидно, що f(n) = an, n ∈ N.
Завдяки (6), (7) та збiжностi ряду (5) не-

власний iнтеграл
+∞∫
1

(f(t)−f([t])) dt збiгаєть-
ся.

Теорему 5 доведено.

Iз теореми 5 випливає, що кожний ряд
можна дослiдити на збiжнiсть за допомо-
гою теорем 2, 3 або 4 при вiдповiдному ви-
борi вiдображень f i F .

Iз теорем 3 i 5 випливає наступне тверд-
ження.

Теорема 6. Ряд
∞∑

n=1

an, де an ∈ E, збi-

гається тодi i тiльки тодi, коли iснує не-
перервне вiдображення f : [1, +∞) → E, для
якого f(n) = an, n ∈ N, i невласнi iнтеграли
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt i
+∞∫
1

f(t) dt збiгаються.

4. Приклад застосування теореми 2.
Дослiдимо на збiжнiсть знакозмiнний ряд

∞∑

n=33

(sin ln ln n)n−1(ln n)−1(ln ln n)−p, (8)

де p ∈ R. Використаємо функцiю

f(t) = (sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p.

Очевидно, що

f ′(t) = (cos ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−
−(sin ln ln t)t−2(ln t)−1(ln ln t)−p−
−(sin ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−
−p(sin ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−1.

Тому

|f ′(t)| 6 (3+|p|)t−2(ln t)−1(ln ln t)|p|+1, t > 33.

Звiдси випливає, що збiгається ряд
∞∑

n=33

sup
τ∈(n,n+1)

|f ′(τ)|

i, отже, збiгається невласний iнтеграл
+∞∫

33

(f(t)− f([t])) dt.

Таким чином, завдяки теоремi 2 при кож-
ному p ∈ R ряд (8) i невласний iнтеграл

+∞∫

33

(sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p dt (9)

поводять себе однаково в сенсi збiжностi.
Дослiджувати на збiжнiсть iнтеграл (9)

легше, нiж ряд (8). Справдi, використавши
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для (9) замiну змiнної s = ln ln t, отримаємо
рiвнiсть

+∞∫

33

(sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p dt =

=

+∞∫

ln ln 33

(sin s)s−p ds.

Очевидно, що при p > 0 невласний iнте-

грал
+∞∫

ln ln 33

(sin s)s−p ds збiгається за ознакою

Дiрiхле [1].
При p 6 0 для кожного n ∈ N, очевидно,

справджується нерiвнiсть

2nπ+π/2∫

2nπ+π/6

(sin s)s−p ds >
π(2nπ + π/6)|p|

6

i тому

2nπ+π/2∫

2nπ+π/6

(sin s)s−p ds 6→ 0 при n → +∞.

Отже, iнтеграл
+∞∫

ln ln 33

(sin s)s−p ds при

p 6 0 розбiгається.
Таким чином, iнтеграл (9) збiгається ли-

ше при p > 0. За теоремою 2 числовий ряд
(8) також збiгається лише при p > 0.

5. Приклад застосування теореми 4.
Дослiдимо на збiжнiсть операторний ряд

∞∑
n=1

(sin ln n)n−A, (10)

де A ∈ L(E, E).
При дослiдженнi цього ряду крiм теоре-

ми 4 також будемо використовувати насту-
пнi три твердження.

Нехай σ(A) i ∂σ(A) – спектр i границя
спектра оператора A вiдповiдно.

Теорема 7 [2]. Якщо λ ∈ ∂σ(A), то
для кожного числа ε > 0 iснує нормова-
ний вектор x ∈ E (‖x‖E = 1), для якого
‖(A− λI)x‖E < ε.

Теорема 8 [2]. Для того, щоб дiйсному
числу ρ вiдповiдало додатне число Nρ таке,
щоб ‖etA‖L(E,E) 6 Nρe

ρt, t > 0, необхiдно,
щоб σ(A) ⊆ {λ ∈ C : Reλ 6 ρ}, i достатньо,
щоб σ(A) ⊆ {λ ∈ C : Reλ < ρ}.

Теорема 9 (Теорема Данфорда [2]). Як-
що функцiя ϕ(λ) зi значеннями в C кусково-
аналiтична на σ(A), то σ(ϕ(A)) = ϕ(σ(A)).

Спочатку дослiдимо ряд (10) у випадку

σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 0}. (11)

Використаємо функцiю

F (t) = (sin ln t)t−A.

Очевидно, що ця функцiя задовольняє пер-
шi двi умови теореми 4 i

F ′(t) = (cos ln t)t−I−A − (sin ln t)At−I−A,

де I – одиничний оператор. Також F (t) за-
довольняє третю умову цiєї теореми, оскiль-
ки σ(−I − A) ⊆ {z ∈ C : Re z < −1},
t−I−A = e−(ln t)(I+A) (t > 1) i за теоремою 8
для деяких чисел ρ > 1 i N > 1 виконує-
ться нерiвнiсть

∥∥t−I−A
∥∥

L(E,E)
6 Nt−ρt, t > 1.

Тому у випадку виконання спiввiдношення
(11) ряд (10) i невласний iнтеграл

+∞∫

1

(sin ln t)t−A dt (12)

поводять себе однаково в сенсi збiжностi.
Дослiджувати на збiжнiсть iнтеграл (12)

легше, нiж ряд (10), як це видно з подальшо-
го. Справдi, здiйснивши в (12) замiну змiн-
ної t = es, отримаємо

+∞∫

1

(sin ln t)t−A dt =

+∞∫

0

(sin s)es(I−A) ds.

За допомогою диференцiювання легко
перевiряється, що при x > 1

(
I + (I − A)2

) x∫

0

(sin s)es(I−A) ds =

= ex(I−A)((sin x)(I −A)− (cos x)I) + I. (13)
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Нехай

σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 1}. (14)

Оскiльки завдяки теоремi 9

σ(I − A) ⊆ {z ∈ C : Re z < 0}
(у цьому випадку 0 6∈ σ (I + (I − A)2) i опе-
ратор I + (I − A)2 має неперервний обер-
нений), то за теоремою 8 lim

x→+∞
ex(I−A) = O,

де O – нульовий оператор. Тому на пiдставi
спiввiдношення (13)

lim
x→+∞

(
I + (I − A)2

) ∫ x

0

(sin s)es(I−A) ds = I.

Звiдси та з оборотностi оператора I+(I−A)2

випливає, що

lim
x→+∞

∫ x

0

(sin s)es(I−A) ds =
(
I + (I − A)2

)−1
,

тобто збiгається iнтеграл
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds,

а, отже, й iнтеграл (12).
Отже, у випадку виконання спiввiдноше-

ння (14) ряд (10) збiгаються (за теоремою
4).

Нехай тепер виконується спiввiдношення
(11) i

σ(A) ∩ {z ∈ C : 0 < Re z 6 1} 6= ∅. (15)

Покажемо, що у цьому випадку невла-

сний iнтеграл
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds розбiгає-

ться. Справдi, на пiдставi (13) для кожного
n ∈ N

(
I + (I − A)2

) (2n+1)π∫

2nπ

(sin s)es(I−A) ds =

= e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
. (16)

Оскiльки для кожного числа µ ∈ ∂σ(A), для
якого 0 < Re µ 6 1, за теоремою 7 iснує
послiдовнiсть (xm)m>1 нормованих векторiв,
для якої lim

m→∞
‖(µI − A)xm‖E = 0, то за тео-

ремою 9 для кожного n ∈ N
lim

m→∞

∥∥e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
xm−

−e2nπ(1−µ)
(
eπ(1−µ) + 1

)
xm

∥∥
E

= 0.

Тому для кожного n ∈ N
∥∥e2nπ(I−A)

(
eπ(I−A) + I

)∥∥
L(E,E)

=

= sup
‖x‖E=1

∥∥e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
x
∥∥

E
>

> lim
m→∞

∥∥e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
xm

∥∥
E

=

=
∣∣e2nπ(1−µ)

(
eπ(1−µ) + 1

)∣∣ . (17)

Аналогiчно
∥∥∥∥∥
∫ (2n+1)π

2nπ

(sin s)es(I−A) ds

∥∥∥∥∥
L(E,E)

>

>
∣∣∣∣∣
∫ (2n+1)π

2nπ

(sin s)es(1−µ) ds

∣∣∣∣∣ , n ∈ N. (18)

Якщо µ 6∈ {1 + i, 1− i}, то, очевидно,
e2nπ(1−µ)

(
eπ(1−µ) + 1

) 6→ 0

при n → +∞. Тому завдяки (17)

e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

) 6→ O

при n → +∞ i на пiдставi (16) та обмеже-
ностi оператора I + (I − A)2 також

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)es(I−A) ds 6→ O

при n → +∞. У випадку µ ∈ {1 + i, 1− i}
∣∣∣∣∣∣

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)es(1−µ) ds

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)e±is ds

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)(cos s± i sin s) ds

∣∣∣∣∣∣
=

=

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)2 ds =
π

2
, n ∈ N.
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Тому завдяки (18) також

(2n+1)π∫

2nπ

(sin s)es(I−A) ds 6→ O

при n → +∞ i, отже, у випадку виконання
спiввiдношень (11) i (15) невласний iнтеграл
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds розбiгається.

Таким чином, за теоремою 4 ряд (10) роз-
бiгається, якщо виконуються спiввiдношен-
ня (11) i (15).

Далi дослiдимо на збiжнiсть ряд (10) у
випадку

σ(A) ∩ {z ∈ C : Re z 6 0} 6= ∅. (19)

Покажемо, що загальний член ряду не
прямує до O при n → ∞. Справдi, для ко-
жної точки µ ∈ ∂σ(A), для якої Re µ 6 0,
за теоремою 7 iснує послiдовнiсть (xm)m>1

нормованих векторiв, для якої

lim
m→∞

‖(µI − A)xm‖E = 0.

Тому

lim
m→∞

∥∥(n−A − n−µI)xm

∥∥
E

= 0

для кожного n ∈ N i
∥∥(sin ln n)n−A

∥∥
L(E,E)

=

= sup
‖x‖E=1

∥∥(sin ln n)n−Ax
∥∥

E
>

> sup
m>1

∥∥(sin ln n)n−Axm

∥∥
E

>

> lim
m→∞

∥∥(sin ln n)n−Axm

∥∥
E

=

= lim
m→∞

∥∥(sin ln n)n−µxm

∥∥
E

=

= |(sin ln n)n−µ| > | sin ln n|,
тобто

(sin ln n)n−A 6→ O при n → +∞.

Тому операторний ряд (10) розбiгається, як-
що виконується спiввiдношення (19).

Таким чином, ряд (10) збiгається лише
у випадку σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 1}.

Зазначимо, що iншi ознаки збiжностi ря-
дiв можна знайти, наприклад, в [3]–[6].

6. Iнтегральна ознака збiжностi по-
слiдовностей. Розглянемо довiльну послi-
довнiсть

(bn)n>1 (20)

елементiв банахового простору E. Ця послi-
довнiсть збiгається тодi i тiльки тодi, коли
збiгається ряд

∞∑
n=1

(bn+1 − bn).

Тому на пiдставi теореми 5 для дослiдже-
ння збiжностi послiдовностi (20) можна ви-
користати теорему 3. Завдяки цiй теоремi
справджується наступне твердження.

Теорема 10. Нехай: 1) (bn)n>1 – довiль-
на послiдовнiсть елементiв простору E;
2) f : [1, +∞) → E – неперервне вiдображе-
ння i f(n) = bn+1 − bn, n > 1; 3) збiгається

невласний iнтеграл
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt.

Тодi послiдовнiсть (bn)n>1 та невласний

iнтеграл
+∞∫
1

f(t) dt одночасно збiгаються

або розбiгаються.
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