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Äîñëiäæóþòüñÿ íåëiíiéíi ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíþ-

âàëüíèì àðãóìåíòîì i íåäèôåðåíöiàëüíèìè îáìåæåííÿìè íà ðîçâ'ÿçêè òà ðiçíèöåâèõ ðiâ-

íÿíü, îïåðàòîðíi êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ïåðåñòàâíi ç òðèâèìiðíèìè îïåðàòîðàìè îáåðòàííÿ.

Çàâäÿêè òàêié âèìîçi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iíâàðiàíòíi âiä-

íîñíî âiäîáðàæåíü, ïîðîäæåíèõ òðèâèìiðíèìè îáåðòàííÿìè. Öÿ âëàñòèâiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

äîñëiäæóâàíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü äà¹ çìîãó âñòàíîâèòè íåñòiéêiñòü ¨õ íåîáìåæåíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ. ßê íàñëiäîê, îòðèìàíî óìîâè îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü.

Ïðè äîñëiäæåííi ñèñòåì ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåÿêi çíàéäåíi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü

òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó. Òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü äî

íåáåñíî¨ ìåõàíiêè çi ñêií÷åííîþ øâèäêiñòþ ãðàâiòàöi¨.
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1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ é îçíà÷åííÿ

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìíîæèíó N âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìíîæèíó Z âñiõ öiëèõ

÷èñåë, ìíîæèíó R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, ìíîæèíó R+ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë i åâêëiäîâèé

ïðîñòið R3, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîðè r⃗ = (x, y, z) ç êîîðäèíàòàìè x, y, z ∈ R, çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (r⃗1, r⃗2) = x1x2+y1y2+z1z2 âåêòîðiâ r⃗1 = (x1, y1, z1) i r⃗2 = (x2, y2, z2)

òà íîðìîþ |r⃗| =
√

(r⃗, r⃗) =
√
x2 + y2 + z2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G1 ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü A : R3 → R3, êîæíå ç ÿêèõ âiäî-

áðàæà¹ ïðîñòið R3 íà âåñü ïðîñòið R3, íå çìiíþ¹ âåëè÷èíè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, òîáòî

(Ar⃗1, Ar⃗2) = (r⃗1, r⃗2) äëÿ âñiõ r⃗1, r⃗2 ∈ R3, i íå çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, òîáòî ¹ òðèâèìiðíèì

îáåðòàííÿì [1].

Çàçíà÷èìî, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè G1 ¹ îðòîãîíàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè [5].

Äëÿ äîâiëüíèõ âiäîáðàæåíü A1, A2 ∈ G1 ïðèðîäíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàöiÿ äî-

áóòêó A1A2 (öå ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ äâîõ îáåðòàíü) i A1A2 ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè G1,

ïðè÷îìó îïåðàöiÿ äîáóòêó àñîöiàòèâíà, òîáòî (A1A2)A3 = A1(A2A3) äëÿ âñiõ âiäîáðà-

æåíü A1, A2, A3 ∈ G1; îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ I òàêîæ ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè G1 i êîæíå

âiäîáðàæåííÿ A ∈ G1 ÿê îðòîãîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ îáåðíåíå. Òîìó ìíîæèíà G1

¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ [8]. Öÿ ãðóïà íå êîìóòàòèâíà [4].

Çàçíà÷èìî, ùî êîæíîìó A ∈ G1 âiäïîâiäàþòü êóòè φ, ψ, θ òàêi, ùî A ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi

A = Aφ,θ,ψ = AZ,φAY,θAX,ψ,

äå AX,ψ, AY,θ i AZ,φ � ïîâîðîòè íà êóòè ψ, θ i φ íàâêîëî îñåé OX, OY i OZ âiäïîâiäíî.

Çãiäíî ç [4]

AX,ψ(x, y, z) = (x, y cosψ − z sinψ, y sinψ + z cosψ),

AY,θ(x, y, z) = (x cos θ + z sin θ, y,−x sin θ + z cos θ)

i

AZ,φ(x, y, z) = (x cosφ− y sinφ, x sinφ+ y cosφ, z).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå m ∈ N i ðîçãëÿíåìî åâêëiäîâèé ïðîñòið Em = R3 × . . .× R3︸ ︷︷ ︸
m ðàçiâ

åëåìåíòiâ R⃗ = (r⃗1, . . . , r⃗m), r⃗1, . . . , r⃗m ∈ R3, ç íîðìîþ∥∥∥R⃗∥∥∥
Em

=
√
|r⃗1|2 + . . .+ |r⃗m|2. (1)

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Am,φ,θ,ψ :E
m→Em ðiâíiñòþ

Am,φ,θ,ψ(r⃗1, . . . , r⃗m) = (Aφ,θ,ψ r⃗1, . . . , Aφ,θ,ψ r⃗m).

Ìíîæèíà âñiõ òàêèõ âiäîáðàæåíü ç îïåðàöi¹þ äîáóòêó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Am,φ,θ,ψAm,φ̃,θ̃,ψ̃(r⃗1, . . . , r⃗m) = (Aφ,θ,ψAφ̃,θ̃,ψ̃r⃗1, . . . , Aφ,θ,ψAφ̃,θ̃,ψ̃r⃗m),

¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ (¨¨ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gm), îñêiëüêè G1 ¹ ìóëüòèïëiêàòèâ-

íîþ ãðóïîþ.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó íåïîðîæíþ ìíîæèíó Ωm ⊂ Em, äëÿ ÿêî¨

Am,φ,θ,ψΩm = Ωm (2)

äëÿ âñiõ Aφ,θ,ψ ∈ G1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P0,Ωm i P1,Ωm ìíîæèíè íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü P0 : Ωm → R+ i

P1 : Ωm → R3 âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ

P0(Ar⃗1, . . . , Ar⃗m) = P0(r⃗1, . . . , r⃗m) i P1(Ar⃗1, . . . , Ar⃗m) = AP1(r⃗1, . . . , r⃗m)

äëÿ âñiõ A ∈ G1 i (r⃗1, . . . , r⃗m) ∈ Ωm.

Àíàëîãi÷íî ïîçíà÷èìî ÷åðåç F1,k,Ωm , äå k ∈ N \ {1}, ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-

æåíü F : Ωk
m → R3, äå Ωk

m = Ωm × . . .× Ωm︸ ︷︷ ︸
k ðàçiâ

, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ

F
(
Am,φ,θ,ψR⃗1, . . . ,Am,φ,θ,ψR⃗k

)
= Aφ,θ,ψF

(
R⃗1, . . . , R⃗k

)
äëÿ âñiõ Aφ,θ,ψ ∈ G1 i R⃗1, . . . , R⃗k ∈ Ωm, äå R⃗i = (r⃗i,1, . . . , r⃗i,m), r⃗i,1, . . . , r⃗i,m ∈ R3, i = 1, k.

Ìíîæèíè P0,Ωm , P1,Ωm i F1,k,Ωm ó ïîäàëüøîìó ãðàòèìóòü âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè

âñòàíîâëåííi óìîâ íåñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü, ùî áóäóòü äîñëiäæóâàòèñÿ.

Êðiì åëåìåíòiâ ïðîñòîðiâ Em i R3 òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âåêòîðíi ôóíêöi¨

R⃗(t) = (r⃗1(t), . . . , r⃗m(t)) i r⃗1(t), . . . , r⃗m(t) çi çíà÷åííÿìè â Em i R3 âiäïîâiäíî.

2 Îñíîâíi äîñëiäæóâàíi ðiâíÿííÿ

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ÷èñëî t0 ∈ R i ìíîæèíó T = {tn ∈ R : n ∈ N}, äëÿ ÿêî¨

t0 < t1 < t2 < . . . < tn < . . . i lim
n→∞

tn = +∞.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
dr⃗i(t)

dt
= Pi(r⃗1(t), . . . , r⃗m(t)),

t ≥ t0, i = 1,m,

(3)

òà ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äi¹þ
dr⃗i(t)

dt
= Pi(r⃗1(t), . . . , r⃗m(t)),

r⃗i(tk + 0)− r⃗i(tk − 0) = Ii,k

(
R⃗(tk − 0)

)
,

t ∈ [t0,+∞) \ T, i = 1,m, k ∈ N,

(4)

äå Pi : Ωm → R3 � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ äëÿ êîæíîãî i = 1,m, i Ii,k : Ωm → R3 �

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ äëÿ âñiõ i = 1,m, k ∈ N.
Òàêîæ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü iç çàïiçíþâàëüíèì àðãóìåíòîì

d2r⃗i(t)

dt2
= Fi

(
R⃗(t− τ1i(t)), . . . , R⃗(t− τmi(t))

)
,

τji(t) = Pji(r⃗j(t− τji(t)), r⃗i(t)),

t ≥ t0, i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j,

(5)
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äå τii(t) = 0 äëÿ âñiõ i = 1,m i Fi : Ω
m
m → R3, Pji : Ω

2
1 → R+ � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

äëÿ âñiõ i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j (òóò Ω1 ̸= ∅, Ω1 ⊂ R3 i AΩ1 = Ω1 äëÿ âñiõ A ∈ G1,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2) ïðè m = 1), òà ñèñòåìó ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü{
r⃗i(t) = Pi(r⃗1(t− 1), . . . , r⃗m(t− 1)),

t ≥ t0, i = 1,m,
(6)

äå íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ Pi : Ωm → R3, i = 1,m, òàêi ñàìi, ÿê i â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3).

Çàóâàæèìî, ùî â ñèñòåìi (5) íåâiäîìèìè ¹ íå ëèøå âåêòîðíi ôóíêöi¨ r⃗1(t), . . . , r⃗m(t),

ÿê i â ñèñòåìàõ (3) i (4), à i ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ τji(t), i ̸= j, ùî óñêëàäíþ¹ äîñëiäæåííÿ öi¹¨

ñèñòåìè. Îäíàê çàâäÿêè äîäàòêîâèì âèìîãàì äî âiäîáðàæåíü Fi, i = 1,m, i Pji, i = 1,m,

j = 1,m, i ̸= j, ùî áóäóòü íàâåäåíi â ïîäàëüøîìó, ìîæíà çíàéòè âàæëèâi âëàñòèâîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè.

Ìåòîþ ñòàòòi ¹ ç'ÿñóâàííÿ óìîâ íåñòiéêîñòi íåîáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàâåäåíèõ âèùå

ðiâíÿíü.

3 Ñòðóêòóðà ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (3), (4), (5) i (6), îïåðàòîðíi

êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ïåðåñòàâíi ç îáåðòàííÿì

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç It0 ïðîìiæîê [t0,+∞), à ÷åðåç C (It0 ,R3) i C(It0 , Em) � ìíîæèíè

íåïåðåðâíèõ íà It0 âåêòîðíèõ ôóíêöié x⃗(t) i X⃗(t) = (x⃗1(t), . . . , x⃗m(t)) çi çíà÷åííÿìè â

R3 i Em âiäïîâiäíî, äå x⃗1, . . . , x⃗m ∈ C (It0 ,R3).

Ðîçãëÿíåìî ïîâ'ÿçàíi ç Aφ,θ,ψ i Am,φ,θ,ψ âiäîáðàæåííÿ Ãφ,θ,ψ i Ãm,φ,θ,ψ, ùî äiþòü â

C (It0 ,R3) i C(It0 , Em) âiäïîâiäíî i âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè(
Ãφ,θ,ψx⃗

)
(t) = Aφ,θ,ψx⃗(t), t ≥ t0,

i (
Ãm,φ,θ,ψX⃗

)
(t) = (Aφ,θ,ψx⃗1(t), . . . , Aφ,θ,ψx⃗m(t)), t ≥ t0.

Ìíîæèíè òàêèõ âiäîáðàæåíü ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèìè ãðóïàìè, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G̃1

i G̃m âiäïîâiäíî. Öi ãðóïè, î÷åâèäíî, içîìîðôíi ãðóïàì G1 i Gm âiäïîâiäíî [8].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(3), E(4), E(5) i E(6) ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (3), (4), (5) i (6)

âiäïîâiäíî. Íàâåäåìî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ äëÿ öèõ ìíîæèí âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ, àíàëîãi÷íi (2), ùî áóäóòü ìàòè âàæëèâå çíà÷åííÿ â ï. 5.

Ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé
Pi ∈ P1,Ωm , i = 1,m. (7)

Òîäi äëÿ âñiõ A ∈ Gm

AE(3) = E(3). (8)

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (7) i

Ii,k ∈ P1,Ωm , i = 1,m, k ∈ N. (9)

Òîäi äëÿ âñiõ A ∈ Gm

AE(4) = E(4). (10)
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Òåîðåìà 3. Íåõàé
Fi ∈ F1,k,Ωm , i = 1,m

i

Pji ∈ P0,Ω2 , i = 1,m, j = 1,m, i ≠ j.

Òîäi äëÿ âñiõ A ∈ Gm

AE(5) = E(5) (11)

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (7).

Òîäi äëÿ âñiõ A ∈ Gm

AE(6) = E(6) (12)

Öi òâåðäæåííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðè äîñëiäæåííi íåñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (3),

(4), (5) i (6).

Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíè E(3) i E(4) ¹ íå ïîðîæíiìè çàâäÿêè òåîðåìi Ïåàíî [10].

Ïðè âèêîíàííi äîäàòêîâèõ óìîâ ùîäî ãëàäêîñòi âiäîáðàæåíü Fi ∈ F1,m,Ωm , i = 1,m,

i Pji ∈ P0,Ω2 , i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j, çà äîïîìîãîþ ìîäåðíiçàöi¨ ìåòîäiâ, ùî âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü [2, 9, 11, 16, 17], ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî òàêîæ E(5) ̸= ∅. Àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ìíîæèíè
E(6), ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó êðîêiâ [11].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé ôóíêöiÿ X⃗(t) = (x⃗1(t), . . . , x⃗m(t)) ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì

ìíîæèíè E(3). Òîäi 
dx⃗i(t)

dt
≡ Pi(x⃗1(t), . . . , x⃗m(t)),

i = 1,m.

(13)

Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (7) i (13) äëÿ êîæíèõ A ∈ G1 i i = 1,m

dAx⃗i(t)

dt
≡ A

dx⃗i(t)

dt
≡ APi(x⃗1(t), . . . , x⃗m(t)) ≡ Pi(Ax⃗1(t), . . . , Ax⃗m(t)),

òî ôóíêöiÿ
(
AX⃗

)
(t) = (Ax⃗1(t), . . . , Ax⃗m(t)) òàêîæ ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè E(3). Òîìó ç

äîâiëüíîñòi âèáîðó X⃗ ∈ E(3) i A ∈ G1 âèïëèâà¹ (8).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé ôóíêöiÿ Y⃗ (t) = (y⃗1(t), . . . , y⃗m(t)) ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì

ìíîæèíè E(4). Òîäi 
dy⃗i(t)

dt
≡ Pi(y⃗1(t), . . . , y⃗m(t)),

y⃗i(tk + 0)− y⃗i(tk − 0) = Ii,k

(
Y⃗ (tk − 0)

)
,

i = 1,m, k ∈ N.

(14)

Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (7) i (14) äëÿ êîæíèõ A ∈ G1 i i = 1,m

dAy⃗i(t)

dt
≡ A

dy⃗i(t)

dt
≡ APi(y⃗1(t), . . . , y⃗m(t)) ≡ Pi(Ay⃗1(t), . . . , Ay⃗m(t)),
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à íà ïiäñòàâi (9) i (14) äëÿ êîæíèõ A ∈ G1, i = 1,m i k ∈ N

Ay⃗i(tk + 0)− Ay⃗i(tk − 0) = AIi,k

(
Y⃗ (tk − 0)

)
= Ii,k

(
AY⃗ (tk − 0)

)
,

òî ôóíêöiÿ
(
AY⃗

)
(t) = (Ay⃗1(t), . . . , Ay⃗m(t)) òàêîæ ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè E(4). Òîìó ç

äîâiëüíîñòi âèáîðó Y⃗ ∈ E(4) i A ∈ G1 âèïëèâà¹ (10).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Íåõàé ôóíêöiÿ Z⃗(t) = (z⃗1(t), . . . , z⃗m(t)) ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì

ìíîæèíè E(5). Òîäi
d2z⃗i(t)

dt2
≡ Fi

(
Z⃗(t− τ1i(t)), . . . , Z⃗(t− τmi(t))

)
,

τji(t) ≡ Pji(z⃗j(t− τji(t)), z⃗i(t)),

i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j,

(15)

Ç óìîâ òåîðåìè òà (15) âèïëèâà¹, ùî

d2Az⃗i(t)

dt2
≡ A

d2z⃗i(t)

dt2
≡ AFi

(
Z⃗(t− τ1i(t)), . . . , Z⃗(t− τmi(t))

)
≡

≡ Fi

((
AZ⃗

)
(t− τ1i(t)), . . .

(
AZ⃗

)
(t− τmi(t))

)
i

τji(t) ≡ Pji(z⃗j(t− τji(t)), z⃗i(t)) ≡ Pji(Az⃗j(t− τji(t)), Az⃗i(t))

äëÿ âñiõ A ∈ G1, i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j.

Îòæå, ôóíêöiÿ
(
AZ⃗

)
(t) = (z⃗1(t), . . . , z⃗m(t)) òàêîæ ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè E(5). Iç

äîâiëüíîñòi âèáîðó Z⃗ ∈ E(5) i A ∈ G1 âèïëèâà¹ (11).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4. Íåõàé ôóíêöiÿ U⃗(t) = (u⃗1(t), . . . , u⃗m(t)) ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì

ìíîæèíè E(6). Òîäi {
u⃗i(t) ≡ Pi(u⃗1(t− 1), . . . , u⃗m(t− 1)),

i = 1,m,
(16)

Ç óìîâ òåîðåìè òà (16) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíèõ A ∈ G1 i i = 1,m

Au⃗i(t) ≡ APi(u⃗1(t− 1), . . . , u⃗m(t− 1)) ≡ Pi(Au⃗1(t− 1), . . . , Au⃗m(t− 1)),

òîáòî ôóíêöiÿ
(
AU⃗

)
(t) = (Az⃗1(t), . . . , Az⃗m(t)) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (6).

Iç äîâiëüíîñòi âèáîðó A ∈ G1 âèïëèâà¹ (12).

Îòæå, ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü (3), (4), (5) i (6), êîëè îïåðàòîðíi êî-

åôiöi¹íòè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ öèõ ñèñòåì ïåðåñòàâíi ç îïåðàòîðàìè îáåðòàííÿ â R3,

iíâàðiàíòíi âiäíîñíî åëåìåíòiâ ãðóïè G̃m.
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4 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî äåÿêi ïiäãîòîâ÷i äi¨. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði R3 äîâiëüíó âiñü L,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O(0, 0, 0) i äëÿ ÿêî¨ âåêòîð a⃗ = (cosα, cos β, cos γ) ¹ íàïðÿì-

íèì âåêòîðîì. Çàçíà÷èìî, ùî cosα, cos β i cos γ � íàïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðà a⃗. Âiñü L

iç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a⃗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç La⃗.

Êîæíå îáåðòàííÿ â ïðîñòîði R3 ïîâåðòà¹ ðàäióñ-âåêòîðè òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó íà äå-

ÿêèé êóò ïîâîðîòó δ íàâêîëî äåÿêî¨ îñi îáåðòàííÿ L, òî÷êè ÿêî¨ iíâàðiàíòíi. Íàïðÿìîê

îñi îáåðòàííÿ L i êóò ïîâîðîòó δ çàëåæàòü âiä âiäîáðàæåííÿ îáåðòàííÿ i âèçíà÷àþòüñÿ

îäíîçíà÷íî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ELa⃗
ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O(0, 0, 0) ïåðïåíäèêóëÿð-

íî äî îñi La⃗. Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ïëîùèíè ELa⃗
¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

R3 ðîçìiðíîñòi 2, à ìíîæèíà âñiõ òî÷îê îñi La⃗ ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó R3 ðîçìiðíîñòi 1.

Êîæíèé âåêòîð r⃗ ∈ R3 ¹äèíèì ÷èíîì ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

r⃗ = r⃗1 + r⃗2,

äå r⃗1 ∈ ELa⃗
i r⃗2 ∈ La⃗. Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè r⃗1 i r⃗2 îðòîãîíàëüíi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pa⃗ îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ íà ïiäïðîñòið ELa⃗
. Ó

íàøîìó âèïàäêó âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Pa⃗r⃗ = r⃗1.

Çà äîïîìîãîþ öüîãî îïåðàòîðà äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè M ⊂ R3 ìîæíà ðîçãëÿíóòè

ïðîåêöiþ Pa⃗M öi¹¨ ìíîæèíè íà ïiäïðîñòið ELa⃗
. Âèçíà÷èìî ¨¨ ðiâíiñòþ

Pa⃗M = {Pa⃗m⃗ : m⃗ ∈M}.

Ëåìà 1. Íåõàé ìíîæèíà M ⊂ R3 íåîáìåæåíà.

Òîäi iñíó¹ âåêòîð a⃗ = (cosα, cos β, cos γ) òàêèé, ùî ìíîæèíà Pa⃗M áóäå íåîáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè õèáíå. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi òðè

âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíè ELa⃗1
, ELa⃗2

i ELa⃗3
, äå a⃗1, a⃗2 i a⃗3 � íîðìàëüíi âåêòîðè

öèõ ïëîùèí âiäïîâiäíî.

Çà ïðèïóùåííÿì ìíîæèíè Pa⃗1M , Pa⃗2M i Pa⃗3M îáìåæåíi.

Óðàõîâóþ÷è, ùî |m⃗|2 = |Pa⃗1m⃗|2 + |Pa⃗2m⃗|2 + |Pa⃗3m⃗|2 äëÿ êîæíîãî m⃗ ∈M , ïðèõîäèìî

äî ñóïåðå÷íîñòi, îñêiëüêè sup
m⃗∈M

√
|Pa⃗1m⃗|2 + |Pa⃗2m⃗|2 + |Pa⃗3m⃗|2 < +∞ (çà ïðèïóùåííÿì) i

sup
m⃗∈M

|m⃗| = +∞ (çà óìîâàìè ëåìè).

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî õèáíiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè íåïðàâèëüíå.

Ëåìà 2. Íåõàé îáåðòàííÿ A òî÷îê ïðîñòîðó R3 ¹ ïîâîðîòîì òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó

íàâêîëî îñi La⃗ íà êóò δ (ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç Aa⃗,δ).

Òîäi äëÿ êîæíèõ r⃗ ∈ R3 i δ ∈ R âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|Aa⃗,δ r⃗ − r⃗| = |Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗| = 2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ |Pa⃗r⃗| ≤ |δ||r⃗|. (17)
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Äîâåäåííÿ ëåìè 2. ßêùî r⃗ ∈ La⃗, òî

|Aa⃗,δ r⃗ − r⃗| = |Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗| = 0 (18)

(òóò óðàõîâàíî òå, ùî âñi òî÷êè îñi La⃗ ¹ íåðóõîìèìè äëÿ Aa⃗,δ). Òîìó âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (17) äëÿ êîæíîãî δ ∈ R ó âèïàäêó r⃗ ∈ La⃗.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî r⃗ ∈ R3 \ La⃗.
Ïîäàìî r⃗ ó âèãëÿäi

r⃗ = Pa⃗r⃗ + r⃗2, (19)

äå r⃗2 ∈ La⃗ i Pa⃗r⃗ ̸= 0⃗. Îñêiëüêè

Aa⃗,δ(Pa⃗r⃗ + r⃗2) = Aa⃗,δPa⃗r⃗ + Aa⃗,δ r⃗2 = Aa⃗,δPa⃗r⃗ + r⃗2,

òî çàâäÿêè (19)

|Aa⃗,δ r⃗ − r⃗| = |Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗|. (20)

Ïîêàæåìî, ùî

|Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗| = 2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ |Pa⃗r⃗|. (21)

Âèêîðèñòà¹ìî íà ïëîùèíi ELa⃗
ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox̂ŷ ç ïî-

÷àòêîì êîîðäèíàò Ô íà îñi La⃗.

Íåõàé Pa⃗r⃗ = (x̂, ŷ), äå x̂ i ŷ � êîîðäèíàòè âåêòîðà Pa⃗r⃗. Ïîâîðîò öüîãî âåêòîðà íà

êóò δ íàâêîëî òî÷êè O′ â ïëîùèíi ELa⃗
îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ

(
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

)
(äèâ. [1]).

Òîìó

Aa⃗,δPa⃗r⃗ = Aa⃗,δ(x̂, ŷ) = (x̂ cos δ − ŷ sin δ, x̂ sin δ + ŷ cos δ),

Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗ = (x̂(cos δ − 1)− ŷ sin δ, x̂ sin δ + ŷ(cos δ − 1))

i

|Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗|2 = (x̂(cos δ − 1)− ŷ sin δ)2 + (x̂ sin δ + ŷ(cos δ − 1))2 =

= x̂2(cos δ − 1)2 + ŷ2 sin2 δ + x̂2 sin2 δ + ŷ2(cos δ − 1)2 = x̂2
(
(cos δ − 1)2 + sin2 δ

)
+

+ŷ2
(
(cos δ − 1)2 + sin2 δ

)
=

(
x̂2 + ŷ2

)
(2− 2 cos δ) = 4

(
sin2 δ

2

)
|Pa⃗r⃗|2.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (21).

Îòæå, íà ïiäñòàâi (18), (20) i (21)

|Aa⃗,δ r⃗ − r⃗| = |Aa⃗,δPa⃗r⃗ − Pa⃗r⃗| = 2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ |Pa⃗r⃗|

äëÿ âñiõ r⃗ ∈ R3 i δ ∈ R. Íà ïiäñòàâi öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òà íåðiâíîñòåé

| sinφ| ≤ |φ|, φ ∈ R,

i

|Pa⃗r⃗| ≤ |r⃗|, r⃗ ∈ R3, (22)

(äèâ. [7] i [6]) îòðèìó¹ìî (17).
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5 Óìîâè íåñòiéêîñòi íåîáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (3), (4), (5) i (6)

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíàííÿ óìîâè êîìóòàòèâíîñòi îïåðàòîðíèõ êîåôiöi¹íòiâ äîñëiä-

æóâàíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç âiäîáðàæåííÿìè îáåðòàííÿ â R3 òà óìîâè íåîáìåæåíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ãàðàíòóþòü íåñòiéêiñòü öèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.

Òîäi êîæíèé íåîáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê X⃗(t) ñèñòåìè (3) íåñòiéêèé.

Òåîðåìà 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.

Òîäi êîæíèé íåîáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê Y⃗ (t) ñèñòåìè (4) íåñòiéêèé.

Òåîðåìà 7. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.

Òîäi êîæíèé íåîáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê Z⃗(t) ñèñòåìè (5), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

sup
t≥t0

∥∥∥∥∥dZ⃗(t)dt

∥∥∥∥∥
Em

< +∞, (23)

íåñòiéêèé.

Òåîðåìà 8. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.

Òîäi êîæíèé íåïåðåðâíèé íåîáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê U⃗(t) ñèñòåìè (6) íåñòiéêèé.

Îñêiëüêè äîâåäåííÿ òåîðåì 5 i 6 îäíàêîâi, òî îáìåæèìîñÿ ëèøå íàâåäåííÿì äîâåäå-

ííÿ äðóãîãî òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6. Íåõàé ôóíêöiÿ Y⃗ (t) = (y⃗1(t), . . . , y⃗m(t)) ¹ íåîáìåæåíèì ðîçâ'ÿç-

êîì ñèñòåìè (4). Òîäi äëÿ äåÿêîãî i0 ∈ {1, . . . ,m}

lim
t→+∞

|y⃗i0(t)| = +∞.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 iñíó¹ íîðìîâàíèé âåêòîð a⃗ ∈ R3, äëÿ ÿêîãî

lim
t→+∞

|Pa⃗y⃗i0(t)| = +∞. (24)

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê Y⃗ (t) ñèñòåìè (4) ¹ íåñòiéêèì.

Çà òåîðåìîþ 1 äëÿ êîæíîãî δ ∈ R ôóíêöiÿ Y⃗δ(t) = (Aa⃗,δy⃗1(t), . . . , Aa⃗,δy⃗m(t)), ÿê i

ôóíêöiÿ Y⃗ (t), òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4), à çà ëåìîþ 2 íà ïiäñòàâi (24)

lim
t→+∞

|Aa⃗,δPa⃗y⃗i0(t)− Pa⃗y⃗i0(t)| = lim
t→+∞

2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ |Pa⃗y⃗i0(t)| = +∞ (25)

äëÿ êîæíîãî δ ∈ R \ {2nπ : n ∈ Z}.
Çãiäíî ç ëåìîþ 2, îçíà÷åííÿì íîðìè â Em (äèâ. (1)) òà íåðiâíiñòþ (22) äëÿ âñiõ t ≥ t0

∥∥∥Y⃗δ(t)− Y⃗ (t)
∥∥∥
Em

=

√√√√ m∑
i=1

|Aa⃗,δy⃗i(t)− y⃗i(t)|2 =
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=

√√√√ m∑
i=1

|Aa⃗,δPa⃗y⃗i(t)− Pa⃗y⃗i(t)|2 ≥ |Aa⃗,δPa⃗y⃗i0(t)− Pa⃗y⃗i0(t)| (26)

i

∥∥∥Y⃗δ(t0)− Y⃗ (t0)
∥∥∥
Em

=

√√√√ m∑
i=1

|Aa⃗,δy⃗i(t0)− y⃗i(t0)|2 =

√√√√ m∑
i=1

|Aa⃗,δPa⃗y⃗i(t0)− Pa⃗y⃗i(t0)|2 =

=

√√√√ m∑
i=1

4

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣2 |Pa⃗y⃗i(t0)|2 ≤ 2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ ∥∥∥Y⃗ (t0)

∥∥∥
Em

≤ |δ|
∥∥∥Y⃗ (t0)

∥∥∥
Em

. (27)

Iç (27) âèïëèâà¹, ùî

lim
δ→0

∥∥∥Y⃗δ(t0)− Y⃗ (t0)
∥∥∥
Em

= 0,

à ç (25) i (26) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+∞

∥∥∥Y⃗δ(t)− Y⃗ (t)
∥∥∥
Em

= +∞

ÿêîþ á ìàëîþ i äîäàòíîþ íå áóëà âåëè÷èíà
∥∥∥Y⃗δ(t0)− Y⃗ (t0)

∥∥∥
Em

.

Öå îçíà÷à¹ íåñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó Y⃗ (t) ñèñòåìè (4).

Òåîðåìè 7 i 8 äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. � íåñóòò¹âà âiäìiííiñòü ëèøå â ÷àñòèíàõ, ùî

ñòîñóþòüñÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7. Íåõàé ðîçâ'ÿçîê Z⃗(t) ñèñòåìè (5) íåîáìåæåíèé i âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (23). Òîäi

lim
t→+∞

∥∥∥Z⃗(t)∥∥∥
Em

= +∞

i, îòæå, äëÿ äåÿêîãî i0 ∈ {1, . . . ,m}

lim
t→+∞

|z⃗i0(t)| = +∞. (28)

Çàâäÿêè (28) òà ëåìi 1 äëÿ äåÿêîãî íîðìîâàíîãî âåêòîðà a⃗ ∈ R3

lim
t→+∞

|Pa⃗z⃗i0(t)| = +∞, (29)

à çàâäÿêè ëåìi 2 äëÿ âñiõ δ ∈ (0, 1)

lim
t→+∞

|Aa⃗,δPa⃗z⃗i0(t)− Pa⃗z⃗i0(t)| = +∞ (30)

(òóò òàêîæ óðàõîâàíî (29)).

Çàôiêñó¹ìî ÿê çàâãîäíî ìàëå ÷èñëî ε > 0.
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Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ íåñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó Z⃗(t) ñèñòåìè (5) iç-çà íàÿâíîñòi â (5) âiä-

õèëåíü τji(t) àðãóìåíòó ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè çíà÷åííÿ Z⃗(t) íà äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó

ïðîìiæêó [t0 −∆, t0], äîâæèíà ÿêîãî çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåíü τji(t) = Pji(r⃗j(t− τji(t)), r⃗i(t)),

t ≥ t0, i = 1,m, j = 1,m, i ̸= j,

ùî ¹ ñêëàäîâèìè äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïî÷àòêîâèé ïðîìiæîê [t0 −∆, t0] íàì âiäîìèé i ôóíêöiÿ Z⃗(t) ¹

íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ íà [t0−∆, t0]. Çàâäÿêè òàêîìó ïðèïóùåííþ ôóíêöiÿ Z⃗(t)

i ¨¨ ïîõiäíà
dZ⃗(t)

dt
¹ îáìåæåíèìè íà [t0 −∆, t0], òîáòî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà c > 0

max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥Z⃗(s)∥∥∥
Em

+ max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥∥∥dZ⃗(s)ds

∥∥∥∥∥
Em

≤ c. (31)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöèþ Z⃗δ(t) = (Aa⃗,δz⃗1(t), . . . , Aa⃗,δz⃗m(t)), ùî çà òåîðåìîþ 3 òàêîæ ¹

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), ÿê i ôóíêöiÿ Z⃗(t).

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6 (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (26) i (27)), ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî

|Aa⃗,δPa⃗z⃗i0(t)− Pa⃗z⃗i0(t)| ≤
∥∥∥Z⃗δ(t)− Z⃗(t)

∥∥∥
Em

≤ |δ|
∥∥∥Z⃗(t)∥∥∥

Em
(32)

i ∥∥∥∥∥dZ⃗δ(t)dt
− dZ⃗(t)

dt

∥∥∥∥∥
Em

≤ |δ|

∥∥∥∥∥dZ⃗(t)dt

∥∥∥∥∥
Em

(33)

äëÿ âñiõ δ ∈ (0, 1) i t ≥ t0 −∆. Òîìó ç óðàõóâàííÿì (30) äëÿ âñiõ δ ∈ (0, 1)

lim
t→+∞

∥∥∥Z⃗δ(t)− Z⃗(t)
∥∥∥
Em

= +∞. (34)

Çàâäÿêè (31), (32) i (33)

max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥Z⃗δ(s)− Z⃗(s)
∥∥∥
Em

+ max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥∥∥dZ⃗δ(s)ds
− dZ⃗(s)

ds

∥∥∥∥∥
Em

≤

≤ |δ| max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥Z⃗(s)∥∥∥
Em

+ |δ| max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥∥∥dZ⃗(s)ds

∥∥∥∥∥
Em

≤ |δ|c. (35)

Âèáåðåìî δ ∈ (0, 1) íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá

|δ|c < ε. (36)

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè òàêîìó δ âèêîíó¹òüñÿ (34).

Äîâiëüíiñòü âèáîðó ÷èñëà ε òà ñïiââiäíîøåííÿ (34), (35) i (36) âêàçóþòü íà íåñòié-

êiñòü ðîçâ'ÿçêó Z⃗(t) ñèñòåìè (5).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8. Íåõàé U⃗(t) = (u⃗1(t), . . . , u⃗m(t)) � íåïåðåðâíèé i íåîáìåæåíèé íà

[t0 − 1,+∞) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü (6). Òîäi äëÿ äåÿêîãî i0 ∈ {1, . . . ,m}

lim
t→+∞

|u⃗i0(t)| = +∞. (37)

Ðîçãëÿíåìî íîðìîâàíèé âåêòîð a⃗ ∈ R3, äëÿ ÿêîãî

lim
t→+∞

|Pa⃗u⃗i0(t)| = +∞. (38)

Òàêèé âåêòîð iñíó¹ çàâäÿêè ëåìi 1 òà (37).

Ïîêàæåìî íåñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó U⃗(t). Âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+∞

|Aa⃗,δPa⃗u⃗i0(t)− Pa⃗u⃗i0(t)| = lim
t→+∞

2

∣∣∣∣sin δ2
∣∣∣∣ |Pa⃗u⃗i0(t)| = +∞, (39)

ùî çàâäÿêè (38) òà ëåìi 2 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî δ ̸∈ {2nπ : n ∈ Z}.
Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó íà [t0−1,+∞) ôóíêöiþ U⃗δ(t) = (Aa⃗,δu⃗1(t), . . . , Aa⃗,δu⃗m(t)), ùî

íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6) ïðè êîæíîìó δ ∈ R.
Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ U⃗δ(t) i U⃗(t) ñèñòåìè (6) äëÿ âñiõ t ≥ t0 − 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

|Aa⃗,δPa⃗u⃗i0(t)− Pa⃗u⃗i0(t)| ≤
∥∥∥U⃗δ(t)− U⃗(t)

∥∥∥
Em

≤ |δ|
∥∥∥U⃗(t)∥∥∥

Em
, (40)

àíàëîãi÷íå (32). Çâiäñè òà (39) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ δ ∈ (0, 1)

lim
t→+∞

∥∥∥U⃗δ(t)− U⃗(t)
∥∥∥
Em

= +∞ (41)

Çàâäÿêè (40)

max
s∈[t0−1,t0]

∥∥∥U⃗δ(s)− U⃗(s)
∥∥∥
Em

≤ |δ| max
s∈[t0−1,t0]

∥∥∥U⃗(s)∥∥∥
Em

.

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0

iñíó¹ ÷èñëî δ ∈ (0, 1), äëÿ ÿêîãî

max
s∈[t0−1,t0]

∥∥∥U⃗δ(s)− U⃗(s)
∥∥∥
Em

< ε. (42)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî δ ∈ (0, 1) âèêîíó¹òüñÿ (41).

Iç (41), (42) òà äîâiëüíîñòi âèáîðó ε > 0 âèïëèâà¹ íåñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó U⃗(t) ñèñòåìè

ðiâíÿíü (6).

Iç òåîðåì 5 � 8 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Ñòiéêi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ðiâíÿíü (3), (4) i (6) îáìåæåíi.

Íàñëiäîê 2. Ñòiéêi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ðiâíÿíü (5) ç ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè ïîõiäíèìè

ïåðøîãî ïîðÿäêó îáìåæåíi.
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6 Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 7

Ðîçãëÿíåìî òî÷êèM0,M1, . . . ,Mn ç ìàñàìè m0,m1, . . . ,mn, ùî ðóõàþòüñÿ ó ïðîñòîði

R3. Äëÿ âèâ÷åííÿ ðóõó öèõ òî÷îê âèêîðèñòà¹ìî ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò x, y, z

ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò ó òî÷öi O. Ñèñòåìó êîîðäèíàò ââàæàòèìåìî iíåðöiàëüíîþ. Ó

ñòàòòÿõ [12] i [13] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè øâèäêiñòü ãðàâiòàöi¨ çáiãà¹òüñÿ çi øâèä-

êiñòþ ñâiòëà (öå óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîði¹þ âiäíîñíîñòi À. Åéíøòåéíà òà ç äîñëiäæåííÿìè

Ñ.Ì. Êîïåéêiíà é Å. Ôîìàëîíòà ïðî ôóíäàìåíòàëüíó ìåæó øâèäêîñòi ãðàâiòàöi¨ [3]),

ðóõ òî÷îê M0, M1, . . . ,Mn îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü iç âiäõèëþâàëüíèì

àðãóìåíòîì

d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)|3
(r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)),

cτji(t) = |r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)|,

i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j,

(43)

äå c � øâèäêiñòü ãðàâiòàöi¨.

Ó âèïàäêó n = 9 ñèñòåìó ðiâíÿíü (43) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèâ÷åííÿ ðóõó

Ñîíöÿ i ïëàíåò, ÿêùî íå âðàõîâóâàòè äiþ íà íèõ iíøèõ ñêëàäîâèõ Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè

(àñòåðî¨äiâ, êîìåò òîùî) òà Ãàëàêòèêè [12].

Äî ñèñòåìè (43) çàñòîñîâíi òåîðåìè 3 i 7.

Ñïðàâäi, âèêîðèñòà¹ìî ìíîæèíó

Ω̌n+1 = {(r⃗0, . . . , r⃗n) ∈ En+1 : r⃗i ̸= r⃗j, i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j},

ùî, î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2) ïðè m = n+ 1.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ P1,i : Ω̌n+1→R3, i = 0, n, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

P1,i(r⃗0, . . . , r⃗n) =
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|r⃗j − r⃗i|3
(r⃗j − r⃗i), i = 0, n.

Öi âiäîáðàæåííÿ ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè P1,Ω̌n+1
, îñêiëüêè

A
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|r⃗j − r⃗i|3
(r⃗j − r⃗i) =

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|Ar⃗j − Ar⃗i|3
(Ar⃗j − Ar⃗i)

äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ A ∈ G1 i ñóìè∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|r⃗j − r⃗i|3
(r⃗j − r⃗i), i = 0, n,

î÷åâèäíî, ¹ íåïåðåðâíèìè íà Ω̌n+1.

Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ P0,ji : Ω̌2 → R+, i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j, ùî âèçíà÷àþòüñÿ

ðiâíîñòÿìè

cP0,ji(r⃗j, r⃗i) = |r⃗j − r⃗i|,
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äå i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j, ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè P0,Ω̌2
, îñêiëüêè öi âiäîáðàæåííÿ

íåïåðåðâíi i

|Aφr⃗j − Aφr⃗i| = |r⃗j − r⃗i|

äëÿ âñiõ i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j.

Òîìó çà òåîðåìîþ 3 ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (43) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî åëåìåíòiâ

ãðóïè G̃n+1 i, îòæå, äî ñèñòåìè (43) çàñòîñîâíà òåîðåìà 7, ÿêùî âèìàãàòè äîäàòêîâî, ùîá

äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè âèêîíóâàëîñÿ ñïiââiäíîøåííÿ, àíàëîãi÷íå (23). Ó ñòàòòi [13] ïîêàçàíî,

ùî ñèñòåìà (43) ïðè n = 1 (âèïàäîê äâîõ òië) ìîæå ìàòè íåîáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi

íåñòiéêi. Òàêîæ íåñòiéêèìè ¹ íåîáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè òàêî¨ ñèñòåìè i çà òåîðåìîþ 7.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ñèñòåìè (43) i ïðè äîâiëüíîìó n ∈ N (çà

òåîðåìîþ 7). Öå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9. ßêùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (43) ìà¹ íåîáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê, ïîõiäíà ÿêîãî ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíà íà [t0,+∞), òî öåé ðîçâ'ÿçîê íåñòiéêèé.

7 Äîäàòêîâi çàóâàæåííÿ òà ëiòåðàòóðíi âêàçiâêè

Çàäà÷à ïðî iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü (3), (4), (4) i (6) âiä-

íîñíî ãðóïè âiäîáðàæåíü, ïîðîäæåíèõ òðèâèìiðíèìè îáåðòàííÿìè, ðîçãëÿíóòà âïåðøå.

Òàêà çàäà÷à çãiäíî ç ï. 6 ïîòðiáíà äëÿ íåáåñíî¨ ìåõàíiêè çi ñêií÷åííîþ øâèäêiñòþ

ãðàâiòàöi¨ i ¹ êîðèñíîþ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çâè÷àéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíþâàëü-

íèì àðãóìåíòîì, ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü òà iíøèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Çâiäñè, çîêðåìà,

âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè çàäà÷, äî ÿêèõ çàñòîñîâíi íàâåäåíi â ï. 3 i 5 ðåçóëüòàòè, íå ¹ ïî-

ðîæíiìè.

Çàïðîïîíîâàíèé ó ï. 5 ìåòîä äîâåäåííÿ íåñòiéêîñòi íåîáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ øè-

ðîêîãî êëàñó ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì iíâàðiàíòíîñòi ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü

âiäíîñíî ãðóïè G̃m òà ëåì 1 i 2 ¹ íîâèì.

Î÷åâèäíî, ùî çàìiñòü ñèñòåì ðiâíÿíü (3), (4), (4) i (6) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ñêëàäíiøi

ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òâåðäæåííÿ ï. 3 i 5 òà ¨õ îá ðóíòóâàííÿ çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ íèõ.

Âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (23) â òåîðåìi 7 ¹ ïðèðîäíèì. Íàïðèêëàä, ó íåáåñíié ìå-

õàíiöi, ùî âèêîðèñòîâó¹ â ÿêîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðóõó n+1 òië ñèñòåìó (43) (äèâ.

[12], [13]), øâèäêiñòü ðóõó òië íå ìîæå áóòè áiëüøîþ øâèäêîñòi ðóõó ñâiòëà c.

Òåîðåìà 9 ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ äëÿ äâîõ òië çi ñêií÷åííîþ

øâèäêiñòþ ãðàâiòàöi¨ (äèâ. [13], ï. 11).

Äîñëiäæåííþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (43) áóëî ïðèäiëåíî óâàãó òàêîæ i â [14], [15].
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Íàäiéøëî 14.05.2019

Slyusarchuk V.Yu. Instability of unbounded solutions of evolution equations with operator coe�-

cients commuting with rotation operators, Bukovinian Math. Journal. 7, 1 (2019), 99�113.

We study nonlinear systems of ordinary di�erential equations, ordinary di�erential equations

with impulse perturbations, di�erential equations with a lagging argument and non-di�erential

constraints on solutions and di�erence equations, whose operator coe�cients commute with

rotation operators. Based on this requirement, the sets of solutions of the studied systems of

equations are invariant with respect to the mappings generated by three-dimensional rotations.

This property of solutions of the studied systems of equations allows us to prove the instability

of their unbounded solutions. As a consequence, the conditions for boundedness of solutions of

the studied systems of equations are obtained. In the study of systems of equations, some found

properties of rotations of three-dimensional space are used. An example of applying research

results to celestial mechanics with a �nite gravity speed is also given.


