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ПРОЦЕСИ САМООРГАНIЗАЦIЇ В БIОГЕОЦЕНОЗI

Розглядається процес екологiчної сукцесiї. Для його опису використовується модель розi-
мкненого гiперциклу Ейгена. Показано деякi особливостi дослiдження багатовимiрної моделi.
На прикладi двох- та трьохвимiрної моделей показано процеси самоорганiзацiї в екологiчнiй
системi.

We consider the process of ecological succession. The model of open Eigen’s hypercycle has been
used to describe the process. It was shown some features of the study of a multidimensional model.
Also two- and three-dimensional models were researched to present the process of self-organization
in ecological systems.

Вступ. Бiльшiсть процесiв, що вiдбуває-
ться у навколишньому свiтi, зокрема й еко-
логiчнi, є досить складними i характеризую-
ться коливними процесами, процесами само-
органiзацiї, стрибкоподiбною змiною стану
функцiонування системи, ефектами гiстере-
зiсу тощо. Бiльшiсть подiбних ефектiв по-
в’язана з наявнiстю петель зворотного зв’яз-
ку мiж елементами системи. Досвiд засто-
сування лiнiйних моделей показав, що во-
ни не здатнi адекватно описувати поведiн-
ку реальних систем, а лише вiдображають
найзагальнiшi тенденцiї. Тому є актуальною
розробка та дослiдженнi спецiальних нелi-
нiйних моделей, що враховують особливостi
окремих процесiв та систем, якi вони опису-
ють.

Серед властивостей нелiнiйних систем
однiєю з найбiльш цiкавих є здатнiсть до са-
моорганiзацiї, як здатнiсть матерiї до розви-
тку своєї структури, процесiв, ускладнення
органiзацiї у вiдповiдь на вплив зовнiшнiх
сил. Заснована в роботах Пригожина И. [7],
Ейгена М.[11], Хакена Г. [8] теорiя саморга-
нiзацiї знаходить вiдображення i у новiтнiх
працях[1,4,12]. Вiдмiтимо, що процеси само-
органiзацiї спостерiгаються не лише в нежи-
вiй природi, а й при розглядi екологiчних си-
стем[2,5].

В роботi розглянемо процеси самоорганi-
зацiї, що вiдбуваються в бiогеоценозах в ходi
сукцесiй. Для опису таких процесiв викори-

стаємо модель розiмкненого гiперциклу Ей-
гена [10]:

dxi

dt
=

(
Fi (x)− 1

S0

n∑
j=0

xjFj (x)

)
xi, i = 1, n,

(1)
де Fi(x) = ai−1xi−1 − xi, i = 1, n; x0 = 1, a0 =
N ; xi — чисельнiсть (бiомаса) асоцiацiй (тут
i надалi розумiтимемо залежнiсть змiнних
вiд часу), i = 1, n; N — коефiцiєнт, що задає
значення чисельностi рiвноваги для першої
асоцiацiї, при вiдсутностi другої (N > 0);
ai — коефiцiєнт, що вiдображає залежнiсть
(i + 1)-ої асоцiацiї вiд i-ої (ai > 0), i =
1, n− 1; S0 — ємнiсть середовища (S0 > 0).

В ходi дослiдження ми будемо спиратися
на деякi означення i теореми.

Означення 1. Особлива точка n-вимiрної
моделi називається точкою “нащадком”,
якщо першi її координати вiдповiдають ко-
ординатам особливої точки моделi меншої
вимiрностi, а iншi координати — нулi.

Теорема 1. [6] Якщо координата xp осо-
бливої точки дорiвнює нулю, то одне з вла-
сних значень матрицi Якобi у цiй точцi об-
числюється як

ap−1xp−1 − 1

S0

n∑
j=1

(
aj−1xj−1xj − x2

j

)
(2)

при умовi, що попередня перед xp координа-
та не нульова або xp — перша координата,
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та як

− 1

S0

n∑
j=1

(
aj−1xj−1xj − x2

j

)
(3)

у iншому випадку.

Наслiдок 1.1. Якщо останнi k координат
особливої точки дорiвнюють нулю, то при-
наймнi одне власне значення матрицi Якобi
обчислюється за формулою (2), а ще k − 1
— за формулою (3).

Теорема 2. [6] Нехай особлива точка
A n-вимiрної моделi розiмкненого гiперци-
клу Ейгена є точкою "нащадком"(n − k)-
вимiрної моделi. Вказану (n − k)-вимiрну
модель назвемо базовою. Тодi (n − k) вла-
сних значень матрицi Якобi в точцi A ви-
значається з базової системи, k − 1 — за
формулою (3), а одне дорiвнює an−kxn−k −
1
S0

∑n−k
j=1

(
aj−1xj−1xj − x2

j

)
.

Наслiдковiсть. Пiд наслiдковiстю розу-
мiтимемо збереження поведiнки систем рi-
зної складностi (вимiрностi в матиматично-
му смислi) хоча б на початкових певних ета-
пах її розвитку.

Теорема 3. Якщо до всiх особливих точок
n-вимiрної моделi розiмкненого гiперциклу
Ейгена додати (n+1)-шу нульову координа-
ту, то в утворених точках буде дорiвнюва-
ти нулю векторне поле й (n + 1)-вимiрної
системи.

Доведення. Прирiвняємо в системi (1)
до нуля змiну xn , тодi з отриманої системи
визначаються особливi точки n− 1-вимiрної
системи. Далi прирiвняємо xn−1 до нуля, то-
дi iншi n − 2 координати обчислюються як
для (n− 2)-вимiрної системи i т.д. При роз-
глядi цього процесу в оберненому порядку
можна говорити про те, що, додавши до ста-
цiонарної точка n-вимiрної моделi розiмкне-
ного гiперциклу Ейгена (n + 1)-у координа-
ту нуль, отримана точка буде особливою для
(n + 1)-вимiрної моделi. Що й потрiбно було
довести.

Таким чином, серед множини особливих
точок моделi (1) iснує пiдмножина точок з

декiлькома останнiми нульовими координа-
тами. Розглянемо особливу точку з k(k ≥ 2)
нульовими координатами n-вимiрної моделi.
Згiдно з теоремою 2 першi n−k власнi значе-
ння матрицi Якобi у цiй точцi вiдповiдають
власним значенням у точцi (n−k)-вимiрного
простору, утворенiй вiдкиданням останнiх k
координат точки, що розглядається. Iншi k
власнi значення обчислюються за формула-
ми (2), (3):

λ1 = an−kxn−k − 1

S0

n−k∑
j=1

(
aj−1xj−1xj − x2

j

)
,

λi = − 1

S0

n−k∑
j=1

(
aj−1xj−1xj − x2

j

)
, i = 2, k.

Рiзниця власних значень λ1−λi = an−kxn−k,
i = 2, k , додатня, оскiльки розглядається
лише невiд’ємна область фазового просто-
ру. Звiдси, можемо стверджувати, що вико-
нується нерiвнiсть λ1 ≥ λi . Таким чином,
якщо власне значення λ1 вiд’ємне, то й iн-
шi власнi значення λi також вiд’ємнi. Отже,
якщо особлива точка з останньою координа-
тою нуль (n− k + 1)-вимiрної моделi стiйка,
то i стiйка точка “нащадок” n-вимiрної моде-
лi. Отриманий результат запишемо у формi
теореми.

Теорема 4. Якщо особлива точка з оста-
ньою нульовою координатою n-вимiрної мо-
делi розiмкненого гiперциклу Ейгена стiй-
ка, то стiйка i точка “нащадок” моделi ви-
щої вимiрностi, причому промiжок параме-
трiв, при яких точка стiйка, не змiнює-
ться. У iншому випадку точка “нащадок”
нестiйка.

На основi даної теореми можемо сформу-
лювати наступне твердження.

Наслiдок 4.1. При збiльшеннi вимiрностi
n -вимiрної моделi розiмкненого гiперциклу
Ейгена на одиницю першi n − 1 умови змi-
ни стiйких станiв нової системи вiдповiд-
ають умовам початкової моделi.

Вiдмiтимо, що при переходi до моделей
бiльшої вимiрностi бiфуркацiї, якi iснують
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при розглядi лише невiд’ємної областi фазо-
вого простору i пов’язанi з набуттям стiйко-
стi особливими точками, зберiгаються.

Самоорганiзацiйнi процеси в екоси-
стемi. Розглянемо двовимiрну модель ро-
зiмкненого гiперциклу Ейгена. На фазово-
му портретi iснує шiсть стацiонарних то-
чок: (0, 0); (0, S0); (N, 0); (S0, 0); (N, a1N);(

S0+N
a1+2

, S0(a1+1)−N
a1+2

)
. Данi точки було дослi-

джено за допомогою прямого метода Ляпу-
нова. Промiжнi обчислення досить простi,
тому наводити їх не будемо. Результати по-
дано у формi таблицi 1.

Також визначено, що складними точками
типу сiдло-вузол є (0, 0) при будь-яких до-
датних значеннях параметрiв, (N, 0) — при
S0/N = 1, (N, a1N) — при S0/N = a1 + 1,
(S0, 0) — при S0/N = (a1 + 1)−1

З дослiдження бачимо, що при мало-
му розмiрi екологiчної нiшi в системi може
iснувати лише одна асоцiацiя. Якщо ((a1 +
1)−1)N < S0 < (a1 + 1)N , то в системi до-
статньо ресурсiв для iснування двох асоцiа-
цiй. При S0 > (a1 + 1)N бiогеоценоз також
складається з двох асоцiацiй, проте в систе-
мi iснує надлишок ресурсiв. Природньо роз-
глянути поведiнку системи при надлишку
ресурсiв та визначити механiзм залучення
нової асоцiацiї.

Табл. 1: Простi особливi точки
S0
N ∈ (0, (a1 + 1)−1) ((a1 + 1)−1, 1) (1, a1 + 1) (a1 + 1, +∞)

(0, S0) Нестiйкий вузол Нестiйкий вузол Нестiйкий вузол Нестiйкий вузол
(N, 0) Нестiйкий вузол Нестiйкий вузол Сiдло Сiдло
(S0, 0) Стiйкий вузол Сiдло Нестiйкий вузол Нестiйкий вузол(

S0+N
a1+2 , S0(a1+1)−N

a1+2

)
Сiдло Стiйкий вузол Стiйкий вузол Сiдло

(N, a1N) Сiдло Сiдло Сiдло Стiйкий вузол

Розглянемо трьохвимiрну модель розi-
мкненого гiперциклу Ейгена. В фазовому
просторi iснує одинадцять особливих то-
чок: P1 : (0, 0, 0); P2 : (N, 0, 0); P3 :
(N, a1N, 0); P4 : (N, a1N, a1a2N); P5 :
(S0, 0, 0); P6 : (0, S0, 0); P7 : (0, 0, S0); P8 :(

S0+N
a1+2

, S0(a1+1)−N
a1+2

, 0
)
; P9 :

(
S0+N

2
, 0, S0−N

2

)
;

P10 :
(
0, S0

a2+2
, S0(a2+1)

a2+2

)
; P11 :

(
S0+N(a2+2)

a1a2+a1+a2+3
;

(a1+1)S0+N(a1−1)
a1a2+a1+a2+3

, (a1a2+a2+1)S0−N(a1+a2+1)
a1a2+a1+a2+3

)
. Ви-

користовуючи теореми 1 i 2, а також дослi-
дження двовимiрного випадку легко пока-
зати, що т. P1 та т. P2 — складнi особли-
вi точки; т. P3 — сiдло з двома нестiйки-
ми многовидами, якщо S0

N
∈ (0, a1 + 1), та

з одним нестiйким многовидом, якщо S0

N
∈

(a1 + 1, +∞); т. P5 — стiйкий вузол, якщо
S0

N
∈ (0, (a1 + 1)−1), сiдло з одним нестiйким

многовидом, якщо S0

N
∈ ((a1 +1)−1, 1), та не-

стiйкий вузол, якщо S0

N
∈ (1, +∞); т. P6 —

нестiйкий вузол; т. P8 — стiйкий вузол, якщо
S0

N
∈ ((a1 +1)−1, (1+a1 +a2)(1+a2 +a1a2)

−1),
сiдло з одним нестiйким многовидом, якщо
S0

N
∈ (0, (a1 + 1)−1)

⋃
((1 + a1 + a2)(1 + a2 +

a1a2)
−1, 1 + a1), та з двома нестiйкими мно-

говидами, якщо S0

N
∈ (a1 + 1, +∞).

Спираючись на стандартну процедуру
методу Ляпунова, можна показати, що т.
P7 — нестiйкий вузол; т. P10 — сiдло з
двома нестiйкими многовидами; т. P9 —
сiдло з двома нестiйкими многовидами при{

S0

N
∈ ((1− a1)(1 + a1)

−1, 1) ∪ (1, +∞) ,
a1 ∈ (0, 1) ,

∪
{

S0

N
∈ (0, 1) ∪ (1, +∞) ,

a1 ∈ [1, +∞) ,
та з

одним нестiйким многовидом при{
S0

N
∈ (0, (1− a1)(1 + a1)

−1) ,
a1 ∈ (0, 1) ;

т. P11 —

стiйка особлива точка при

S0

N
∈ ((a1 +a2 +1)(1+a2 +a1a2)

−1, 1+a1 +
a1a2), нестiйка з двома нестiйкими многови-

дами при
{

S0

N
∈ (0, (1− a1)(a1 + 1)−1) ,

a1 ∈ (0, 1) ,
та одним нестiйким многовидом

при

{
S0

N
∈

(
1−a1

a1+1
, a1+a2+1

a2+a1a2+1

)
,

a1 ∈ (0, 1) ,
∪

{
S0

N
∈

(
0, a1+a2+1

a2+a1a2+1

)
,

a1 ∈ [1, +∞) ,
∪ S0

N
∈
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(a1 + a1a2 + 1, +∞).
Для дослiдження характеристичного рiв-

няння матрицi Якобi в т. P11 використано
правило Декарта[3]. Визначено, що т. P11 —
стiйка особлива точка при S0

N
∈ (1 + a1 +

a1a2, +∞) та нестiйка з одним нестiйким
многовидом при S0

N
∈ (0, 1 + a1 + a1a2).

a)

б)

Рис. 1: Занепад системи у випадку: а) обмежених
ресурсiв та б) надлишку ресурсiв

Iнтерпретуючи результати дослiдження
особливих точок трьохвимiрної моделi розi-
мкненого гiперциклу Ейгена, можна ствер-
джувати, що еволюцiя трьохвимiрної систе-

ми вiдбувається подiбно до еволюцiї двохви-
мiрної системи: при однакових значеннях
розмiру екологiчної нiшi S0 системi iснує ли-
ше одна асоцiацiя, а потiм включається дру-
га. Як вiдзначалось вище, якщо розмiр еко-
логiчної нiшi становить S0 > (a1 + 1)N , то в
двовимiрнiй системi iснує надлишок ресур-
сiв. Якщо системi притамане iснування де-
якої третьої асоцiацiї, то остання може бути
включена в систему. Проте з виконаного до-
слiдження трьохвимiрної моделi, можна по-
бачити, що третя асоцiацiя з’являється в си-
стемi дещо ранiше, нiж виникає надлишок
ресурсiв, а саме — при S0 > 1+a1+a2

1+a2+a1a2
N . На-

длишок ресурсiв в системi з трьома асоцiацi-
ями з’являється, якщо S0 > (1+a1 +a1a2)N ,
i ситема (бiогеоценоз) готова до залучення
нової асоцiацiї.

Тут ми спостегiраємо процес, названий
Г. Хакеном [9] самоорганiзацiєю через змiну
керуючого параметра. В ролi такого керую-
чого параметру, очевидно, виступає розмiр
екологiчної нiшi S0. При його повiльнiй змiн-
нi в певних критичних точках, якi вказанi
вище, система переходить в новi стани, що
вiдрiзняються структурою системи. Таким
чином, пiд впливом потоку енергiї та речо-
вини, що проходить через систему, остання
самоорганiзується у напрямку ускладнення
своєї структури.

З результатiв дослiдження особливих то-
чок можна помiтити: якщо справа вiд нульо-
вої координати особливої точки моделi розi-
мкненого гiперциклу Ейгена iснує ненульо-
ва координата, то така точка нестiйка при
будь-яких додатних значеннях параметрiв.
Згiдно з цим твердженням, якщо в еколо-
гiчнiй системi iснує деяка асоцiацiя, то iсну-
ють i асоцiацiї попередники. Вилучення яко-
їсь з асоцiацiй викликає дестабiлiзацiю си-
стеми. Знищення ж першої асоцiацiї при-
зводить до повної деградацiї системи як у
випадку обмежених ресурсiв (рисунок 1, а),
так i у випадку надлишку ресурсiв (рисунок
1, б). Слiд зазначити, що початок коорди-
нат є нестiйкою особливою точкою, тому по-
ява представникiв першої асоцiацiї запускає
механiзм вiдновлення системи (причому для
обох випадкiв цей механiзм однаковий).
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В даному випадку спостерiгається само-
органiзацiя системи через змiну кiлькостi
компонентiв, причому процес має деграда-
цiйний характер: вилучення компонента си-
стеми призводить до спрощення останньої.
Таким чином, структуру системи визначає
потiк iнформацiї, яку можна iнтерпретува-
ти як генофонд, що визначається асоцiацi-
ями. При цьому знищення асоцiацiї означає
не лише вилучення генетичного матерiалу, а
й руйнацiю iнформацiйних каналiв мiж асо-
цiацiями (механiзмiв обмiну речовиною та
енергiєю).

Висновок. В данiй роботi розгляну-
та модель розiмкненого гiперциклу Ейге-
на. Для багатовимiрного випадку показано
особливостi дослiдження стiйкостi особли-
вих точок. Визначено, що динамiка змiни
стiйких станiв на початкових етапах зберi-
гається зi зростанням вимiрностi моделi. Це
означає, що система бiльшої складностi про-
ходить той же шлях розвитку, що й система
меншої складностi.

На прикладi дво- та трьохвимiрної си-
стем розглянуто механiзм самоорганiзацiї
елементiв бiогеоценозу. Визначено, що в си-
стемi можливi два типи самоорганiзацiї: са-
моорганiзацiя через змiну керуючого пара-
метра та самоорганiзацiя системи через змi-
ну кiлькостi компонентiв. Перший тип має
еволюцiйний характер, другий - деградацiй-
ний, спрямований на стабiлiзацiю потоку iн-
формацiї. Таким чином, показано, що по-
тiк енегрiї та речовини є важливим, але не
визначальним в процесi еволюцiї системи.
При вiдсутностi необхiдного iнформацiйно-
го потоку з вiдповiднимим взаємозв’язка-
ми мiж елемантами неможливе ускладення
структури (й вiдповiдно еволюцiя) системи.
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