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МНОЖИНА НЕПОВНИХ СУМ ЧИСЛОВОГО РЯДУ З ОДНIЄЮ
НЕЛIНIЙНОЮ ВЛАСТИВIСТЮ ОДНОРIДНОСТI

Дослiджено тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множини E неповних сум збi-
жного знакододатного ряду a1 + a2 + ... + an + an+1 + ... = a1 + a2 + ... + an + rn, для якого
виконується умова однорiдностi (по n) rn = anan−1...an−k+1, ∀n ≥ k, де 2 ≤ k – фiксоване
натуральне число. Доведено, що арифметична сума E ⊕...⊕︸ ︷︷ ︸

s разiв

E скiнченної кiлькостi множин

E неповних сум є аномально фрактальною множиною.

The article is devoted to the investigation of metric, topological and fractal properties of the
set of subsums of a numerical series a1 + a2 + ... + an + an+1 + ... = a1 + a2 + ... + an + rn, which
satisfy the following condition of homogeneity: rn = anan−1...an−k+1, n ≥ k, where k is a fixed
integer number, k ≥ 2. It is proved that the arithmetic sum E ⊕...⊕︸ ︷︷ ︸

s times

E of an arbitrary number of

the sets E of subsums is an anomalously fractal.

1. Вступ. Розглядається збiжний знако-
додатний ряд

r0 =
∞∑

n=1

an = a1 + a2 + ... + an + rn. (1)

Нехай M – пiдмножина множини N нату-
ральних чисел, вираз

∑
n∈M⊂N

an називається

пiдрядом ряду (1), а його сума x = x(M) –
неповною сумою (пiдсумою) ряду (1). Оче-
видно, що

x(M) =
∞∑

n=1

anεn, де εn =

{
1, якщо n ∈ M ;
0, якщо n /∈ M.

Множину всiх неповних сум ряду (1) по-
значатимемо через E{an}, тобто

E{an} ≡
{

x : x =
∑
n∈M

an, M ∈ 2N

}
.

Усi частиннi суми Sn =
∑n

i=1 ai i зали-
шки rn даного ряду є його неповними сума-
ми. Очевидно, що E{an} ⊆ [0, r0].

Тополого-метричнi властивостi множин
неповних сум рядiв суттєво залежать вiд
їх швидкостi збiжностi. Наступнi три фа-
кти про множину E{an} неповних сум ряду

(1), у якого an ≥ an+1 для всiх n, встано-
вили С.Какея [4] в 1914 роцi (i незалежно
Г.Горнич [3] в 1941):

1) E{an} є досконалою множиною.
2) E{an} є скiнченним об’єднанням вiд-

рiзкiв тодi й лише тодi, коли an ≤ rn для
достатньо великих n. (E{an} – вiдрiзок тодi
й лише тодi, коли an ≤ rn для всiх n.)

3) Якщо an > rn для достатньо великих
n, то E{an} є гомеоморфною класичнiй мно-
жинi Кантора.

У тiй же роботi [4] С.Какея висунув при-
пущення, що при виконаннi умови an >
rn для нескiнченної кiлькостi n, множина
E{an} буде нiде не щiльною (а, отже, гомео-
морфною множинi Кантора). Перший кон-
трприклад навели в 1980 р. (без доведення)
А.Д. Вайнштейн i Б.З. Шапiро [7]. Незале-
жно, Ференс [1] навiв в 1984 р. iнший при-
клад (з доведенням). Простiший приклад
представили Дж. Ґутрi i Дж. Ньюман [2]:
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Для цього ряду, як i у прикладах iз ви-
ще наведених робiт, нерiвностi an > rn i
an ≤ rn виконуються нескiнченну кiлькiсть
разiв. Множина неповних сум ряду (2) мi-
стить вiдрiзок [3

4
, 1], але не є скiнченним об’-
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єднанням вiдрiзкiв. В цiй же роботi [2], ав-
тори сформулювали теорему, остаточно до-
вену в [5]:

Теорема 1. Множина E{an} неповних
сум збiжного знакододатного ряду (1) є
однiєю з наступних:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
2) гомеоморфною множинi Кантора;
3) гомеоморфною множинi T неповних

сум ряду (2).
Найбiльш загадковим є випадок, коли не-

рiвностi an ≤ rn i an > rn виконуються для
нескiнченної кiлькостi n. У такому разi мно-
жина неповних сум ряду може бути як нiде
не щiльною, так i може мiстити цiлi вiдрiзки.
Про це свiдчать приклади ряду (2) i ряду
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Множина неповних сум ряду (3) є нiде
не щiльною нуль-множиною Лебеґа, розмiр-
нiсть Гаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює

log4 (2 +
√

2) ≈ 0, 8858.

(результат, встановлений авторами).
На сьогоднi авторам невiдомi необхiднi

i достатнi умови нуль-мiрностi (у розумiн-
нi мiри Лебега), а також нiде не щiльностi
множини неповних сум ряду (1). Менш до-
слiдженими є фрактальнi властивостi мно-
жини E{an}, хоча для деяких класiв ря-
дiв це успiшно зроблено в [6], [8]-[14]. За-
дача обчислення мiри Лебеґа та розмiрно-
стi Гаусдорфа-Безиковича множини непов-
них сум ряду в загальнiй постановцi поки
що не пiддається розв’язанню, тому дослi-
дники її розв’зують для певних класiв.

у данiй роботi ми цiкавимось тополого-
метричними та фрактальними властиво-
стями множини неповних сум ряду (1), який
володiє властивiстю однорiдностi

rn = anan−1...an−k+1, ∀n ≥ k, (4)

де k – фiксоване натуральне число, k ≥ 2.
Його множину неповних сум позначатимемо
через E.

2. Аналiз умови однорiдностi. Бу-
демо казати, що ряд (1) володiє властивi-
стю однорiдностi (по n), якщо iснує цiле

невiд’ємне число g i функцiя f такi, що
rn∨f(an, an−1, an−2, ..., an−g+1) для всiх нату-
ральних n ≥ g, де символ ¿∨À означає один
iз знакiв: ¿>À, ¿<À, ¿≤À, ¿≥À, ¿=À.

Лема 1. Якщо a1, a2, ..., ak – додатнi
дiйснi числа, то k-параметрична послiдов-
нiсть

an+k =
an+k−1an+k−2...an

1 + an+k−1...an+1

, n = 1, 2, 3... (5)

є нескiнченно малою, а вiдповiдний їй ряд∑∞
n=1 an – збiжним.
Доведення. З рiвностi (5) маємо

qn ≡ an+k

an

=
an+k−1an+k−2...an+1

1 + an+k−1an+k−2...an+1

< 1.

Тому послiдовностi (akn−p)
∞
n=1, де p ∈

{0, 1, ..., k − 1}, є спадними. Бiльше того,
оскiльки an > an+k для всiх n ∈ N, то

an+k−1...an+1

1 + an+k−1...an+1

− an+2k−1...an+k+1

1 + an+2k−1...an+k+1

=

=
an+k−1...an+1 − an+2k−1...an+k−1

(1 + an+k−1...an+1)(1 + an+2k−1...an+k+1)
=

= qn − qn+k > 0,

тобто, спадними є i послiдовностi (qkn−p)
∞
n=1.

Тодi

ak(n+1)−p = ak−p

n∏
i=1

qki−p.

I тому

akn−p ≤ ak−pq
n−1
k−p → 0 (n →∞).

Отже, послiдовностi (akn−p)
∞
n=1 є нескiн-

ченно малими i такою є вся послiдовнiсть
(an). Таким чином, необхiдна умова збiжно-
стi ряду виконується. Оскiльки

∞∑
n=1

akn−p ≤ ak−p

∞∑
n=1

qn−1
k−p =

=
ak−p(1 + ak−p+1ak−p+2...a2k−p−1)

ak−p+1ak−p+2...a2k−p−1

,

то даний ряд збiгається.
Теорема 1. Для того, щоб ряд (1) задо-

вольняв умову однорiдностi (4), необхiдно i
достатньо, щоб для його членiв виконува-
лась рiвнiсть (5).
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Доведення. Необхiднiсть. Якщо ряд
збiжний i задовольняє умову однорiдностi
(4), то для всiх n ∈ N має мiсце система
{

an+k−1...an = rn+k−1 = an+k + an+k+1 + ... ,
an+k...an+1 = rn+k = an+k+1 + an+k+2 + ... .

Вiднявши вiд першої рiвностi другу, отри-
маємо:

an+k−1...an − an+k...an+1 = an+k, (6)

звiдки i випливає рiвнiсть (5).
Достатнiсть. Покажемо тепер, що з

умови (5) випливає умова (4). Оскiльки да-
ний ряд збiжний (див. лему 1), то з рiвно-
стi (5) маємо рiвнiсть (6). Врахувавши, що
an+k = rn+k−1 − rn+k, отримаємо

rn+k−1 − rn+k = an+k−1...an − an+k...an+1,

що рiвносильно

rn+k−1 − an+k−1an+k−2...an =

rn+k − an+k...an+1, n = 1, 2, 3, ... ,

звiдки

rn+k−1 − an+k−1...an+1 =

rn+k−1+l − an+k−1+lan+k−1+l = const

для всiх натуральних n i l. Оскiльки

lim
n→∞

(rn+k−1 − an+k−1an+k−2...an) =

= lim
n→∞

rn+k−1 − lim
n→∞

an+k−1an+k−2...an = 0,

то
rn − anan−1...an−k+1 = 0

або

rn = anan−1...an−k+1, ∀n ≥ k.

Достатнiсть i вся теорема доведенi.
Лема 2. Ряд (1), що задовольняє умову

однорiдностi (4), має суму

r0 = a1 + a2 + ...ak + a1a2...ak. (7)

Доведення. З рiвностi (4) маємо рiв-
нiсть

a1a2...ak = ak+1 + ak+2 + ak+3 + ... .

Додавши до обох її частин a1 + a2 + ... + ak,
отримаємо (7).

Лема 3. Для членiв ряду (1), що задо-
вольняє умову однорiдностi (4), мають мi-
сце рiвностi

lim
n→∞

an+1

an

= 0, (8)

lim
n→∞

an

qn
= 0, (9)

lim
n→∞

ann! = 0, (10)

де q – довiльне дiйсне число з (0, 1).
Доведення. Врахувавши збiжнiсть да-

ного ряду та рiвнiсть (4), маємо

an−k+1 =
rn

anan−1...an−k+2

=

=
an+1 + an+2 + an+3 + ...

anan−1...an−k+2

=
∞∑

m=1

an+m

anan−1...an−k+2

.

Останнiй ряд збiгається при кожному n ∈
N, а його сума разом з an−k+1 прямує до нуля
при n →∞, тобто

lim
n→∞

an−k+1 = lim
n→∞

(
an+1

anan−1...an−k+2

+

+
an+2

anan−1...an−k+2

+...+
an+m

anan−1...an−k+2

+...) = 0,

тому i

lim
n→∞

an+m

anan−1...an−k+2

= 0, m = 1, 2, 3, ...,

таким чином, рiвнiсть (8) доведено.
Оскiльки справедлива рiвнiсть (8), то

iснують n0 ∈ N та ε > 0 такi, що для всiх
n > n0 виконується нерiвнiсть an+1

an
< ε

або an+1 < εan. Нехай am+s < 1 для всiх
s = 0, 1, 2, .... Маємо нерiвностi

am+s < εam+s−1 < ε2am+s−2 < ... < εsam < εs.

Отже, am+s < εs або an < εn−m = 1
εm εn =

cεn, де s = n −m, c = const. Взявши ε < q,
отримаємо рiвнiсть (9).

Доведення рiвностi (10) проведемо для
випадку, коли в рiвностi (4) k = 2. З рiвно-
стi (8) випливає iснування такого номеру m,
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що для всiх n ≥ m має мiсце an+1 < an < 1.
Оцiнимо члени ряду:

am+2 =
am+1am

1 + am+1

< amam+1 < a2
m,

am+3 =
am+2am+1

1 + am+2

< am+2am+1 < a3
m,

am+4 =
am+3am+2

1 + am+3

< am+3am+2 < a3
ma2

m = a5
m,

am+5 =
am+4am+3

1 + am+4

< am+4am+3 < a8
m, ... .

Нескладно побачити, що показники сте-
пенiв uj+1 членiв a

uj+1
m , якими обмеженi чле-

ни am+j, утворюють класичну послiдовнiсть
Фiбоначчi iз загальним членом

uj =
1√
5

(
ϕj − ψj

)
=

=
1√
5

(
1− (

ψ

ϕ
)j

)
· ϕj → 1√

5
ϕj (j →∞),

де ϕ = 1+
√

5
2

, ψ = 1−√5
2

.
Отже, маємо

an = am+j < aϕn−m+1

n = pϕn

,

де p = aϕ1−m

m — деяке число з (0, 1).
Для доведення рiвностi (10) достатньо

показати, що lim
n→∞

(pϕn · n!) = 0. А це випли-
ває з того, що n! < nn при кожному n > 2 i
того, що lim

n→∞
(pϕn · nn) = 0 (бiльше того, ряд

з членом bn = pϕn · nn є збiжним).
Для доведення твердження у загально-

му випадку (k > 2 в рiвностi (4)) можна
пiти тим самим шляхом. Для членiв an да-
ного ряду з деякого номеру m виконується
нерiвнiсть an < a

vj
m , де j = n − m, (vj)

∞
j=1

– рекурентна послiдовнiсть, кожний член
якої дорiвнює сумi k попереднiх, тобто vj =
vj−1 + vj−2 + ... + vj−k для всiх j ≤ k. Для
членiв такої послiдовностi має мiсце асим-
птотична формула виду

vj ∼ c · θn,

де c, ϕ – сталi, c > 0, θ > ϕ.
Наслiдок 1. Для довiльного q ∈ (0, 1)

iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0

виконується нерiвнiсть an < qn.

3. Властивостi множини E. При ви-
вченнi властивостей множини E{an} непов-
них сум ряду (1) корисними є поняття ци-
лiндра та цилiндричного вiдрiзка.

Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cm) – фi-
ксований впорядкований набiр нулiв та оди-
ниць. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm

(ci ∈ {0, 1}) називається множина ∆′
c1...cm

,
яка мiстить всi неповнi суми ряду (1) виду

m∑
n=1

cnan +
∞∑

n=m+1

εnan, де εn ∈ {0, 1}.

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з осно-
вою c1c2...cm називається вiдрiзок

∆c1...cm = [inf ∆′
c1...cm

, sup ∆′
c1...cm

] =

=

[
m∑

n=1

cnan, rm +
m∑

n=1

cnan

]
.

З означень випливають наступнi власти-
востi цилiндричних множин.

1) ∆′
c1...cm

⊂ ∆c1...cm , inf ∆c1...cm =

= inf ∆′
c1...cm

, sup ∆c1...cm = sup ∆′
c1...cm

.

2) ∆′
c1...cm

= ∆′
c1...cm0 ∪∆′

c1...cm1.
3) Дiаметр цилiндра не залежить вiд його

основи, а лише вiд рангу:

d(∆′
c1...cm

) = |∆c1...cm| = rm → 0 (m →∞).

4) Для довiльної послiдовностi (cm) нулiв
та одиниць має мiсце

∞⋂
m=1

∆c1...cm =
∞⋂

m=1

∆′
c1...cm

≡ ∆c1...cm... =

=
∞∑

n=1

cnan = x ∈ E{an} ⊆ [0, r0].

5) Для кожного натурального m має мi-
сце включення

E{an} ⊂ Gm+1 ⊂ Gm, де Gm =
⋃

(c1...cm)

∆c1...cm .

6) E{an} = lim
m→∞

Gm =
∞⋂

m=1

⋃
(c1...cm)

∆c1...cm .
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Нагадаємо означення α−мiри Гаусдорфа i
розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича множи-
ни F ⊂ R1, якi бiльш тонко характеризують
¿масивнiстьÀ множин у випадку їх нуль-
мiрностi (у розумiннi мiри Лебеґа).

Означення 2. Нехай 0 < α — фiксова-
не дiйсне число, α–мiрною мiрою (α–мiрою)
Гаусдорфа множини F називається значен-
ня функцiї множини, визначенї рiвнiстю

Hα(F ) = lim
ε→0

mα
ε (F ) = sup

ε>0
mα

ε (F ), де

mα
ε (F ) = inf

|Fj |≤ε

{∑
j

|Fj|α
}

i точна нижня грань визначається за всемо-
жливими не бiльш нiж зчисленними покри-
ттями множини F вiдрiзками Fi, дiаметри
|Fi| яких не перевищують ε.

Невiд’ємне число

α0(F ) = sup {α : Hα(F ) = +∞} =

= inf {α : Hα(F ) = 0}
називається розмiрнiстю Гаусдорфа-
Безиковича множини F .

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича має
властивостi :

1) Якщо F1 ⊂ F2, то α0(F1) ≤ α0(F2);

2) α0

(⋃
i

Fi

)
= sup

i
α0(Fi).

Теорема 2. Множина E неповних сум
ряду (1), що задовольняє умову однорiдно-
стi (4), є нiде не щiльною множиною ну-
льової мiри Лебеґа i нульової розмiрнiстi
Гаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Розглянемо рiвнiсть (4).
Оскiльки an → 0 (n → ∞), то iснує номер
n0 ∈ N такий, що для всiх n > n0 виконую-
ться нерiвностi:

an−1 < 1, an−2 < 1, ..., an−k < 1,

а разом з ними i нерiвностi

an−1an−2...an−k < 1 та an > rn.

Тому, згiдно [4], множина E – нiде не щiльна.
Згiдно властивостей 3 i 5 цилiндричних

множин, множина E належить об’єднанню

2n цилiндричних вiдрiзкiв рангу n дiаметра
rn. Тому, враховуючи властивiсть 6, її мiра
Лебеґа

λ(E) ≤ lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2nanan−1...an−k.

За наслiдком 1

λ(E) ≤ lim
n→∞

2nqnqn−1...qn−k+1 =

= q−
k(k−1)

2 lim
n→∞

(2qk)n = 0,

де q – достатньо мале число, для якого 2qk <
1, отже, λ(E) = 0.

Для знаходження розмiрностi
Гаусдорфа-Безиковича множини E роз-
глянемо її ε-покриття цилiндричними
вiдрiзками рангу n, де ε = |∆c1...cn | = rn.
Тодi

mα
ε (E) ≤ 2n(rn)α = 2n(anan−1...an−k+1)

α <

< 2n(qnqn−1...qn−k+1)α = q−
αk(k−1)

2 (2qkα)n.

Оскiльки q є числом як завгодно малим,
то 2qkα < 1 i q−

αk(k−1)
2 (2qkα)n → 0 (n → ∞),

тому
Hα(E) = lim

ε→0
mα

ε (E) = 0

для довiльного α > 0. Отже, α0(E) = 0.
Теорему доведено.
Континуальнi множини, якi мають нульо-

ву розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича нази-
вають аномально фрактальними.

4. Арифметинi (векторнi) суми мно-
жин E неповних сум.

Означення 3. Арифметичною (вектор-
ною) сумою множин A i B називається мно-
жина

C = A⊕B = {x : x = a + b, a ∈ A, b ∈ B}.
Добре вiдомим є той факт, що арифмети-

чна сума двох класичних множин Кантора
C є вiдрiзком [0, 2], тобто C ⊕ C = [0, 2].

З’ясуємо, якою множиною буде арифме-
тична сума двох та довiльної скiченної кiль-
костi множин E неповних сум ряду (1), який
володiє властивiстю однорiдностi (4).

Нехай (E(j))s
j=1 – послiдовнiсть, яка скла-

дається з s ≥ 2 однакових множин E, тобто

(E, E, ..., E) ≡ (E(j))s
j=1.
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Розглянемо арифметичну суму:

Es =
s⊕

j=1

E(j).

Лема 4. Множина Es має вигляд

Es =

{
x : x =

∞∑
n=1

ηnan, ηn ∈ {0, 1, ..., s}
}

.

Доведення. Множина E(j) мiстить всi
суми виду

∞∑
n=1

ε(j)
n an,

де ε
(j)
n ∈ {0, 1}, а множина Es мiстить всi

суми виду
∞∑

n=1

s∑
j=1

ε(j)
n an =

∞∑
n=1

ηnan,

де ηn =
∑s

j=1 ε
(j)
n ∈ {0, 1, ..., s} ≡ As.

Для множини Es цилiндром рангу n з
основою d1d2...dn називатимемо множину
∆′

d1d2...dm
, яка мiстить всi суми виду

m∑
i=1

diai +
∞∑

i=m+1

ξiai, де ξi ∈ As

i (d1d2...dm) – фiксований впорядкований на-
бiр чисел з множини As.

Цилiндричним вiдрiзком рангу n з осно-
вою d1, d2, ..., dn назвемо вiдрiзок

∆d1d2...dm = [inf ∆′
d1d2...dm

, sup ∆′
d1d2...dm

] =

=

[
m∑

n=1

dnan, srm +
m∑

n=1

dnan

]
.

Легко бачити, що

∆′
d1d2...dm

= ∆′
d1d2...dm0 ∪ ... ∪∆′

d1d2...dms. (11)

Справедливими також є включення

Es ⊂ Um+1 ⊂ Um (∀m ∈ N)

i рiвнiсть

Es = lim
m→∞

∞⋂
m=1

Um, (12)

де Um =
⋃

(d1...dm)

∆d1...dm .

Теорема 3. Множина Es є аномально
фрактальною множиною.

Доведення. Згiдно рiвностей (11) та
(12), множина Es належить об’єднанню (s+
1)n iзометричних цилiндричних вiдрiзкiв
рангу n дiаметра srn i її мiра Лебега

λ(Es) ≤ lim
n→∞

(s(s + 1)nrn) =

= s lim
n→∞

((s + 1)nanan−1...an−k+1).

За наслiдком 1

λ(Es) ≤ s lim
n→∞

(s + 1)nqnqn−1...qn−k+1 =

= sq−
k(k−1)

2 lim
n→∞

(
(s + 1)qk

)n
= 0,

оскiльки (s + 1)qk < 1, q – достатньо мале.
Отже, λ(Es) = 0.

Зрозумiло, що континуальна множина Es

нульової мiри Лебега є нiде не щiльною.
Для знаходження розмiрностi

Гаусдорфа-Безиковича множини Es роз-
глянемо її ε-покриття цилiндричними
вiдрiзками рангу n, де ε = srn → 0 при
n → ∞. Для довiльного α > 0 i довiльного
n маємо

mα
ε (Es) = (s + 1)n(sanan−1...an−k+1)

α ≤
≤ (s + 1)n(sqn...qn−k+1)α =

=
(
sq

k(1−k)
2

)α

· ((s + 1)qkα
)n → 0 (n →∞).

Отже,

Hα(Es) = lim
ε→0

mα
ε (Es) = 0

для довiльного α > 0. Тому α0(Es) = 0 i
аномальну фрактальнiсть множини Es до-
ведено.
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