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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ПОВIЛЬНО ЗМIННИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З

НЕЛIНIЙНОСТЯМИ РIЗНОГО ТИПУ В ПРАВIЙ ЧАСТИНI
Встановлюються умови iснування та асимптотичнi зображення при t ↑ ω (ω ≤ +∞)

Pω(Y0, 0)– розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого порядку, що мiстять в правiй частинi
суму доданкiв з нелiнiйностями рiзного типу.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння другого порядку, умови iснування, асимптотичнi
зображення, повiльно змiннi розв’язки.

Existence conditions and asymptotic as t ↑ ω (ω ≤ +∞) representations are obtained for
Pω(Y0, 0)– solutions of second-order differential equations whose right-hand side contains a sum of
terms with nonlinearities of different types.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ =
m∑
i=1

αipi(t)φi(y), (1)

в якому αi ∈ {−1, 1} (i = 1,m), pi : [a, ω[→
]0,+∞[ (i = 1,m) – неперервнi функцiї,
−∞ < a < ω ≤ +∞; φi : ∆Y0 →]0,+∞[
(i = 1,m), де ∆Y0 - однобiчний окiл Y0, Y0
дорiвнює або нулю, або ±∞, є неперервними
функцiями при i = 1, l та двiчi неперервно
диференцiйовними при i = l + 1,m, причо-
му для кожного i ∈ {1, ..., l} при деякому
σi ∈ R виконуються умови

lim
y→Y0
y∈∆Y0

φi(λy)

φi(y)
= λσi (2)

для будь-якого λ > 0, а для кожного i ∈
{l + 1, ...,m} –

φ′
i(y) ̸= 0 при y ∈ ∆Y0 , (3)

lim
y→Y0
y∈∆Y0

φi(y) ∈ {0,+∞}, (4)

lim
y→Y0
y∈∆Y0

φ′′
i (y)φi(y)

φ′2
i (y)

= 1. (5)

Функцiї φi (i = 1, l), що задовольняють
умови (2), є правильно змiнними при y → Y0

функцiями порядкiв σi (i = 1, l) (див. мо-
нографiю Є. Сенети [18], Роздiл 1, §1, С.9).
Для них справедливi зображення виду

φi(y) =| y |σi Li(y) (i = 1, l), (6)

де Li (i = 1, l) – повiльно змiннi функцiї при
y → Y0, тобто такi, що

lim
y→Y0
y∈∆Y0

Li(λy)

Li(y)
= 1 для будь-якого λ > 0.

Iз умов (3), (4) та (5) безпосередньо ви-
пливають граничнi спiввiдношення

lim
y→Y0
y∈∆Y0

yφ′
i(y)

φi(y)
= ±∞ (i = l + 1,m), (7)

в силу яких при i ∈ {l + 1, ...,m} кожна з
функцiй φi та її похiдна першого порядку
є швидко змiнними при y → Y0 функцiями
(див. монографiю В. Марича [14], Роздiл 3,
§3.4, Леми 3.2, 3.3, С.91-92).

Означення 1. Розв’язок y рiвняння
(1) називається Pω(Y0, λ0) – розв’язком, де
−∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на
промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє на-
ступнi умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, (8)
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lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0,
або ±∞,

(9)

lim
t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0. (10)

Такого виду розв’язки дослiджувалися в
роботi В.А. Касьянової [11] у випадку, ко-
ли всi нелiнiйностi в правiй частинi рiвня-
ння (1) є правильно змiнними при y → Y0
функцiями, та в роботах В.М. Євтухова i
А.Г. Черникової [7-9] для двочленного ди-
ференцiального рiвняння другого порядку зi
швидко змiнною нелiнiйнiстю в правiй ча-
стинi. Двочленнi диференцiальнi рiвняння з
правильно змiнною нелiнiйнiстю вивчалися
в [12, 15-17, 19]. У роботах [3-6] були отри-
манi необхiднi та достатнi умови iснування,
а також асимптотичнi при t ↑ ω зображення
Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв рiвняння (1) у випад-
ках, коли λ0 ∈ R \ {0, 1} та λ0 = 1. У [13]
дослiджувався випадок, коли λ0 = 0 i в пра-
вiй частинi рiвняння (1) головним є доданок
з правильно змiнною нелiнiйнiстю.

Метою цiєї роботи є встановлення необхi-
дних та достатнiх умов iснування Pω(Y0, 0)
– розв’язкiв y диференцiального рiвняння
(1), а також асимптотичних при t ↑ ω зо-
бражень для таких розв’язкiв та їх похiдних
першого порядку у випадку, коли для деяко-
го s ∈ {l + 1, ...,m}

lim
t↑ω

pi(t)φi(y(t))

ps(t)φs(y(t))
= 0 (11)

при i ∈ {1, ...,m} \ {s}, тобто коли на ко-
жному такому розв’язку рiвняння (1) пра-
ва частина рiвняння еквiвалентна при t ↑ ω
одному доданку зi швидко змiнною нелiнiй-
нiстю.

При вивченнi Pω(Y0, 0) – розв’язкiв дифе-
ренцiального рiвняння (1) знадобиться одне
допомiжне твердження про їх апрiорнi асим-
птотичнi властивостi.

Введемо функцiю πω : [a, ω[−→ R, вважа-
ючи, що

πω(t) =

{
t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

Для кожного Pω(Y0, 0) – розв’язку дифе-

ренцiального рiвняння (1)

lim
t↑ω

πω(t)y
′(t)

y(t)
= 0 (12)

i у випадку iснування (скiнченої або рiвної
±∞) lim

t↑ω
πω(t)y′′(t)
y′(t)

lim
t↑ω

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
= −1. (13)

Справедливiсть цього твердження безпо-
середньо випливає iз роботи В.М. Євтухова
[2] (див. наслiдок 10.1).

В подальшому будемо вважати, що

∆Y0 = ∆Y0(b),

де ∆Y0(b) = [b, Y0[, якщо ∆Y0 - лiвий окiл Y0
i ∆Y0(b) =]Y0, b], якщо ∆Y0 - правий окiл Y0.
Число b при цьому задовольняє нерiвностi

|b| < 1 при Y0 = 0,

b > 1 при Y0 = +∞,

b < −1 при Y0 = −∞.

У роботi В.М. Євтухова i А.Г. Черникової
[9], використовуючи результати iз моногра-
фiї N.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels
[1] (Роздiл 3, п.3.10, стор. 178), було пока-
зано, що двiчi неперервно диференцiйовна
функцiя f : ∆Y0(b) →]0,+∞[, що задоволь-
няє умови

f ′(y) ̸= 0 при y ∈ ∆Y0(b),

lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

f(y) = Z0 ∈ {0,+∞},

lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

f ′′(y)f(y)

f ′2(y)
= 1

належить так званому класу ΓY0(Z0), який
був отриманий шляхом розширення класу
Γ, введеному Л. Ханом (див., наприклад, [1],
Роздiл 3, п.3.10, стор.175). При цьому були
вказанi властивостi таких функцiй, якi бу-
дуть використанi в подальшому.

Введемо два числа

ν0 = signb,

ν1 =

{
1, якщо ∆Y0(b) = [b, Y0[,
−1, якщо ∆Y0(b) =]Y0, b].
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Враховуючи означення Pω(Y0, λ0) – розв’яз-
ку диференцiального рiвняння (1), заува-
жимо, що числа ν0 та ν1 визначають зна-
ки будь-якого Pω(Y0, λ0) – розв’язку та його
першої похiдної (вiдповiдно) в деякому лiво-
му околi ω. При цьому зрозумiло, що умови

ν0ν1 = −1, якщо Y0 = 0,

ν0ν1 = 1, якщо Y0 = ±∞
є необхiдними для iснування Pω(Y0, λ0) –
розв’язкiв. якщо ж для таких розв’язкiв рiв-
няння (1), крiм того, виконуються умови
(11), то signy′′(t) = αs в деякому лiвому око-
лi ω i при цьому

ν1αs = −1, якщо lim
t↑ω

y′(t) = 0,

ν1αs = 1, якщо lim
t↑ω

y′(t) = ±∞.

Покладемо при s ∈ {l + 1, ...,m}

µs = signφ′
s(y),

Hs(y) =

y∫
Bs

du

φs(u)
,

де

Bs =


b, якщо

Y0∫
b

dy
φs(y)

= ±∞,

Y0, якщо
Y0∫
b

dy
φs(y)

= const.

Так як H ′
s(y) =

1
φs(y)

> 0 при y ∈ ∆Y0(b),
то Hs зростає на ∆Y0(b) та iснує обернена
функцiя H−1

s : ∆Zs(cs) → ∆Y0(b), де в силу
(4) та зростання H−1

s

Zs = lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

Hs(y) =

{
або 0,
або +∞,

(14)

∆Zs(cs) =

{
[cs, Zs[, якщо ∆Y0(b) = [b, Y0[,
]Zs, cs], якщо ∆Y0(b) =]Y0, b],

cs = Hs(b).

В силу правила Лопiталя у формi Штоль-
ця та умови (5)

lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

Hs(y)
1

φ′
s(y)

= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

1
φs(y)

− φ′′
s (y)

φ′2
s (y)

=

= − lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

φ′2
s (y)

φ′′
s(y)φs(y)

= −1.

Отже

Hs(y) ∼ − 1

φ′
s(y)

при y → Y0 (15)

i

signHs(y) = −µs при y ∈ ∆Y0(b). (16)

Iз (15) також випливає, що

H ′
s(y)

Hs(y)
∼ −φ

′
s(y)

φs(y)
при y → Y0, (17)

H ′′
s (y)Hs(y)

H ′2
s (y)

∼ 1 при y → Y0. (18)

Таким чином, функцiя Hs належить кла-
су ΓY0(Zs) i згiдно з лемою 2.5 iз работи В.М.
Євтухова i А.Г. Черникової [9] в якостi до-
повнючої функцiї для Hs може бути обрана
одна iз еквiвалентних функцiй

H ′
s(y)

H ′′
s (y)

∼ Hs(y)

H ′
s(y)

∼ −φs(y)
φ′
s(y)

при y → Y0.

Так як

lim
z→Zs

z(φs(H
−1
s (z)))′

φs(H−1
s (z))

= −1,

lim
z→Zs

z(φ′
s(H

−1
i (z)))′

φ′
s(H

−1
s (z))

= −1,

то функцiї φs(H−1
s (z)) i φ′

s(H
−1
s (z)) є пра-

вильно змiнними функцiями порядку -1 при
z → Zs.

В подальшому знадобляться також по-
значення

Js(t) =

t∫
As

πω(τ)p0s(τ)dτ,

Jφs(t) =

t∫
Aφs

p0s(τ)φs(H
−1
s (−αsJs(τ)))dτ,

в яких As, Aφs ∈ {a, ω} i обираються насту-
пним чином

As = a, якщо
ω∫
a

πω(τ)p0s(τ)dτ = ±∞,
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As = ω, якщо
ω∫
a

πω(τ)p0s(τ)dτ < +∞,

Aφs = a, якщо
ω∫

tφs

p0s(τ)φs(H
−1
s (−αsJs(τ)))dτ = ±∞,

Aφs = ω, якщо
ω∫

tφs

p0s(τ)φs(H
−1
s (−αsJs(τ)))dτ < +∞,

tφs ∈ [a, ω[.

Введемо також функцiї

Gs(t) =
yφ′

s(y)

φs(y)

∣∣∣∣∣
y=H−1

s (−αsJs(t))

,

Φs(t) =
y
(
φ′
s(y)
φs(y)

)′
φ′
s(y)
φs(y)

∣∣∣∣∣
y=H−1

s (−αsJs(t))

.

В цих позначеннях p0s : [a, ω[→]0,+∞[ – не-
перервна функцiя, така, що p0s(t) ∼ ps(t)
при t ↑ ω.

Теорема 1. Нехай для деякого s ∈ {l +
1, ...,m} функцiя ps зображена у виглядi

ps(t) = p0s(t)[1 + rs(t)], (19)

де
lim
t↑ω

rs(t) = 0, (20)

p0s : [a, ω[→]0,+∞[ – неперервно диференцi-
йовна функцiя, rs : [a, ω[→] − 1,+∞[ – не-
перервна функцiя, iснує скiнчена або рiвна
±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)J
′
φs
(t)

Jφs(t)

i для будь-якого i ∈ {l + 1, ...,m} виконує-
ться умова

φs(y)φ
′
i(y)

φ′
s(y)φi(y)

= O(1) при y → Y0. (21)

Тодi для iснування у диференцiального рiв-
няння (1) Pω(Y0, 0) – розв’язкiв, якi задо-
вольняють при i ∈ {1, ...,m} \ {s} умови

(11), необхiдно, щоб виконувались нерiвно-
стi

αsν1πω(t) < 0 при t ∈]a, ω[, (22)

αsµsJs(t) > 0 при t ∈]a, ω[ (23)
та граничнi спiввiдношення

−αs lim
t↑ω

Js(t) = Zs, (24)

lim
t↑ω

πω(t)J
′
φs
(t)

Jφs(t)
= −1, (25)

lim
t↑ω

π2
ω(t)p0s(t)φs(H

−1
s (−αsJs(t)))

H−1
s (−αsJs(t))

= 0, (26)

lim
t↑ω

pi(t)φi(H
−1
s (−αsJs(t)))

ps(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))

= 0 (27)

при будь-якому i ∈ {1, ...,m} \ {s}. Бiльш
того, для кожного такого розв’язку мають
мiсце асимптотичнi при t ↑ ω зображення

y(t) = H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

o(1)

Gs(t)

]
, (28)

y′(t) = −αsπω(t)p0s(t)×
×φs(H−1

s (−αsJs(t)))[1 + o(1)]. (29)

Доведення. Нехай y : [t0, ω[→ R – до-
вiльний Pω(Y0, 0)– розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння (1), який задовольняє при де-
якому s ∈ {l + 1, ...,m} умови (11). Тодi в
силу (1), (11) i (19)

y′′(t) ∼ αsp0s(t)φs(y(t)) при t ↑ ω, (30)

звiдки зрозумiло, що

signy′′(t) = αs.

Iз (13), враховуючи останню рiвнiсть, випли-
ває справедливiсть нерiвностi (22). Крiм то-
го, має мiсце спiввiдношення

y′′(t) ∼ − y′(t)

πω(t)
при t ↑ ω,

в силу якого iз (30) випливає, що при t ↑ ω

y′(t)

φs(y(t))
= −αsπω(t)p0s(t)[1 + o(1)]. (31)
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Iнтегруючи спiввiдношення (31) на промiж-
ку вiд t0 до t, отримаємо

y(t)∫
y(t0)

du

φs(u)
= −αs

t∫
t0

πω(τ)p0s(τ)[1 + o(1)] dτ

при t ↑ ω. Оскiльки згiдно з означенням
Pω(Y0, 0)–розв’язку y(t) → Y0 при t ↑ ω, то
звiдси випливає, що невласнi iнтеграли

Y0∫
y(t0)

du

φs(u)
i

ω∫
t0

πω(τ)p0s(τ) dτ

збiгаються або розбiгаються разом. Зважа-
ючи на цей факт та на правило вибору гра-
ниць iнтегрування As та Bs в ранiше введе-
них функцiях Js iHs, встановлене вище спiв-
вiдношення може бути записане у виглядi

Hs(y(t)) = −αsJs(t)[1+o(1)] при t ↑ ω, (32)

звiдки, враховуючи властивостi (14) i (15)
функцiї Hs, випливає справедливiсть нерiв-
ностi (23) i умови (24). Крiм того, iз (32) зна-
ходимо, що при t ↑ ω

y(t) = H−1
s (−αsJs(t)[1 + o(1)]). (33)

Так як виконується умова (24), функцiя
H−1
s (z) є повiльно змiнною, а φs(H

−1
s (z)) –

правильно змiнною порядку -1 при z →
Zs, то згiдно з теоремою про рiвномiрну
збiжнiсть для повiльно змiнних функцiй
(див., наприклад, монографiю Є. Сенети
[11], стор.3)

H−1
s (−αsJs(t)[1 + o(1)]) =

= H−1
s (−αsJs(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω,
φs(H

−1
s (−αsJs(t)[1 + o(1)])) =

= φs(H
−1
s (−αsJs(t)))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Зважаючи на цi формули i (33) iз (31) та (30)
випливає справедливiсть (29) та асимптоти-
чних при t ↑ ω спiввiдношень

y(t) ∼ H−1
s (−αsJs(t)), (34)

y′′(t) ∼ αsp0s(t)φs(H
−1
s (−αsJs(t))). (35)

Iнтегруючи останню з них на промiжку вiд
tφs до t, де tφs ∈ [t0, ω[ обрано таким,

щоб −αsJs(t) ∈ ∆Zs(cs) при t ∈ [tφs , ω[,
отримаємо, враховуючи ознаення Pω(Y0, 0)–
розв’язку, спiввiдношення виду

y′(t) = αsJφs(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Звiдси та iз (29) випливає умова (25).
Справедливiсть зображення (28) безпосе-

редньо випливає iз (33) i леми 2.3 iз роботи
В.М. Євтухова i А.Г. Черникової [9], якщо
врахувати, що Hs ∈ ΓY0(Zs) з доповнюючою
функцiєю gs(y) = −φs(y)

φ′
s(y)

.

В силу сформульованих ранiше апрiор-
них властивостей Pω(Y0, 0)– розв’язкiв має-
мо

lim
t↑ω

π2
ω(t)y

′′(t)

y(t)
=

= lim
t↑ω

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
· πω(t)y

′(t)

y(t)
= 0 · (−1) = 0.

Зважаючи на цю границю та на асимптоти-
чнi спiввiдношення (34) i (35), безпосередньо
випливає справедливiсть умови (26).

Функцiї φi (i = 1, l) є правильно змiн-
ними при y → Y0. H−1

s є повiльно змiн-
ною при z → Zs, як обернена до швид-
ко змiнної функцiї Hs. Крiм того, функцiя
z(t) = −αsJs(t)[1 + o(1)], враховуючи (24)
i той факт, що −αsJs(t) ∈ ∆Zs(cs) при t ∈
[tφs , ω[, така, що iснує t1 ∈ [tφs , ω[, для якого
limt↑ω z(t) = Zs i z(t) ∈ ∆Zs(cs) при t ∈ [t1, ω[.
Отже, маємо

φi(H
−1
s (−αsJs(t)[1 + o(1)])) =

= φi(H
−1
s (−αsJs(t))[1 + o(1)] (36)

при t ↑ ω (i = 1, l). Якщо ж i ∈ {l +
1, ...,m} \ {s}, то кожна iз функцiй φi за-
довольняє умови леми 2.5 iз роботи В.М.
Євтухова i А.Г. Черникової [9] i у яко-
стi їх доповнюючих функцiй можуть бути
обранi вiдповiдно функцiї gi(y) = φi(y)

φ′
i(y)

. То-
дi, згiдно з цiєю лемою, враховуючи умо-
ви lim

t↑ω
H−1
s (−αsJs(t)) = Y0, H−1

s (−αsJs(t)) ∈
∆Y0(b) при t ∈ [t1, ω[ i (21), отримаємо

lim
t↑ω

φi

(
H−1
s (−αsJs(t)) + φs(H

−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

o(1)
)

φi(H−1
s (−αsJs(t)))

=
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= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

φi

(
y + gi(y)

φ′
i(y)φs(y)

φi(y)φ′
s(y)

o(1)
)

φi(y)
=

= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

φi

(
y + gi(y)O(1)o(1)

)
φi(y)

=

= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

φi

(
y + gi(y)o(1)

)
φi(y)

= 1.

Тому при i ∈ {l + 1, ...,m} \ {s}

φi

(
H−1
s (−αsJs(t)) + φs(H

−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

o(1)
)
=

= φi(H
−1
s (−αsJs(t)))[1 + o(1)] при t ↑ ω,

звiдки, зважаючи на (7) i (28), маємо

φi(H
−1
s (−αsJs(t)[1 + o(1)])) =

= φi(H
−1
s (−αsJs(t)))[1 + o(1)] (37)

при t ↑ ω (i = l + 1,m).
Iз (28), (36) i (37) маємо

lim
t↑ω

pi(t)φi(y(t))

ps(t)φs(y(t))
=

= lim
t↑ω

pi(t)φi(H
−1
s (−αsJs(t)))[1 + o(1)]

ps(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))[1 + o(1)]

=

= lim
t↑ω

pi(t)φi(H
−1
s (−αsJs(t)))

ps(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))

(i = 1,m).

Iз останньої рiвностi та (11) випливає спра-
ведливiсть умов (27). Теорема доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови
(19)-(27) i

lim
t↑ω

πω(t)J
′
s(t)

Js(t)
= γs, де γs ∈ R. (38)

Тодi: 1) якщо γs > 0 або γs = 0 i αsµs = 1, то
рiвняння (1) має однопараметричну сiм’ю
Pω(Y0, 0)– розв’язкiв, якi допускають при
t ↑ ω асимптотичнi зображення (28), (29);
2) якщо γs < 0 або γs = 0 i αsµs = −1,
то при ω < +∞ рiвняння (1) має двопа-
раметричну сiм’ю Pω(Y0, 0)– розв’язкiв, якi
допускають асимптотичнi при t ↑ ω зобра-
ження (28), (29), а при ω = +∞ – щонай-
менш один такий розв’язок.

Доведення. Враховуючи (14), (15), (16),
(23) i (24), пiдберемо число tφs ∈ [a, ω[ так,
щоб −αsJs(t) ∈ ∆Zs(cs) при t ∈ [tφs , ω[. При
такому виборi tφs на промiжку [tφs , ω[ визна-
чена функцiя Jφs , а також функцiї

H−1
s (−αsJs(t)), φs(H

−1
s (−αsJs(t))),

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t))),

причому

lim
t↑ω

H−1
s (−αsJs(t)) = Y0 (39)

i в силу (7)

lim
t↑ω

Gs(t) = ±∞. (40)

Застосовуючи до рiвняння (1) перетворення

y(t) = H−1
s (−αsJs(t))

[
1 + y1(t)

Gs(t)

]
,

y′(t) = αsJφs(t)[1 + y2(t)],
(41)

отримаємо систему диференцiальних рiв-
нянь{

y′1 = h1(t)[1 + q1(t)− q2(t)y1 + q1(t)y2],
y′2 = h2(t)[y1 − y2 +R(t, y1) + f(t, y1)],

(42)
в якiй

h1(t) = αsπω(t)p0s(t)φ
′
s(H

−1
s (−αsJs(t))),

h2(t) =
J ′
φs
(t)

Jφs(t)
, q1(t) =

Jφs(t)

πω(t)J ′
φs
(t)
,

q2(t) =

(
φ′
s(y)
φs(y)

)′
(
φ′
s(y)
φs(y)

)2
∣∣∣∣∣
y=H−1

s (−αsJs(t))

,

f(t, y1) = (1 + y1 +R(t, y1))×
×(R1(t, y1) + rs(t)(1 +R1(t, y1))),

R(t, y1) =
φs(Y (t, y1))

φs(H−1
s (−αsJs(t)))

− 1− y1,

R1(t, y1) =
m∑
i=1
i̸=s

pi(t)φi(Y (t, y1))

ps(t)φs(Y (t, y1))
,

Y (t, y1) = H−1
s (−αsJs(t))+

+
φs(H

−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

y1.
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Функцiя R(t, y1) така, що для будь-якого
ε > 0 iснують δ ∈]0, 1[ i t1 ∈ [tφs , ω[ такi, що

|R(t, y1)| ≤ (1 + ε)|y1|2

при t ∈ [t1, ω[ i y1 ∈ D1δ, де

y1 ∈ D1δ = {y1 : |y1| ≤ δ}.

Обираючи довiльним чином число ε >
0, далi систему рiвнянь (42) розглянемо на
множинi

Ω = [t1, ω[×D1δ ×D2δ,

де
Diδ = {yi : |yi| ≤ δ} (i = 1, 2).

Покажемо, що функцiя R1(t, y1) така, що

lim
t↑ω

R1(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.

Так як функцiї φi при i ∈ {1, ..., l} є пра-
вильно змiнними при y → Y0 (y ∈ ∆Y0(b))
порядкiв σi, то в силу зображень (6), вра-
ховуючи властивостi повiльно змiнних фун-
кцiй i умови (40), маємо

φi(Y (t, y1)) =

= φi

(
H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

y1
Gs(t)

])
=

=

∣∣∣∣∣H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

y1
Gs(t)

] ∣∣∣∣∣
σi

×

×Li

(
H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

y1
Gs(t)

])
=

=

∣∣∣∣∣H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

y1
Gs(t)

] ∣∣∣∣∣
σi

×

×Li(H−1
s (−αsJs(t)))(1 + ri(t, y1)) =

= φi(H
−1
s (−αsJs(t)))

[
1 +

y1
Gs(t)

]σi
×

×(1 + ri(t, y1)), (i = 1, l)

де функцiї ri(t, y1) такi, що

lim
t↑ω

ri(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.

Оскiльки функцiя φs належить класу
ΓY0(Zs) i в якостi її доповнюючої функцiї мо-
же бути обрана функцiя gs(y) = φs(y)

φ′
s(y)

, то з

леми 2.3 iз роботи В.М. Євтухова i А.Г. Чер-
никової [9] отримаємо

lim
t↑ω

φs

(
H−1
s (−αsJs(t)) + φs(H

−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

y1

)
φs(H−1

s (−αsJs(t)))
=

= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

φs

(
y + φs(y)

φ′
s(y)

· y1
)

φs(y)
= ey1 .

Тому
φs(Y (t, y1)) =

φs

(
H−1
s (−αsJs(t)) +

φs(H
−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

y1

)
=

= ey1φs(H
−1
s (−αsJs(t)))[1 + rs(t, y1)]

при t ↑ ω, де функцiя rs(t, y1) така, що

lim
t↑ω

rs(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.

В силу вищесказаного i (27) маємо

lim
t↑ω

l∑
i=1

pi(t)φi(Y (t, y1))

ps(t)φs(Y (t, y1))
= 0 (43)

рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.
Якщо ж i ∈ {l + 1, ...,m} \ {s}, то в силу

виконання умов (21) для будь-якого Ci > 1
iснує t2i ∈ [t1, ω[ таке, що при t ∈ [t2i, ω[, зва-
жаючи на монотоннiсть функцiї φi на про-
мiжку ∆Y0(b)

φi

(
H−1
s (−αsJs(t))−

φi(H−1
s (−αsJs(t)))

φ′
i(H

−1
s (−αsJs(t)))

Ci|y1|
)

≤

≤ φi

(
H−1
s (−αsJs(t)) +

φs(H−1
s (−αsJs(t)))

φ′
s(H−1

s (−αsJs(t)))
y1

)
≤

≤ φi

(
H−1
s (−αsJs(t)) +

φi(H−1
s (−αsJs(t)))

φ′
i(H

−1
s (−αsJs(t)))

Ci|y1|
)
.

Так як функцiя φi при i ∈ {l + 1, ...,m}
належить класу ΓY0(Zi) i має доповнюю-
чу функцiю виду gi(y) = φi(y)

φ′
i(y)

, то, перехо-
дячи в останнiй нерiвностi до границi при
t ↑ ω, враховуючи властивостi функцiй iз
класу ΓY0(Zi) (див. роботу В.М. Євтухова,
А.Г. Черникової [9]), отримаємо

e−Ci|y1| lim
t↑ω

φi
(
H−1
s (−αsJs(t))

)
≤

≤ lim
t↑ω

φi(Y (t, y1)) ≤

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4. 95



≤ eCi|y1| lim
t↑ω

φi
(
H−1
s (−αsJs(t))

)
.

В силу останньої нерiвностi та ранiше запи-
саного зображення функцiї φs(Y (t, y1)) для
кожного i ∈ {l + 1, ...,m} \ {s} маємо

lim
t↑ω

pi(t)e
−Ci|y1|φi (H

−1
s (−αsJs(t)))

ps(t)ey1φs (H−1
s (−αsJs(t))) (1 + rs(t, y1))

≤

≤ lim
t↑ω

pi(t)φi(Y (t, y1))

ps(t)φs(Y (t, y1))
≤

≤ lim
t↑ω

pi(t)e
Ci|y1|φi (H

−1
s (−αsJs(t)))

ps(t)ey1φs (H−1
s (−αsJs(t))) (1 + rs(t, y1))

,

звiдки, зважаючи на (27), випливає, що

lim
t↑ω

m∑
i=l+1
i̸=s

pi(t)φi(Y (t, y1))

ps(t)φs(Y (t, y1))
= 0

рiвномiрно за y1 ∈ D1δ. Iз останнього спiв-
вiдношення i (43) маємо, що

lim
t↑ω

R1(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.

В силу (25), рiвностi

φ′′
s(y)φs(y)

φ′2
s (y)

=

(
φ′
s(y)
φs(y)

)′
(
φ′
s(y)
φs(y)

)2 + 1

i умови (5), а також (39)

lim
t↑ω

q1(t) = −1, lim
t↑ω

q2(t) = 0. (44)

Крiм того, з використанням (15) i (25), має-
мо

h1(t)

h2(t)
=
αsπω(t)Jφs(t)φ

′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

φs(H−1
s (−αsJs(t)))

∼

∼ πω(t)Jφs(t)

Js(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))

∼ J ′
s(t)

Js(t)
· Jφs(t)

J ′
φs
(t)

∼

∼ −πω(t)J
′
s(t)

Js(t)
при t ↑ ω.

Таким чином, враховуючи (38),

h1(t)

h2(t)
∼ −γs при t ↑ ω. (45)

Тепер розглянемо окремо випадки, коли
γs ̸= 0, i коли γs = 0.

Для початку припустимо, що γs ̸= 0. У
цьому випадку систему (42) запишемо у ви-
глядi

y′1 = h2(t)
[
(1 + q1(t))

h1(t)
h2(t)

− q2(t)
h1(t)
h2(t)

y1+

+q1(t)
h1(t)
h2(t)

y2

]
,

y′2 = h2(t)[y1 − y2 +R(t, y1) + f(t, y1)].

Тут, в силу умов (44) i (45)

lim
t↑ω

(1 + q1(t))
h1(t)

h2(t)
= 0,

lim
t↑ω

q1(t)
h1(t)

h2(t)
= γs, lim

t↑ω
q2(t)

h1(t)

h2(t)
= 0.

Тому ця система рiвнянь має вид{
y′1 = h2(t)[F (t, y1, y2) + γsy2]
y′2 = h2(t)[y1 − y2 +R(t, y1) + f(t, y1)],

(46)
де функцiя F така, що

lim
t↑ω

F (t, y1, y2) = 0

рiвномiрно за y1, y2 ∈ [−δ, δ].
Характеристичне рiвняння матрицi кое-

фiцiєнтiв, що стоять в квадратних дужках
системи при y1 та y2, виглядає наступним
чином

λ2 + λ− γs = 0.

Це рiвняння при γs > 0 має один додатнiй
корiнь та один вiд’ємний, а при γs < 0 – два
кореня з вiд’ємною дiйсною частиною. Крiм
того, враховуючи вид функцiї Jφs i (25), ма-
ємо, що при t ↑ ω∫ t

t0

h2(τ) dτ = ln |Jφs(τ)|
∣∣∣t
t0
→ ±∞ (47)

i при t ∈ [t0, ω[

signh2(t) = −signπω(t). (48)

Крiм того, в силу ранiше вказаних властиво-
стей функцiй R, R1 та формули (20), маємо

lim
y1→0

R(t, y1)

|y1|
= 0 (49)

рiвномiрно за t ∈ [t0, ω[,

lim
t↑ω

f(t, y1) = 0 (50)
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рiвномiрно за y1 ∈ D1δ.
Тим самим показано, що для системи ди-

ференцiальних рiвнянь (46) виконуються всi
умови теореми 2.2 iз роботи В.М. Євтухова,
А.М. Самойленка [10]. Згiдно з цiєю теоре-
мою система рiвнянь (46) має щонайменш
один розв’язок (y1, y2) : [t∗, ω[→ R2 (t∗ ∈
[t0, ω[), який прямує до нуля при t ↑ ω, при-
чому при γs > 0 iснує однопараметрична
сiм’я таких розв’язкiв, а при γs < 0 i ω <
+∞ – двопараметрична сiм’я розв’язкiв, що
прямують до нуля при t ↑ ω. Кожному iз
них в силу замiни (41) вiдповiдає розв’язок
y : [t∗, ω[→ R (t∗ ∈ [a, ω[) диференцiального
рiвняння (1), який припускає асимптотичнi
зображення (28), (29), причому з використа-
нням умов (23)-(25) легко впевнитись у то-
му, що вони є Pω(Y0, 0) – розв’язками.

Таким чином, справедливiсть теореми 2
при γs ̸= 0 встановлена.

Припустимо тепер, що γs = 0. У цьому
випадку, в силу асимптотичного спiввiдно-
шення (45), умови (25) i нерiвностi (23), ма-
ємо

lim
t↑ω

h1(t)

h2(t)
= 0, (51)∫ t

t0

h1(τ) dτ → ±∞ при t ↑ ω, (52)

signh1(t) = αsµssignπω(t) (53)
при t ∈ [t0, ω[.

Крiм того, маємо

h−1
1 (t)

(
h1(t)

h2(t)

)′

=

=
1

αsπω(t)p0s(t)φ′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

×

×
(
αsπω(t)Jφs(t)φ

′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

φs(H−1
s (−αsJs(t)))

)′

=

=
Jφs(t)

πω(t)J ′
φs
(t)

+ 1−

−αsJ
′
s(t)Jφs(t)φ

′
s(H

−1
s (−αsJs(t)))

J ′
φs
(t)

q2(t) =

=
Jφs(t)

πω(t)J ′
φs
(t)

+ 1 +
J ′
s(t)

Js(t)

Jφs(t)

J ′
φs
(t)

×

×q2(t)[1 + o(1)] → 0 при t ↑ ω. (54)

Далi, враховуючи умови (44), перепишемо
систему (46) у виглядi{

y′1 = h1(t)[F1(t, y1, y2)− y2]
y′2 = h2(t)[y1 − y2 +R(t, y1) + f(t, y1)],

(55)
де

lim
t↑ω

F1(t, y1, y2) = 0

рiвномiрно за y1, y2 ∈ [−δ, δ].
Тут коефiцiєнт при y2 у другому рiвняннi

системи (55) вiдмiнний вiд нуля (дорiвнює
-1) i визначник постiйної матрицi коефiцi-
єнтiв, якi стоять при y1 та y2 в квадратних
дужках рiвнянь цiєї системи також вiдмiн-
ний вiд нуля (дорiвнює 1). В силу цих вла-
стивостей, а також умов (47)–(54), для си-
стеми диференцiальних рiвнянь (55) викона-
нi всi умови теореми 2.6 iз роботи В.М. Єв-
тухова, А.М. Самойленка [10]. Згiдно з цiєю
теоремою система диференцiальних рiвнянь
(55) має щонайменш один розв’язок (y1, y2) :
[t∗, ω[→ R2 (t∗ ∈ [t0, ω[), який прямує до ну-
ля при t ↑ ω, причому при ω < +∞ iснує
однопараметрична сiм’я таких розв’язкiв у
випадку, коли αsµs = 1, i двопараметрична
сiм’я – у випадку, коли αsµs = −1, а при
ω = +∞ у неї iснує однопараметрична сiм’я
таких розв’язкiв у випадку, коли αsµs = 1.
Кожному iз них в силу замiни змiнних (41) i
умов (23)–(25) вiдповiдає Pω(Y0, 0) – розв’я-
зок y : [t0, ω[→ R (t∗ ∈ [a, ω[) диференцiаль-
ного рiвняння (1), який припускає асимпто-
тичнi зображення (28), (29). Отже, теорема
2 повнiстю доведена.

В подальшому разом з введеними ранiше
будемо використовувати також позначення

Es(t) = αsπ
2
ω(t)p0s(t)φ

′
s(H

−1
s (−αsJs(t))),

ηs = lim
t↑ω

Es(t)Φs(t)

Gs(t)
,

ψs(t) =

t∫
t0

|Es(τ)|
1
2

|πω(τ)|
dτ,

де t0 – деяке число iз промiжку [a, ω[.
Теорема 3. Нехай для деякого s ∈ {l +

1, ...,m} функцiя ps зображена у виглядi
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(19). Нехай, крiм того, виконуються умо-
ви (20)-(27),

lim
t↑ω

πω(t)J
′
s(t)

Js(t)
= ±∞ (56)

та iснують скiнченi або рiвнi ±∞ границi

lim
t↑ω

πω(t)J
′′
φs
(t)

J ′
φs
(t)

, (57)

lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

(
φ′
s(y)
φs(y)

)′
(
φ′
s(y)
φs(y)

)2 ·

√∣∣∣∣yφ′
s(y)

φs(y)

∣∣∣∣, (58)

ηs = lim
t↑ω

Es(t)Φs(t)

Gs(t)
, lim

t↑ω

ψ′′
s (t)ψs(t)

ψ′2
s (t)

. (59)

Тодi: 1) якщо αsµs = 1, то у диференцi-
ального рiвняння (1) iснує однопараметри-
чна сiм’я Pω(Y0, 0) – розв’язкiв з асимпто-
тичними зображеннями (28), (29), причо-
му таких, що їх похiдна задовольняє асим-
птотичне спiввiдношення

y′(t) = −αsπω(t)p0s(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))×

×[1 + |Es(t)|−
1
2 · o(1)] при t ↑ ω; (60)

2) якщо αsµs = −1 i виконуються умови

lim
t↑ω

ψs(t)

Es(t)
= 0 при ηs = 0 , (61)

ηs ̸=
1

3
; lim

t↑ω
ψs(t)rs(t) = 0, (62)

lim
t↑ω

ψ2
s(t)

[
rs(t) + 2 +

πω(t)J
′′
φs
(t)

J ′
φs
(t)

]
= 0, (63)

lim
t↑ω

ψ2
s(t)

m∑
i=1
i̸=s

pi(t)φi(H
−1
s (−αsJs(t)))

ps(t)φs(H−1
s (−αsJs(t)))

= 0,

(64)
то у диференцiального рiвняння (1) iсну-
ють Pω(Y0, 0)–розв’язки, якi припускають
асимптотичнi при t ↑ ω зображення

y(t) = H−1
s (−αsJs(t))

[
1 +

o(1)

Gs(t)ψs(t)

]
,

(65)
y′(t) = −αsπω(t)p0s(t)φs(H−1

s (−αsJs(t)))×

×[1 + |Es(t)|−
1
2ψ−1

s (t) · o(1)], (66)

причому у випадку, коли ηs ∈ (0, 1/3) або
ηs = 0 i αsν1 = 1, iснує двопараметрична
сiм’я таких розв’язкiв.

Доведення. У роботi В.М. Євтухова та
А.Г. Черникової [8] з замiною в нiй функцiї
φ на φs було показано, що якщо границi (57)
та (58) iснують, то

lim
t↑ω

πω(t)J
′′
φs
(t)

J ′
φs
(t)

= −2, (67)

lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

(
φ′
s(y)
φs(y)

)′
(
φ′
s(y)
φs(y)

)2 ·

√∣∣∣∣yφ′
s(y)

φs(y)

∣∣∣∣ = 0. (68)

Крiм того, в силу (15),(16) i (56) маємо

Es(t) ∼ − αsπ
2
ω(t)p0s(t)

Hs(H−1
s (−αsJs(t)))

=

=
πω(t)J

′
s(t)

Js(t)
→ ±∞ при t ↑ ω. (69)

Рiвняння (1) за допомогою перетворення

y(t) = H−1
s (−αsJs(t))

[
1 + y1(t)

Gs(t)

]
,

y′(t) = −αsπω(t)p0s(t)×
×φs(H−1

s (−αsJs(t)))[1 + y2(t)]

(70)

зведемо до системи диференцiальних рiв-
нянь

y′1 = −Es(t)
πω(t)

[q2(t)y1 + y2]

y′2 = − 1
πω(t)

[
rs(t) + 2 +

πω(t)J ′′
φs

(t)

J ′
φs

(t)
+

+(1 + rs(t))y1 +
(
1 +

πω(t)J ′′
φs

(t)

J ′
φs

(t)

)
y2+

+R(t, y1) + ((1 + rs(t))(1 + y1)+

+R(t, y1))R1(t, y1)
]
,

(71)
в якiй функцiї R i R1 визначаються таким
же чином, як i при доведеннi теореми 2.

Розглянемо систему (71) на множинi Ω,
яке визначено при доведеннi попередньої те-
ореми.

Щоб довести iснування у диференцiаль-
ного рiвняння (1) розв’язкiв, якi допускають
при t ↑ ω асимптотичнi зображення (28),
(29), достатньо в силу замiни (70) встанови-
ти, що у системи диференцiальних рiвнянь
(71) iснують розв’язки, якi прямують до ну-
ля при t ↑ ω. Застосуємо до системи (71)
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наступнi перетворення

y1(t) = v1(t), y2(t) = |Es(t)|−
1
2v2(t) (72)

i

τ = ψs(t), v1(t) = z1(τ), v2(t) = z2(τ). (73)

В результатi, враховуючи умову (22), отри-
маємо систему диференцiальних рiвнянь z′1 = c11(τ)z1 + c12(τ)z2

z′2 = f(τ) + c21(τ)z1 + c22(τ)z2+
+Z1(τ, z1) + Z2(τ, z1),

(74)

в якiй

c11(τ(t)) = ν1µs|Es(t)|
1
2 q2(t),

c12(τ(t)) = ν1µs,

c21(τ(t)) = αsν1(1 + rs(t)),

c22(τ(t)) = αsν1|Es(t)|−
1
2×

×
[
1

2

πω(t)J
′′
φs
(t)

J ′
φs
(t)

+ Es(t)q2(t)

]
,

f(τ(t)) = αsν1

[
rs(t) + 2 +

πω(t)J
′′
φs
(t)

J ′
φs
(t)

]
,

Z1(τ(t), z1) = αsν1R(t, z1),

Z2(τ(t), z1) = αsν1((1+rs(t))(1+z1)+R(t, z1))×
×R1(t, z1).

Так як зважаючи на (69)

lim
t↑ω

∫ t

t1

|Es(τ)|
1
2

|πω(τ)|
dτ ≥ lim

t↑ω

∫ t

t1

dτ

|πω(τ)|
=

=

∣∣∣∣ln |πω(t)|
πω(t1)

∣∣∣∣→ +∞ при t ↑ ω,

то τ(t) → +∞ при t ↑ ω i тому в силу (20),
(67), (68), (26) i властивостей функцiй R i
R1 маємо

lim
τ→+∞

f(τ) = 0,

lim
τ→+∞

c11(τ) = 0, lim
τ→+∞

c12(τ) = ν1µs,

lim
τ→+∞

c21(τ) = αsν1, lim
τ→+∞

c22(τ) = 0,

|Z1(τ, z1)| ≤ αsν1(1 + ε)|z1|2

при τ ∈ [0,+∞[ i |z1| ≤ δ,

lim
τ→+∞

Z2(τ, z1) = 0

рiвномiрно за z1 ∈ [−δ, δ].

Крiм того, характеристичне рiвняння
граничної матрицi коефiцiєнтiв лiнiйної ча-
стини системи (74) має вигляд

ρ2 − αsµs = 0. (75)

У випадку αsµs = 1 коренями цього рiв-
няння є числа ρ1,2 = ±1. У цьому випадку
згiдно з теоремою 2.2 iз роботи В.М. Євту-
хова та А.М. Самойленка [10] система дифе-
ренцiальних рiвнянь (74) має однопараме-
тричну сiм’ю розв’язкiв (z1, z2) : [τ∗,+∞[→
R2 (τ∗ ≥ 0), якi прямують до нуля при
t ↑ ω. Кожному iз них в силу замiн (70),
(70), (72), (73) вiдповiдає Pω(Y0, 0) – розв’я-
зок y : [t∗, ω[→ R (t∗ ∈ [a, ω[) диференцi-
ального рiвняння (1), який припускає асим-
птотичнi зображення (28), (60). Отже, пер-
ше твердження теореми вiрне.

Нехай тепер αsµs = −1. Тодi корнi рiвня-
ння (75) є чисто уявними i тому цей випа-
док є "критичним". Застосовуючи до систе-
ми (74) поступово перетворення

z1(τ) = u1(τ), z2(τ) = α(τ)u1(τ) + u2(τ),
(76)

де

α(τ(t)) =



αsν1
ηsψs(t)

при ηs ∈ R \ {0, 1
3
},

− 1

2|Es(t)|
1
2

при ηs = 0,

0 при ηs = ±∞,

u1(τ) = cos τw1(τ)− αsν1 sin τw2(τ),
u2(τ) = αsν1 sin τw1(τ) + cos τw2(τ),

(77)

wi(τ) =
xi(τ)

τ
(i = 1, 2), (78)

отримаємо систему диференцiальних рiв-
нянь виду

x′i = p(τ)xi+g(τ)
2∑

m=1

Zim(τ, x1, x2) (i = 1, 2),

в якiй

p(τ) =
1

2
(c11(τ) + c22(τ)) +

1

τ
, g(τ) =

1

τ
,

функцiї Zij (i, j = 1, 2) неперервнi на мно-
жинi [τ0,+∞[×R2

0, де R2
0 – деякий окiл точки

(0,0), i в силу ранiше вказаних властивостей
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функцiй R i R1, а також умов (62)-(64), такi,
що

Zi2(τ, 0, 0) ≡ 0 (i = 1, 2)

на промiжку [τ0,+∞[,

lim
τ→+∞

Zi1(τ, x1, x2) = 0 (i = 1, 2)

рiвномiрно за x1, x2 ∈ [−δ, δ],

lim
|x1|+|x2|→0

Zi2(τ, x1, x2)

|x1|+ |x2|
= 0 (i = 1, 2)

рiвномiрно за τ ∈ [τ0,+∞[.
Крiм того, виконуються умови

p(τ) ̸= 0 при τ ∈ [τ0,+∞[,∣∣∣∣∣∣
+∞∫
τ0

p(x) dx

∣∣∣∣∣∣ = +∞,

lim
τ→+∞

g(τ)

p(τ)
=

ηs
3ηs − 1

.

Тому для системи диференцiальних рiвнянь
(74) виконуються всi умови теореми 1.2 iз
роботи В.М. Євтухова та А.М. Самойлен-
ка [10]. Згiдно з цiєю теоремою система (74)
має щонайменш один розв’язок (x1, x2) :
[τ1,+∞[→ R2 (τ1 ≥ τ0), який прямує до ну-
ля при τ → +∞, причому, якщо ηs ∈ (0, 1/3)
або ηs = 0 i αsν1 = 1, то iснує цiла двопа-
раметрична сiм’я таких розв’язкiв. Кожно-
му такому розв’язку в силу замiн (72), (73),
(76)–(78) вiдповiдає розв’язок y : [t2, ω[→ R
(t2 ∈ [a, ω[) диференцiального рiвняння (1)
з асимптотичними зображеннями (65), (66).
Теорема повнiстю доведена.

Приклади

В якостi прикладу, який iлюструє отри-
манi в цiй роботi результати, розглянемо ди-
ференцiальне рiвняння вигляду

y′′ = α1p1(t)|y|σ1 + α2p2(t)e
σ2y, (79)

в якому αi ∈ {−1, 1} (i = 1, 2), σ1 ∈ R,
σ2 ∈ R\{0}, p1 : [a, ω[→]0,+∞[ – неперервна
функцiя, функцiя p2 зображена у виглядi

p2(t) = p02(t)[1 + r2(t)],

де
lim
t↑ω

r2(t) = 0,

p02 : [a, ω[→]0,+∞[ – неперервно диференцi-
йовна функцiя, r2 : [a, ω[→]− 1,+∞[ – непе-
рервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞, i опи-
шемо асимптотичнi властивостi Pω(Y0, λ0)–
розв’язкiв у випадку, коли Y0 = ±∞ i λ0 = 0.

Для цього рiвняння маємо

φ1(y) = |y|σ1 , φ2(y) = eσ2y,

H2(y) = − 1

σ2
e−σ2y + C,

C =


1
σ2
e−σ2b, якщо ν0σ2 < 0,

0, якщо ν0σ2 > 0,

J2(t) =

t∫
A2

πω(τ)p02(τ)dτ,

Jφ2(t) =

t∫
Aφ2

p02(τ)

σ2C + α2σ2J2(τ)
dτ,

H−1
2 (−α2J2(t)) = ln |σ2C + α2σ2J2(t)|−

1
σ2 ,

G2(t) = ln |σ2C + α2σ2J2(t)|−1,

η2 = 0, E2(t) =
πω(t)J

′
2(t)

α2C + J2(t)
,

ψ2(t) =

t∫
t0

∣∣∣∣ J ′
2(τ)

πω(τ)(α2C + J2(τ))

∣∣∣∣ 12 dτ,
де t0 – деяке число iз промiжку [a, ω[, а A2 i
Aφ2 визначенi перед формулюванням теоре-
ми 1 при s = 2.

Iз теорем 1, 2 i 3 маємо
Наслiдок 1. Нехай функцiя p2 зображе-

на у виглядi

p2(t) = p02(t)[1 + r2(t)],

де
lim
t↑ω

r2(t) = 0,

p02 : [a, ω[→]0,+∞[ – неперервно диференцi-
йовна функцiя, r2 : [a, ω[→]− 1,+∞[ – непе-
рервна функцiя та iснує скiнчена або рiвна
±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)J
′
φ2
(t)

Jφ2(t)
.
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Для iснування у диференцiального рiвняння
(79) Pω(±∞, 0) – розв’язкiв, якi задовольня-
ють умову

lim
t↑ω

p1(t)|y(t)|σ1
p2(t)eσ2y(t)

= 0,

необхiдно, щоб виконувались нерiвностi

α2ν1πω(t) < 0 при t ∈]a, ω[, (80)

α2σ2J2(t) > 0 при t ∈]a, ω[ (81)
та граничнi спiввiдношення

−α2 lim
t↑ω

J2(t) = Z2, (82)

lim
t↑ω

πω(t)J
′
φ2
(t)

Jφ2(t)
= −1, (83)

lim
t↑ω

πω(t)J
′
2(t)

J2(t) ln |σ2J2(t)|
= 0, (84)

lim
t↑ω

p1(t)J2(t)

p2(t) ln
−1 |σ2J2(t)|

= 0. (85)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку
мають мiсце асимптотичнi при t ↑ ω зо-
браження

y(t) = ln |σ2J2(t)|−
1
σ2 + o(1), (86)

y′(t) = −J
′
2(t)[1 + o(1)]

σ2J2(t)
. (87)

Наслiдок 2. Нехай виконуються умови
(80)–(85) i

lim
t↑ω

πω(t)J
′
2(t)

J2(t)
= γ2, де γ2 ∈ R.

Тодi: 1) якщо γ2 > 0 або γ2 = 0 i α2σ2 >
0, то рiвняння (79) має однопараметричну
сiм’ю Pω(±∞, 0)– розв’язкiв, якi припуска-
ють асимптотичнi при t ↑ ω зображення
(86), (87); 2) якщо γ2 < 0 або γ2 = 0 i α2σ2 <
0, то при ω < +∞ рiвняння (79) має дво-
параметричну сiм’ю Pω(±∞, 0)– розв’язкiв,
якi припускають асимптотичнi при t ↑ ω
зображення (86), (87), а при ω = +∞ – що-
найменш один такий розв’язок.

Наслiдок 3. Нехай виконуються умови
(80)–(85),

lim
t↑ω

πω(t)J
′
2(t)

J2(t)
= ±∞

та iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)J
′′
φ2
(t)

J ′
φ2
(t)

.

Тодi: 1) якщо α2σ2 > 0, то у диференцiаль-
ного рiвняння (79) iснує однопараметрична
сiм’я Pω(±∞, 0) – розв’язкiв з асимптоти-
чними зображеннями (86), (87), причому
таких, що їх похiдна задовольняє асимпто-
тичне при t ↑ ω спiввiдношення

y′(t) = − α2πω(t)p02(t)

σ2C + α2σ2J2(t)
[1+ |E2(t)|−

1
2 · o(1)];

2) якщо α2σ2 < 0 i виконуються умови

lim
t↑ω

ψ2(t)

E2(t)
= 0,

lim
t↑ω

ψ2(t)r2(t) = 0,

lim
t↑ω

ψ2
2(t)

[
r2(t) + 2 +

πω(t)J
′′
φ2
(t)

J ′
φ2
(t)

]
= 0,

lim
t↑ω

ψ2
2(t)p1(t)J2(t)

p2(t) ln
−1 |σ2J2(t)|

= 0,

то у диференцiального рiвняння (79) iсну-
ють Pω(±∞, 0)–розв’язки, якi припуска-
ють асимптотичнi при t ↑ ω зображення

y(t) = ln |α2C + α2σ2J2(t)|−
1
σ2 +

o(1)

ψ2(t)
,

y′(t) = −J
′
2(t)[1 + |E2(t)|−

1
2ψ−1

2 (t) · o(1)]
α2σ2C + σ2J2(t)

,

причому таких розв’язкiв iснує двопараме-
трична сiм’я у випадку, коли α2ν1 = 1.

Висновки

Для диференцiального рiвняння (1) вста-
новлено необхiднi та достатнi умови iснува-
ння Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв при λ0 = 0 у ви-
падку, коли головним в правiй частинi рiв-
няння (1) є доданок зi швидко змiнною нелi-
нiйнiстю. Також знайдено асимптотичнi зо-
браження при t ↑ ω (ω ≤ +∞) для таких
розв’язкiв та їх похiдних першого порядку
та вирiшено питання про кiлькiсть розв’яз-
кiв зi знайденими зображеннями.
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НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ПРОМIЖНI ФУНКЦIЇ I ХРЕСТ-ТОПОЛОГIЯ

Введено поняття нарiзної пари Гана (g, h) на добутку X × Y топологiчних просторiв i
знайдено умови iснування промiжної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R для кожної
такої пари.

Ключовi слова: нарiзно неперервнi функцiї, апроксимацiя, теорема Гана, хрест-топологiя.

We introduce the notion of separate Hahn’s pair (g, h) on the productX×Y of topological spaces
and find the conditions of existance of intermediate separately continuous function f : X ×Y → R
for each of these pairs.

Keywords: separately continuous functions, approcsimation, Hahn theorem, plus-topology.

Вступ. Класична теорема Гана про про-
мiжну функцiю [1] твердить, що для метри-
чного простору X i напiвнеперервних вiдпо-
вiдно зверху i знизу функцiй g : X → R
i h : X → R, таких, що g(x) ≤ h(x) на
X, iснує неперервна функцiя f : X → R,
для якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Пару
(g, h) напiвнеперервних вiдповiдно зверху i
знизу функцiй g, h : X → R на топологiчно-
му просторi X, таких, що g(x) ≤ h(x) на X
ми називаємо [2] парою Гана на X. Функцiя
f : X → R, для якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на
X, називається промiжною для пари (g, h).

Ця теорема Гана у XX столiттi дiстала
значний розвиток. Пiсля того як Ж. Д’є-
донне [3] перенiс її на випадок паракомпа-
ктного простору X, Г. Тонґ [4,5] та М. Кате-
тов [6,7] встановили, що для довiльного T1-
простору X iснування промiжної неперерв-
ної функцiї f : X → R для кожної пари Га-
на (g, h) на X є характеристичною ознакою
нормальностi простору X. Це твердження
ми називатимемо теоремою Гана-Д‘єдонне-
Тонґа-Катетова.

В останнiй час з’явилися новi аналоги
та модифiкацiї теореми Гана про промiжну
функцiю. Так, у працi [8] було встановле-
но, що для кожної пари Гана (g, h) на вiд-
рiзку [a, b], в якiй функцiї g i h зростають,
iснує промiжна зростаюча неперервна фун-
кцiя. В роботi [9] дослiджувалося питання
про iснування промiжної афiнної функцiї
f : X → R на векторному просторi X для

опуклих вiдповiдно вгору i вниз функцiй g i
h на X. Нарештi, в статтi [2] вивчалося пи-
тання про iснування на промiжках числової
прямої промiжних кусково лiнiйних чи не-
скiнченно диференцiйовних функцiй, що за-
довольняють певнi додатковi умови.

Аналогiчно до пари Гана можна ввести
поняття нарiзної пари Гана (g, h), в якiй
g : X × Y → R — нарiзно напiвнеперерв-
на зверху функцiя, а h — знизу, причому
g(p) ≤ h(p) на X×Y . Виникає природне пи-
тання: за яких умов на простори X i Y для
кожної нарiзної пари Гана (g, h) iснує така
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R,
що g(p) ≤ f(p) ≤ h(p) на X × Y . Тут
ми даємо повну вiдповiдь на це питання,
з‘ясувавши, що для цього необхiдно i доста-
тньо, щоб добуток X×Y , надiлений так зва-
ною хрест-топологiєю, був нормальним. Ми
наводимо також приклад нормального добу-
тку з хрест-топологiєю.

Хрест-топологiя.
Нехай X i Y — топологiчнi простори.

Множина W ⊆ X × Y називається нарi-
зно вiдкритою, якщо для кожної точки p =
(x, y) ∈ W iснують околи U та V точок x та
y у просторах X та Y вiдповiдно, такi, що
({x} × V ) ∪ (U × {y}) ⊆ W . Легко перевi-
рити, що система C, що складається з нарi-
зно вiдкритих множин, утворює топологiю
на добутку X × Y , яка називається хрест-
топологiєю на X × Y .

Ми використовуємо звичнi позначення:
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C(X, Y ) — простiр всiх неперервних фун-
кцiй f : X → Y i CC(X × Y, Z) — простiр
нарiзно неперервних функцiй f : X×Y → Z.
Ми позначаємо також C(X) = C(X,R) i
CC(X × Y,R) = CC(X × Y ) для числової
прямої R.

Лема 1. Нехай X, Y i Z — топологiчнi
простори, C — хрест-топологiя на добутку
X×Y i Q = (X×Y, C). Тодi CC(X×Y, Z) =
C(Q,Z).

Доведення. ⊆). Нехай f ∈ CC(X × Y, Z).
Розглянемо вiдкриту множину W у просто-
рi Z, i доведемо, що f−1(W ) — вiдкрита
в Q. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ f−1(W ). Тодi
z0 = f(p0) = fx0(y0) = fy0(x0) ∈ W . Оскiль-
ки fx0 та fy0 — неперервнi i W — вiдкри-
тий окiл точки z0 в Z, то iснують окiл U
точки x0 в X та окiл V точки y0 в Y та-
кi, що fx0(V ) ⊆ W i fy0(U) ⊆ W . Отже,
f(({x0}×V )∪(U×{y0})) = fx0(V )∪fy0(U) ⊆
W , а звiдси ({x0}×V )∪(U×{y0}) ⊆ f−1(W ).
Таким чином, маємо, що f−1(W ) ∈ C, отже,
f ∈ C(Q,Z).

⊇). Розглянемо f ∈ C(Q,Z) та p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y . Нехай W — вiдкритий
окiл точки z0 = f(x0, y0) в Z. Тодi, оскiль-
ки f−1(W ) ∈ C i p0 ∈ f−1(W ), то iсну-
ють околи U точки x0 в X та V точки y0
в Y , такi, що ({x0} × V ) ∪ (U × {y0}) ⊆
f−1(W ). Звiдси маємо, що fx0(V )∪ fy0(U) =
f(({x0} × V ) ∪ (U × {y0})) ⊆ W . Таким чи-
ном, fx0(V ) ⊆ W i fy0(U) ⊆ W , що дає нам
неперервнiсть fx0 в точцi y0 та fy0 в точцi
x0, отже, f ∈ CC(X × Y, Z).

Напiвнеперервнi функцiї.
Лема 2. Нехай T u /T l/ — топологiя

на R, що складається з множин (−∞, c)
/(c,+∞)/, де −∞ ≤ c ≤ +∞, а Cu(X)
/C l(X)/ — простiр усiх напiвнеперервних
зверху /знизу/ функцiй f : X → R. Тодi
Cu(X) = C(X,Ru) /C l(X) = C(X,Rl)/, де
Ru = (R, T u) /Rl = (R, T l)/.

Доведення. ⊆) Нехай f ∈ Cu(X). Роз-
глянемо c ∈ R, i доведемо, що множина
E(f < c) = f−1((−∞, c)) вiдкрита в X. Не-
хай x0 ∈ E(f < c), тобто f(x0) < c. З напiв-
неперервностi зверху функцiї f легко виве-
сти, що iснує окiл U точки x0 в X, такий, що
для довiльного x ∈ U виконується f(x) < c.

Отже, E(f < c) мiстить окiл кожної своєї то-
чки, а значить, є вiдкритою множиною для
кожного c ∈ R. Таким чином, f ∈ C(X,Rl).

⊇) Нехай f ∈ C(X,Ru), x0 ∈ X, y0 =
f(x0) i ε > 0. Оскiльки множина U =
f−1((−∞, y0 + ε)) вiдкрита в X i x0 ∈ U ,
то U — це окiл точки x0 в X. При цьому
f(x) < f(x0) + ε для кожного x ∈ U , отже
функцiя f напiвнеперервна зверху в точцi
x0.

Введемо наступнi позначення: CuCu(X ×
Y ) — простiр усiх нарiзно напiвнеперервних
зверху функцiй f : X × Y → R, C lC l(X ×
Y ) — простiр усiх нарiзно напiвнеперервних
знизу функцiй f : X × Y → R, Cu(T ) —
це простiр напiвнеперервних зверху функцiй
f : T → R, C l(T ) — це простiр напiвнепе-
рервних знизу функцiй f : T → R.

Лема 3. Для довiльних топологiчних
просторiв X та Y маємо, що CuCu(X×Y ) =
Cu(Q) i C lC l(X × Y ) = C l(Q).

Доведення. Нехай f ∈ CuCu(X × Y ),
x ∈ X i y ∈ Y . Оскiльки fx ∈ Cu(Y ) i
fy ∈ Cu(X), то за лемою 2 fx ∈ C(Y,Ru)
i fy ∈ Cu(X,Ru), звiдки випливає, що fy ∈
C(X,Ru). Таким чином, врахувавши ще й
лему 1, маємо: f ∈ CC(X × Y,Ru) =
C(Q,Ru) = Cu(Q). Доведення в iнший бiк
аналогiчне.

Промiжна нарiзно неперервна фун-
кцiя.

Пару (g, h) напiвнеперервних вiдповiдно
зверху i знизу функцiй g, h : X → R на топо-
логiчному просторiX, таких, що g(x) ≤ h(x)
на X ми називаємо парою Гана на X. Па-
ру (g, h) функцiй g ∈ CuCu(X × Y ), h ∈
C lC l(X × Y ) на добутку X × Y , таких, що
g(p) ≤ h(p) на X×Y ми називаємо нарiзною
парою Гана на X × Y .

Лема 4. Пара (g, h) функцiй на добутку
X × Y є нарiзною парою Гана тодi i тiль-
ки тодi, коли вона є парою Гана на просторi
Q = (X × Y, ).

Доведення. Одразу випливає з леми 3,
оскiльки g ∈ CuCu(X × Y ) = Cu(Q) та
h ∈ C lC l(X × Y ) = C l(Q)

Лема 5. Нехай X, Y — T1-простори, C —
хрест-топологiя. Тодi Q = (X × Y, C) — T1-
простiр.
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Доведення. Доведемо, що одноточктова
множина {p}, p = (x, y) ∈ Q, є замкненою.
Нехай q = (u, v) ∈ Q i q ̸= p. Тодi x ̸= u
або y ̸= v. Припустимо, що x ̸= u. Тодi iснує
вiдкритий окiл U точки u, такий, що x /∈ U .
Зрозумiло, що W = U × Y — це вiдкритий
окiл точки q в Q, такий, що p /∈ W . Отже,
{p} — замкнена.

Теорема 1. НехайX та Y — T1-простори.
Тодi кожна нарiзна пара Гана (g, h) на добу-
тку X × Y має промiжну нарiзно неперерв-
ну функцiю тодi i тiльки тодi, коли простiр
Q = (X × Y, C) є нормальним.

Доведення. За лемою 5 маємо, що про-
стiр Q = (X × Y, C) — T1-простiр, за лемою
4 маємо, що кожна нарiзна пара Гана (g, h)
є парою Гана на Q i навпаки. Таким чином,
у випадку нормального простору Q, за тео-
ремою Гана-Д‘єдонне-Катетова-Тонґа, iснує
промiжна для пари Гана (g, h) неперервна
функцiя f , та навпаки, з iснування промi-
жної неперервної функцiї для кожної пари
Гана випливає нормальнiсть простору Q.

Приклад нормальної хрест топологiї
на добутку.

Теорема 2. Нехай T та S — дискретнi
простори, X = αT = T ∪ {∞}, та Y = αS =
S ∪ {∞} — компактифiкацiї Александровва
цих просторiв, C — хрест-топологiя на X ×
Y i Q = (X × Y, C). Тодi Q — нормальний
топологiчний простiр.

Доведення. Нехай A i B — замкненi мно-
жини в Q i A∩B = Ø. Доведемо, що iснують
вiдкритi в Q множини U i V , такi, що A ⊆ U ,
B ⊆ V i U ∩ V = Ø.

Позначимо w = (∞,∞). Розглянемо ви-
падок, коли w ∈ A. МножинаH = Q\B — це
вiдкритий окiл точки w в Q. Тому iснують
такi скiнченнi пiдмножини T0 = {t1, ..., tn}
i S0 = {s1, ..., sm} множин S i T вiдповiд-
но, що для їх доповнень X0 = X \ T0 та
Y0 = Y \ S0 виконується включення ({∞} ×
Y0) ∪ (X0 × {∞}) ⊆ H. Для t ∈ T i s ∈ S
покладемо pt = (t,∞) i qs = (∞, s). Роз-
глянемо множини T1 = {t ∈ T0 : pt ∈ A},
S1 = {s ∈ S0 : qs ∈ A}, X1 = X0 ∪ T1,
Y1 = Y0 ∪ S1, T2 = {t ∈ T0 : pt ∈ B} i
S2 = {s ∈ S0 : qs ∈ B}. За побудовою
({∞}× Y1) ∪ (X1 × {∞}) ⊆ H, адже A ⊆ H.

Для довiльних точок t ∈ X1 i s ∈ Y1 iснують
такi вiдкритi околи Vt i Us точки ∞ у про-
сторах Y i X вiдповiдно, що {t} × Vt ⊆ H,
Us × {s} ⊆ H, Vt ∩ S2 = Ø i Us ∩ T2 = Ø. По-
кладемо U ′ =

∪
t∈X1

{t}×Vt, U ′′ =
∪
s∈Y1

{s}×Us,

U ′′′ = A∩ (T × S) i U = U ′ ∪U ′′ ∪U ′′′. Легко
перевiрити, що множина U вiдкрита в Q i
A ⊆ U ⊆ H.

Оскiльки множина G = Q \ A вiдкрита в
Q i (T2×{∞})∪({∞}×S2) ⊆ G, бо B∩A = Ø,
то для довiльних t ∈ T2 i s ∈ S2 iснують
такi вiдкритi у просторах Y i X околи Ṽt
i Ũt точки ∞ вiдповiдно, що виконуються
включення V ′ =

∪
t∈T2

{t} × Ṽt ⊆ G i V ′′ =∪
s∈S2

{s} × Ũs ⊆ G. Множини V ′ i V ′′ будуть

вiдкритими в Q, як i множина V ′′′ = B∩(T×
S), а з ними i множина V = V ′ ∪ V ′′ ∪ V ′′′.
При цьому B ⊆ V . Доведемо, що U ∩ V =
Ø. По перше, U ′ ∩ V ′ i U ′′ ∩ V ′′ = Ø, адже
X1∩T2 = Ø i Y1∩S2 = Ø. Далi, U ′′′∩V ′′′ = Ø,
бо A∩B = Ø, а U ′′′ ⊆ A i V ′′′ ⊆ B. Крiм того,
U ′ ∩ V ′′ = Ø, бо Vt ∩ S2 = Ø при t ∈ X1, так
само V ′ ∩U ′′ = Ø, бо T2 ∩Us = Ø при s ∈ Y1.
Нарештi, (U ′ ∪ U ′′) ∩ V ′′′ = Ø, бо U ′ ∩ U ′′ ⊆
H = Q \ B, а V ′′′ ⊆ B. Подiбно до цього
(V ′ ∪ V ′′)∩U ′′′ = Ø, бо V ′ ∩ V ′′ ⊆ G = Q \A,
а U ′′′ ⊆ A. Таким чином, множини U i V
шуканi.

У випадку w ∈ B множини A i B мiняю-
ться мiсцями. Нарештi, нехай w /∈ A∪B. То-
дi iснують такi скiнченнi пiдмножини T0 =
{t1, ..., tn} i S0 = {s1, ..., sn} множин T i S вiд-
повiдно, що ({∞}×Y0)∪(X0×{∞})∩A∪B =
Ø, де X0 = X \ T0 i Y0 = Y \ S0. Розгляне-
мо множини T1 = {t ∈ T0 : pt = (t,∞) ∈
A}, T2 = {t ∈ T0 : pt = (t,∞) ∈ B},
S1 = {s ∈ S0 : qs = (s,∞) ∈ A} i S2 =
{s ∈ S0 : qs = (s,∞) ∈ B}. Для кожного
t ∈ T1 iснує такий вiдкритий окiл Vt точки
∞ у просторi Y , що {t} × Vt ⊆ H = Q \ B
i Vt ∩ S = Ø. А для кожного s ∈ S1 iснує
такий вiдкритий окiл Us точки ∞ у просто-
рi X, що Us × {s} ⊆ H i Us ∩ T2 = Ø. Так
само будуються вiдкритi околи Ũs i Ṽt то-
чки ∞ у просторах X i Y вiдповiдно, що
{t} × Ṽt ⊆ G = Q \ A, Ũs × {s} ⊆ G,
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Ṽt∩S1 = Ø i Ũs∩T1 = Ø для довiльних t ∈ T2
i s ∈ S2. Легко перевiрити, що множини U =

(
∪
t∈T1

({t}×Vt))∪ (
∪
s∈S1

Us×{s})∪ (A∩ (T ×S))

та V = (
∪
t∈T2

({t}× Ṽt))∪ (
∪
s∈S2

Ũs×{s})∪ (B ∩

(T × S)) будуть шуканими.
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