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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ ∆]–ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ

Вказуються застосування ∆]–зображення чисел з (0; 1]: x =
∑

k(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡
∆]

a1a2...an..., яке є їх кодуванням засобами нескiнченного алфавiту A = {1, 2, . . .}, у теорiї
фрактальної розмiрностi, у фрактальнiй геометрiї, метричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел.

We study the ∆]-representation of numbers belonging to (0; 1]: x =∑
k(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡ ∆]

a1a2...an.... This is an encoding of numbers by means of
infinite alphabet A = {1, 2, . . .}. Its applications in the theory of fractal dimension, fractal
geometry, metric and probabilistic theory of numbers are proposed.

Вступ. Сьогоднi в математицi та її засто-
суваннях використовують рiзнi моделi дiй-
сного числа (рiзнi системи представлення та
зображення дiйсних чисел). Це є особливо
ефективним при дослiдженнi рiзних мате-
матичних об’єктiв зi складними локальними
властивостями i багатими множинами «осо-
бливостей». Однi з систем кодування дiй-
сних чисел використовують скiнченний, iн-
шi — нескiнченний алфавiти. Ця робота при-
свячена найпростiшим застосуванням одно-
го з зображень чисел, алфавiтом A якого є
множина всiх натуральних чисел.

Твердження A ([1]). Для будь-якого
числа x ∈ (0; 1] iснує скiнченна або не-
скiнченна послiдовнiсть натуральних чисел
(an), така, що

x =
∑

k

(−1)k−121−a1−...−ak ≡ ∆]
a1...an.... (1)

Подання числа x у виглядi суми (1) назива-
ється його ∆]–представленням, а символi-
чний запис ∆]

a1...an... у випадку нескiнченної
суми (1) та ∆]

a1...an(0) у випадку скiнченного
розкладу називається ∆]-зображенням цьо-
го числа. При цьому число (i символ алфа-
вiту A) an = an(x) називається n-ою цифрою
(символом) цього зображення.

Твердження B ([1]). Для того щоб чи-
сло x ∈ (0, 1] було рацiональним, необхiдно
i достатньо, щоб його ∆]-зображення було
скiнченним або перiодичним.

Твердження C ([1]). При довiльних на-

туральному n i наборi натуральних чисел
(a1, a2, . . . , an−1, an) число

x =
n∑

k=1

(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡

≡ ∆]
a1a2...an−1an(0) (2)

є рацiональним числом з пiвiнтервалу
(0; 21−a1 ], причому, якщо an = 1, то

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . . +

+(−1)n−221−a1−a2−...−an−2−a′n−1 ≡
≡ ∆]

a1a2...an−2a′n−1(0), (3)

де a′n−1 = an−1 + 1.
Число x називається ∆]–рацiональним,

якщо його ∆]–зображення є скiнченним.
Отже, згiдно з твердженням

С ∆]−рацiональне число має два
∆]−зображення i є рацiональним чи-
слом. Таким чином, ∆]−рацiональнi числа
утворюють злiченну пiдмножину множини
рацiональних чисел, а доповнення пер-
шої до другої — це множина чисел, що
мають перiодичнi ∆]−зображення. Для
∆]−iррацiональних чисел k−та цифра
∆]−зображення числа є функцiєю числа,
що розкладається (розгортається) в ряд (1).

Представлення числа у формi (1) упер-
ше фiгурувало у роботi Г. Мiнковського [2]
у виразi значення сингулярної строго зро-
стаючої функцiї (сьогоднi так званої функцiї
Мiнковського (див., наприклад, [3–7])), яка
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в iррацiональних точках вiдрiзка [0; 1] вира-
жається рiвнiстю:

?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . . +

+(−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

де x =
1

a1 +
1

a2 + ...

≡ [0; a1, a2, ..., an, ...]−

а в рацiональних точках доозначується за
неперервнiстю i виражається скiнченною су-
мою.

1. Задача, яка приводить до понят-
тя ∆]–зображення. Розглядяється випад-
кова величина ξ, представлена елементар-
ним ланцюговим дробом:

ξ = [0; η1, η2, ..., ηn, ...]

елементи ηn якого утворюють послiдов-
нiсть незалежних однаково розподiле-
них випадкових величин, якi набувають
значень 1, 2, 3, . . . , k, . . . з ймовiрностями
1

21
,

1

22
,

1

23
, . . . ,

1

2k
, . . . вiдповiдно. Знайдемо

вираз функцiї розподiлу Fξ випадкової
величини ξ. Оскiльки згiдно з означенням

Fξ(x) = P{ξ < x},
то проаналiзуємо подiю {ξ < x} i виразимо
її ймовiрнiсть.

Враховуючи геометрiю ланцюгового
представлення (зображення) чисел, маємо

{ξ < x} = {η1 > a1(x)}∪
∪{η1 = a1(x) ∧ η2 < a2(x)} ∪ . . .

∪{ηi = ai(x),

при i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)}∪
∪{ηi = ai(x),

при i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} ∪ . . . ,

де подiї в правiй частинi рiвностi попарно
несумiснi.

Враховуючи незалежнiсть випадкових
величин ηn, знайдемо вирази ймовiрностей

подiй, якi беруть участь в останньому об’єд-
наннi:

P{η1 > a1(x)} =
∞∑

n=1

P{η1 = a1(x) + n} =

=
∞∑

n=1

1

2a1+n
=

1

2a1
;

P{ηi = ai(x),

при i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)} =

=
2k−1∏
i=1

P{ηi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑

j=1

P{η2k = j} =

=
2k−1∏
i=1

1

2ai(x)
·

a2k(x)−1∑
j=1

1

2j
=

=
1

2a1+a2+...+a2k−1
− 1

2a1+a2+...+a2k−1
;

P{ηi = ai(x),

при i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} =

=
2k∏
i=1

P{ηi = ai(x)}×

×
∞∑

j=a2k+1(x)+1

P{η2k+1 = j} =

=

(
2k∏
i=1

1

2ai(x)

)
· 1

2a2k+1
=

=
1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1
.

Тодi

P{ξ < x} =
1

2a1
+

∞∑

k=1

[ 1

2a1+a2+...+a2k−1
−

1

2a1+a2+...+a2k−1
+

1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1

]
=

=
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . . +

+
(−1)k−1

2a1+a2+...+ak−1
+ . . . = Fξ(x).
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Зауваження. Вираз значення функцiї
розподiлу Fξ(x) в iррацiональнiй точцi x iн-
тервалу (0; 1) є ∆]−представленням. Оскiль-
ки розподiл випадкової величини ξ є непе-
рервним, то Fξ(x) є неперервною функцiєю,
значення якої в рацiональних точках теж
має вiдповiдне ∆]−зображення.

2. Геометрiя ∆]−зображення: цилiн-
дри та їхнi властивостi. Пiд геометрi-
єю зображення дiйсного числа [8, с. 190] ми
розумiємо геометричний змiст цифр та ме-
тричнi спiввiдношення, ним породженi, якi
iндукують тополого-метричнi та фракталь-
нi властивостi множин чисел, визначених
умовами на використання цифр (наприклад,
заборонами вживати символи алфавiту або
їх комбiнацiї). Це вiдносно нова галузь до-
слiджень, яка продиктована в першу чергу
потребами, задачами та проблемами теорiї
фракталiв (фрактальної геометрiї та фра-
ктального аналiзу), усвiдомленою необхiднi-
стю дослiдження математичних об’єктiв з
просторово–неоднорiдною локальною стру-
ктурою.

Центральними поняттями геометрiї
∆]−зображення дiйсних чисел є поняття
цилiндра, напiвцилiндра, хвостової множи-
ни [1].

Означення. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впо-
рядкований набiр натуральних чисел.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm

називається множина ∆]
c1c2...cm

всiх чисел
x ∈ (0, 1], якi мають ∆]−зображення таке,
що

ai(x) = ci, i = 1, m.

Внутрiшнiсть множини (цилiндра)
∆]

c1c2...cm
позначатимемо через ∇]

c1c2...cm
.

Цилiндри мають наступнi властивостi [1].

1.
∞⋃

c1=1

∞⋃
c2=1

. . .

∞⋃
cm=1

∆]
c1c2...cm

= (0, 1],

для будь-якого натурального m;

2. ∆]
c1c2...cm

=
∞⋃
i=1

∆]
c1c2...cmi;

3. inf ∆]
c1c2...c2k−1i = sup ∆]

c1c2...c2k−1(i+1);

sup ∆]
c1c2...c2ki = inf ∆]

c1c2...c2k(i+1);

4. Цилiндр ∆]
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

∆]
c1c2...cm

= [a− δ; a], коли m = 2k − 1, i

∆]
c1c2...cm

= [a; a + δ], коли m = 2k,

де δ = 2−c1−c2−...−cm ,

a =
m∑

i=1

(−1)i−121−c1−c2−...−ci ;

5. Цилiндри одного рангу не перетинаю-
ться або спiвпадають (рiвнi), причому

∆]
c1c2...cm

= ∆]
c′1c′2...c′m

⇔ ci = c′i i = 1, m;

6. Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈
N, перерiз

∞⋂
m=1

∆]
c1c2...cm

= x ≡ ∆]
c1c2...cm...

є точкою пiвiнтервала (0; 1].

7. Для довжини цилiндра рангу m мають
мiсце спiввiдношення

|∆]
c1c2...cm

| = 1

2c1+c2+...+cm
≤ 1

2m
→ 0

при m →∞.

8. Основне метричне вiдношення (наслi-
док властивостi 7):

|∆]
c1c2...cmi|

|∆]
c1c2...cm|

=
1

2i
.

Вкажемо кiлька застосувань геометрiї
∆]−зображення чисел.

3. Фрактальна розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича i ∆]−цилiндри.

Нагадаємо деякi теоретичнi вiдомостi з
теорiї фракталiв [9, с. 53–56], якi ми буде-
мо використовувати далi.

Дiаметр d(E) множини E ⊂ R1 означує-
ться рiвнiстю

d(E) ≡ supx,y∈E |x− y|.
Нехай Φ— така система пiдмножин просто-
ру R1, що для довiльної пiдмножини E ⊂ R1
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i для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж
злiченне ε-покриття {Ej} множини E:

E ⊆
⋃
j

Ej, Ej ∈ Φ, d(Ej) ≤ ε.

Для заданої обмеженої множини E ⊂ R1,
довiльних α > 0 i ε > 0 означимо величину

mα
ε (E, Φ) = inf

d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш нiж
злiченним ε-покриттями {Ej} множини E
множинами Ej ∈ Φ.

Означення. Невiд’ємне число або не-
скiнченнiсть

Hα(E, Φ) = lim
ε→0

mα
ε (E, Φ) = sup

ε>0
mα

ε (E, Φ)

називається α-мiрною мiрою Гаусдорфа (або
Hα-мiрою Гаусдорфа) обмеженої множини
E ⊂ R1 вiдносно сiм’ї покриттiв Φ.

Мiра Гаусдорфа має властивостi:

1) Hα
(⋃

i

Ei, Φ
)
≤ ∑

i

Hα(Ei, Φ);

2) Якщо α1 < α2,
то Hα1(E, Φ) ≥ Hα2(E, Φ);

3) Якщо Hα1(E, Φ) = 0, то Hα2(E, Φ) = 0
при α1 < α2;

4) Якщо Hα2(E, Φ) = ∞,
то Hα1(E, Φ) = ∞ при 0 < α1 < α2.

Означення. Невiд’ємне число

α0(E, Φ) = sup{α : Hα(E, Φ) = +∞} =

= inf{α : Hα(E, Φ) = 0}
називається розмiрнiстю Гаусдорфа–
Безиковича множини E вiдносно сiм’ї
покриттiв Φ.

Зауважимо, що розмiрнiсть Гаусдорфа–
Безиковича для множини з R1 може набу-
вати всiх значень з [0; 1] i має наступнi вла-
стивостi.

1) α0(E, Φ) = 0 для довiльної не бiльш нiж
злiченної множини E.

2) α0(E1, Φ) ≤ α0(E2, Φ), якщо E1 ⊂ E2.

3) α0(
⋃
n

En, Φ) = sup
n

α0(En, Φ).

4) Якщо E1 i E2 — геометрично подiбнi
множини, то α0(E1, Φ) = α0(E2, Φ).

5) Якщо Φ1 — ширший клас множин, нiж
Φ2, то α0(E, Φ1) ≤ α0(E, Φ2).

Якщо Φ — сiм’я всiх iнтервалiв або вiдрiз-
кiв, то α0(E, Φ) ми позначаємо через α0(E)
i називаємо просто розмiрнiстю Гаусдорфа–
Безиковича.

Однiєю з традицiйних задач теорiї роз-
мiрностi Гаусдорфа–Безиковича є задача
[10–12] про те, чи достатньо класу множин Φ
для того, щоб α0(E, Φ) = α0(E).

Нехай W —клас усiх зв’язних множин,
що є об’єднаннями цилiндрiв однакового
рангу, якi належать одному i тому ж цилiн-
дру попереднього рангу, тобто множин ви-
гляду

(1) ∆]
c1c2...cm

, (2)
∞⋃

i=n

∆]
c1c2...cmi,

(3)
n⋃

i=1

∆]
c1c2...cmi, (4)

n⋃

i=k

∆]
c1c2...cmi

для всiх k, m, n ∈ N i наборiв натуральних
чисел (c1, c2, . . . , cm).

Позначимо через Wε клас множин з W,
дiаметри яких не перевищують ε.

Лема 2. Для довiльного iнтервалу u ⊂
(0, 1] iснує не бiльше чотирьох множин з
W|u|, якi покривають u i мають дiаметри
не бiльшi за |u|.

Доведення. Нехай u = (a, b). Точки a i b
можуть належати: 1) рiзним цилiндрам 1-го
рангу; 2) одному цилiндру 1-го рангу.

1. Нехай a ∈ ∆]
a1
, b ∈ ∆]

b1
, c = max ∆]

a1
,

d = min ∆]
b1
. Оскiльки a < b, то a1 > b1 i

a < d < b.
Можливi пiдвипадки: 1) a1 − b1 > 1 i

2) a1 − b1 = 1.
1.1. Нехай a1 − b1 > 1. Тодi

(a, b) = (a, d] ∪ (d, b).

Якщо a = min ∆]
a1
, то

[a, d] =

a1⋃

i=b1+1

∆]
i ⊂ Wd−a ⊂ Wb−a.
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Якщо a ∈ ∇]
a1
, то (a, d) покривається дво-

ма множинами з Wd−a, а саме:

∆]
a1

i
a1−1⋃

j=b1+1

∆]
j.

Таким чином, для покриття [a, d] доста-
тньо двох множин з Wd−a, а отже, i з Wb−a.

Розглянемо [d, b]. Якщо b = max ∆]
b1
, то

[d, b] = ∆]
b1
⊂ Wb−d ⊂ Wb−a.

Якщо b ∈ ∇]
b1
, то розглянемо цилiндри

2-го рангу ∆]
b1j, якi належать ∆]

b1
.

Якщо b = max ∆]
b1n, то

[d, b] =
n⋃

j=1

∆]
b1j ⊂ Wb−d.

Якщо b ∈ ∇]
b1n, то [d, b] покривають:

а) двi множини з Wb−a:

n−1⋃
j=1

∆]
b1j i ∆]

b1n, якщо n > 1,

б) одна множина ∆]
b11, якщо n = 1, оскiльки

|∆]
b11| < |∆]

b1+1|, ∆]
b1+1 ⊂ [a, b].

Отже, для покриття [d, b] досить двох
множин з Wb−a i не бiльше чотирьох мно-
жин для покриття [a, b].

1.2. Нехай a1−b1 = 1. Тодi c = d, a ∈ ∇]
a1
.

Розглянемо [a, d]. Якщо a = min ∆]
a1k, то

[a, d] =
∞⋃

j=k

∆]
a1j ⊂ Wd−a ⊂ Wb−a.

Якщо a ∈ ∇]
a1k, то [a, d] покривається

двома множинами з Wb−a, а саме:

∆]
a1k i

∞⋃

j=k+1

∆]
a1j,

оскiльки згiдно з рiвнiстю

|∆]
c1c2...cms| =

∞∑
j=s+1

|∆]
c1c2...cmj|

маємо |∆]
a1k| =

∞∑

j=k+1

|∆]
a1j|.

Отже, для покриття [a, d] досить двох
множин з Wb−a.

Тепер розглянемо [d, b].
Якщо b = max ∆]

b1n, то

[d, b] =
n⋃

j=1

∆]
b1j ⊂ Wb−d.

Якщо b ∈ ∇]
b1n i n > 1, то [d, b] покривається

двома множинами з Wb−a, а саме:
n−1⋃
j=1

∆]
b1j i ∆]

b1n,

оскiльки |∆]
b1n| < |∆]

b11|, ∆]
b11 ⊂ [d, b].

Якщо ж b ∈ ∇]
b11, то розглянемо цилiн-

дри ∆]
b11j 3-го рангу, якi належать ∆]

b11. В
цьому випадку [d, b] покривається не бiльш
нiж двома множинами з Wb−a, а саме:
а) якщо b = max ∆]

b11s, то однiєю множиною:
∞⋃

j=s

∆]
b11j,

б) якщо b ∈ ∇]
b11s, то двома множинами:
∞⋃

j=s+1

∆]
b11j i ∆]

b11s,

оскiльки довжина останньої є меншою дiа-
метра першої. Отже, для покриття [d, b] до-
сить двох множин з Wb−a i чотирьох множин
для покриття всього [a, b].

2. Якщо a i b належать одному цилiндру
1-го рангу, то iснує цилiндр ∆]

c1c2...cm
деякого

рангу m, якому належать числа a i b, але не
iснує цилiндра рангу m + 1, якому б вони
належали.

У випадку, коли m парне, для доведення
леми досить повторити мiркування випад-
ку 1, де роль (0, 1] буде вiдiгравати цилiндр
∆]

c1c2...cm
.

Якщо ж m—число непарне, дiйти до ви-
сновку можна аналогiчними мiркуваннями.
При цьому числа a i b, c i d обмiнюються
ролями. Лему 2 доведено.
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Теорема 3. Класу множин W до-
статньо для визначення розмiрностi
Гаусдорфа–Безиковича довiльної борелiв-
ської множини E ⊂ [0, 1], тобто

α0(E, W) = α0(E). (4)

Доведення. З леми 2 випливає

mα
ε (E, W) ≤ 4mα

ε (E).

Справдi, для довiльного вiдрiзка u, що
бере участь в покриттi E, iснує не бiльше чо-
тирьох множин ω1, ω2, ω3, ω4 з W, для яких

|ωi|α ≤ |u|α при довiльному α ∈ (0, 1).

З iншого боку,

mα
ε (E) ≤ mα

ε (E, W),

оскiльки у визначеннi mα
ε (E) iнфiмум бе-

реться за ширшим класом покриттiв, який
включає i множини з W. Таким чином,

mα
ε (E) ≤ mα

ε (E, W) ≤ 4mα
ε (E)

для будь-якого ε > 0. Звiдки перехiд до гра-
ниць дає

Hα(E) ≤ Hα(E, W) ≤ 4Hα(E),

тобто Hα(E) i Hα(E, W) одночасно по α на-
бувають значень 0 та ∞. А це означає, що
має мiсце рiвнiсть 4. Теорему 3 доведено.

4. Метричнi задачi: фрактали кан-
торiвського типу.

З виразу довжини цилiндра i формул для
геометричної прогресiї випливає наступне
твердження.

Лема 3. Для мiри Лебега λ мають
мiсце наступнi рiвностi:

1. λ

(
k⋃

i=1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2k

)
|∆]

c1...cm
| =

=

(
1− 1

2k

)
1

2c1+c2+...+cm
;

2. λ

( ∞⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

1

2k
|∆]

c1...cm
| =

=
1

2k

1

2c1+c2+...+cm
;

3. λ

( n⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2n−k

)
|∆]

c1...cm
| =

=

(
1− 1

2n−k

)
1

2c1+c2+...+cm
.

Теорема 4. Множина C ≡ C[∆], V ] =
= {x : x = ∆]

a1a2...an..., an ∈ V 6= N} є:
1) досконала;
2) нiде не щiльна;
3) має нульову мiру Лебега;
4) самоподiбна, якщо V — скiнченна мно-
жина, i N-самоподiбна, якщо V — не-
скiнченна множина, її фрактальна розмiр-
нiсть Гаусдорфа-Безиковича є розв’язком
рiвняння ∑

v∈V

(
1

2v

)x

= 1.

Доведення. 1. Нехай x0 = ∆]
c1...cn... —

гранична точка множини C, тобто така, що
для будь-якого ε > 0 iнтервал (x0− ε; x0 + ε)
мiстить нескiнченну кiлькiсть точок множи-
ни C.

Доведемо, що x0 ∈ C[∆], V ], тобто пока-
жемо, що всi cj належать V, j ∈ N. Припу-
стимо, що це не так, тобто iснує ci ∈ N \ V .
Тодi x0 ∈ ∆]

c1...ci−1ci
. Але ∇]

c1...ci−1ci
∩ C = ∅ i

тому (x0 − ε; x0 + ε) ∩ C = ∅ при ε <
1

2i+1
,

що суперечить тому, що x0 є граничною для
C. Тобто всi cj ∈ V i x0 ∈ C. Отже, C є
замкненою множиною.

Тепер покажемо, що C не мiстить iзольо-
ваних точок. Припустимо супротивне. Не-
хай x1 = ∆]

c1...cn... — iзольована точка мно-
жини C (cj ∈ V ), тобто iснує ε > 0 таке, що

(x1 − ε; x1) ∩ C = ∅ = C ∩ (x1; x1 + ε).

Але, взявши m достатньо великим, а саме:
1

2c1+c2+...+cm
< ε, матимемо

∆]
c1...cm

⊂ (x1 − ε; x1 + ε).

Тодi точка

x2 = ∆]
c1...cmi(v) ∈ C ∩ (x1 − ε; x1 + ε),

де i ∈ V \ {cm+1}, v ∈ V, що суперечить
припущенню, оскiльки x2 6= x1.
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Таким чином, множина C є замкненою i
не мiстить iзольованих точок, тобто є доско-
налою.

2. Скористаємось означенням нiде не
щiльної множини. Для цього покажемо, що
для довiльного iнтервалу (a, b) ⊆ (0, 1) iснує
пiдiнтервал (a′, b′) ⊆ (a, b), який не мiстить
точок множини C. Не порушуючи загально-
стi, можна вважати, що числа a i b мають
нескiнченнi зображення. Нехай

a = ∆]
c1...cm−1cmcm+1..., b = ∆]

c1...cm−1c′mc′m+1...,

де cm 6= c′m.
1) Якщо m — число непарне, то cm > c′m

i cj = c′j при j < m. Тодi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1cm[cm+1+1]j,

де j ∈ N \ V .
2) Якщо ж m — парне, то cm < c′m i cj = c′j

при j < m. I тодi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1c′m[c′m+1+1]j,

де j = N \ V .
3. Якщо V1 ⊆ V2, то очевидно, що

C[∆], V1] ⊂ C[], V2]. Тодi мiркування до-
сить провести для випадку, коли множина
N \ V = {u} складається з одного елемента.

Нехай Fk — це об’єднання всiх цилiндрiв
k-го рангу, серед внутрiшнiх точок яких є
точки множини C. Тодi C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk. А
отже,

λ(C) ≤ λ(Fk) для всiх k ∈ N.

Оскiльки

Fk =
⋃

i1 6=u

⋃

i2 6=u

. . .
⋃

ik 6=u

∆i1i2...ik , то

λ(Fk) =
∑

i1 6=u

∑

i2 6=u

. . .
∑

ik 6=u

|∆i1i2...ik | =

=
∑

i1 6=u

∑

i2 6=u

. . .
∑

ik−1 6=u

|∆i1i2...ik−1
|
∑

ik 6=u

1

2ik
=

=

(
1− 1

2u

) ∑

i1 6=u

∑

i2 6=u

. . .
∑

ik−1 6=u

|∆i1i2...ik−1
| =

=

(
1− 1

2u

)∑

i1 6=u

. . .
∑

ik−2 6=u

|∆i1...ik−2
|

∑

ik−1 6=u

1

2ik−1
=

=

(
1− 1

2u

)2∑

i1 6=u

. . .
∑

ik−2 6=u

|∆i1...ik−2
|= . . .=

=

(
1− 1

2u

)k−1 ∑

i1 6=u

|∆i1| =

=

(
1− 1

2u

)k−1 ∑

i1 6=u

1

2i1
=

(
1− 1

2u

)k

.

Тодi λ(C) ≤ λ(Fk) =

(
1− 1

2u

)k

→ 0, коли

k →∞. А отже, λ(C) = 0.
4. Оскiльки

C =
⋃
n

Cn i C
2−cn∼ Cn = ∆]

cn
∩ C,

то множина C є самоподiбною у ви-
падку скiнченного об’єднання i N -
самоподiбною, якщо n → ∞. Її самоподiбна
(N−самоподiбна) розмiрнiсть набуває зна-
чень з нескiнченної множини i є розв’язком
рiвняння ∑

cn∈V

(
1

2cn

)x

= 1.

Теорему 4 доведено.
Наслiдок 1. Якщо V = N\{1}, то

α0(C) = log2

2√
5− 1

.

Теорема 5. Нехай c i s — фiксованi на-
туральнi числа. Множина

C ≡ C[∆], cs] =

= {x : x = ∆]
a1...an..., де anan+1 6= cs ∀n ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри
Лебега.

Доведення. Доведемо, що C[∆], cs] є нi-
де не щiльною множиною згiдно з означен-
ням.

Нехай (a, b) — довiльний iнтервал, що
належить (0, 1]. Легко вказати цилiндр
∆]

c1...cm
⊆ (a, b).

Справдi, оскiльки a < b, то iснує k таке,
що ak(a) 6= ak(b), але ai(a) = ai(b) при i <
k. Тодi можливi випадки: 1) k − непарне;
2) k − парне.

1) ∆]
a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1] ⊆ (a, b), а

192 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3.



∆]
a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1]cs ∩ C = ∅.

2) ∆]
a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1] ⊆ (a, b), а

∆]
a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1]cs ∩ C = ∅.

Тому множина C[∆], cs] є нiде не щiльною
за означенням.

Доведемо, що мiра Лебега множини
C[∆], cs] рiвна нулю. Можливi випадки:
1) c = s; 2) c 6= s.

Нехай ∆
]

c1...cm
≡ ∆]

c1...cm
∩ C. Тодi у пер-

шому випадку

C =

[⋃

i6=c

∆
]

i

]
∪

[⋃

i6=c

∆
]

ci

]
.

У другому випадку

C =

[⋃

i6=c

∆
]

i

]
∪

[ ⋃

c 6=i 6=s

∆
]

ci

]
∪

[ ⋃

c6=i6=s

∆
]

cci

]
∪. . .∪

∪
[ ⋃

c 6=i 6=s

∆
]

c . . . c︸ ︷︷ ︸
k

i

]
∪ . . . ∪∆]

(c).

Нехай F0 = (0, 1], F2k — об’єднання цилiн-
дрiв рангу 2k, якi мiстять точки множини
C[∆], cs],

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (5)

Очевидно, що

F2k ⊇ F2(k+1) ⊇ C[∆], cs] ∀k ∈ N,

C[∆], cs] =
∞⋂

k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху

λ(C[∆], cs]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi
λ(C[∆], cs]) =

= lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
· λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
=

lim
k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (6)

З (5) маємо

λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1))

i
λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1− λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Пiдставивши в (6) отриманий вираз,
одержимо

λ(C[∆], cs]) =
∞∏

k=1

(1− λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
).

Останнiй нескiнченний добуток розбiгає-
ться до нуля тодi i тiльки тодi, коли

∞∑

k=1

λ(F 2(k+1))/λ(F2k) = ∞. (7)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.
Нехай ∆]

c1...c2k
— цилiндр з F2k. Можливi

випадки: 1)c2k = c, 2)c2k 6= c.
Якщо c2k = c, то

∇]
c1...c2ks

⋂
C[∆], cs] = ∅ i

|∆]
c1...c2ks|

|∆]
c1...c2k |

=
1

2s
.

Якщо c2k 6= c, то

∇]
c1...c2kcs

⋂
C[∆], cs] = ∅ i

|∆]
c1...c2kcs|

|∆]
c1...c2k |

=
1

2c+s
.

Тому, враховуючи це, маємо

0 <
1

2c+s
≤ λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
≤ 1

2s
< 1.

Отже, ряд (7) розбiгається, оскiльки не
виконується необхiдна умова збiжностi i то-
му λ(C[∆], cs]) = 0. Теорему 5 доведено.

5. Деякi задачi ймовiрнiсної теорiї
чисел. У традицiйному розумiннi ймовiр-
нiсна теорiя чисел займається теоретико-
числовими проблемами з використанням
ймовiрнiсних засобiв (моделей, прийомiв та
методiв). Ймовiрнiсна теорiя зображень дiй-
сних чисел розв’язує ймовiрнiснi проблеми
(задачi) з використанням рiзних систем зо-
браження чисел. Її важливою складовою є
вивчення розподiлiв ймовiрностей на мно-
жинах дiйсних чисел, визначених умовами
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на їх зображення у тiй чи iншiй системi,
зокрема випадкових величин, символи (ци-
фри) зображення яких є випадковими вели-
чинами з наперед заданими розподiлами.

Використаємо ∆]-зображення чисел для
моделювання i дослiдження розподiлiв ви-
падкових величин.

Теорема 6. Якщо випадкова величина
τ = ∆]

τ1τ2...τk... має рiвномiрний на (0, 1] роз-
подiл, то символи τk її ∆]-зображення є не-
залежними випадковими величинами, що
мають однаковi розподiли

P{τk = i} =
1

2i
, i = 1, 2, . . . . (8)

Доведення. Оскiльки τ має рiвномiрний
розподiл на (0, 1], то

1. P{τ = a} = 0 для довiльного a ∈ (0, 1];
2. P{τ ∈ (a, b)}= P{τ ∈ [a, b]}= P ([a, b]) =

= b − a, зокрема для довiльного цилiндра
∆]

c1...cm
, враховуючи вираз його довжини,

має мiсце рiвнiсть

P (∆]
c1...cm

) = |∆]
c1...cm

| = 1

2c1+...+cm
=

m∏
i=1

1

2ci
.

Скористаємось методом математичної iн-
дукцiї, тобто доведемо, що для довiльного
k ∈ N випадкова величина τk не залежить
вiд τj, де j < k i мають мiсце рiвностi (8).

Враховуючи неперервнiсть розподiлу ви-
падкової величини τ та властивостi цилiн-
дрiв, маємо

P{τ1 = i}=P{τ ∈ ∆]
i}=P (∆]

i)= |∆]
i|=

1

2i
;

P{τ1 = i, τ2 = j} = P{τ ∈ ∆]
ij} =

= P (∆]
ij) = |∆]

ij| =
1

2i+j
= |∆]

i| · |∆]
j| =

=P (∆]
i)P (∆]

j)=P{τ1 = i}·P{τ2 =j}=
1

2i+j
;

P{τ2 = i}=P{τ ∈
∞⋃

j=1

∆]
ji}=P (

∞⋃
j=1

∆]
ji)=

=
∞∑

j=1

|∆]
ji| =

∞∑
j=1

1

2i+j
=

1

2i

∞∑
j=1

1

2j
=

1

2i
.

Аналогiчно,

P{τk+1 = i} = P{τ ∈
∞⋃

j1=1

...

∞⋃
jk=1

∆]
j1...jki} =

=
∞∑

j1=1

...

∞∑
jk=1

|∆]
j1...jki| =

=
1

2i

∞∑
j1=1

...

∞∑
jk=1

1

2j1+j2+...+jk
=

1

2i
.

Оскiльки остання ймовiрнiсть не зале-
жить вiд k, а лише вiд i, то τk є незалежними
i однаково розподiленими. Теорему доведе-
но.

Теорема 7. Якщо символи ξk

∆]−зображення випадкової величини

ξ = ∆]
ξ1ξ2...ξn...

є незалежними випадковими величина-
ми, якi набувають значень 1, 2, . . . , i, . . . з
ймовiрностями p1k, p2k, . . . pik, . . . вiдповiдно
(p1k + ... + pik + ... = 1, k ∈ N), то розподiл
ξ є або чисто дискретним, або чисто не-
перервним (неатомарним), причому чисто
дискретним — тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏

k=1

max
i
{pik} > 0.

Точковий спектр (множина атомiв) дис-
кретно розподiленої випадкової величини ξ
складається з точки x0 такої, що

paj(x0)j = max
i
{pik},

i всiх точок x, якi мають властивiсть
paj(x)j > 0 для будь-якого j ∈ N i iснує таке
m ∈ N, що aj(x) = aj(x0) при j ≥ m.

Доведення. Зауважимо, що випадкова
величина ξ не набуває значень з множини
точок, якi мають скiнченнi ∆]−зображення.
Тому у подальших мiркуваннях ми нехтуємо
точками цiєї множини. А решта точок (0; 1]
мають єдине ∆]−зображення.

З незалежностi ξk i єдиностi ∆]-
зображення випливає, що
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P{ξ = ∆]
c1c2...cm...} =

∞∏

k=1

pckk,

тобто P{ξ = x} =
∞∏

j=1

paj(x)j.

Спочатку доведемо необхiднiсть: якщо
M > 0, то розподiл ξ є чисто дискретним.
Оскiльки P{ξ = x0} = M , то P{ξ = x0} > 0.

Якщо pak(x′)k > 0 для будь-якого k ∈ N
i ∆]−зображення точки x′ вiдрiзняється вiд
зображення точки x0 не бiльше, нiж перши-
ми (m− 1) ∆]−символами, то

P{ξ = x′} =
m−1∏

k=1

pak(x′)k ·
∞∏

k=m

pak(x0)k =

=
m−1∏

k=1

pak(x′)k · M
m∏

k=1

pak(x0)k

.

Нехай Am — множина всiх точок x′, ∆]-
символи яких спiвпадають з ∆]-символами
точки x0, починаючи з m. Тодi послiдовнiсть
множин Am має властивостi:
1. {x0} = A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Am ⊂ Am+1 ⊂ . . . ;
2. P{ξ ∈ Am} =

=
∑

a1∈N

. . .
∑

am−1∈N


m−1∏

k=1

pak(x′)k · M
m∏

k=1
pak(x0)k


=

=
M

m∏
k=1

pak(x0)k

→ 1, коли m →∞.

Отже, злiченна множина

A = lim
m→∞

Am =
∞⋃

m=1

Am

є носiєм розподiлу випадкової величини ξ,
тобто розподiл є дискретним.

Достатнiсть. Якщо ξ має дискретний
розподiл, то iснує x′ таке, що

0 < P{ξ = x′} =

=
∞∏

k=1

pak(x′)k ≤
∞∏

k=1

max
i
{pik} = M,

тобто M > 0. Теорему 7 доведено.
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