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ПРО ЗАСТОСОВНIСТЬ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ
НЕСКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ ВIДНОСНО Q-ПОХIДНОЇ

Одержано необхiднi та достатнi умови застосовностi диференцiальних операторiв нескiн-
ченного порядку вiдносно q-похiдної до просторiв функцiй, аналiтичних в кругових областях.

We obtain necessary and sufficient conditions for the applicability of differential operators
of infinite order with respect to the q-derivative to the spaces of analytic functions in circular
domains.

Нехай q – довiльне фiксоване ком-
плексне число, яке вiдмiнне вiд 1. q-
похiдною функцiї f називається функцiя
(Dqf)(z) = f(qz)−f(z)

qz−z
. q-похiдна є певним рi-

зницевим аналогом звичайної похiдної, при-
чому lim

q→1
(Dqf)(z) = f ′(z). Поняття q - похi-

дної визначене в працi [1] i тому цю похiдну
iнодi називають також похiдною Джексона.
Починаючи з 80-х рокiв минулого столiття
значно активiзувалися дослiдження власти-
востей q – похiдної та її застосувань у рiзних
роздiлах математики [2].

Через AR, 0 < R ≤ ∞, позначимо про-
стiр усiх аналiтичних в крузi |z| < R фун-
кцiй, що надiлений топологiєю компактної
збiжностi. При |q| > 1 оператор Dq лiнiй-
но та неперервно дiє в просторi цiлих фун-
кцiй A∞, а при |q| < 1 – в просторах AR,
де 0 < R ≤ ∞. Нехай (ψn(z))∞n=0 – послi-
довнiсть функцiй з простору AR. В цiй стат-
тi вивчаються умови застосовностi диферен-
цiальних операторiв нескiнченного порядку
вiдносно q - похiдної виду

∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn

q f
)
(z) (1)

до простору AR. Нагадаємо [3],[4], що опера-
тор нескiнченного порядку (1) називається
застосовним до простору AR, якщо для до-
вiльної функцiї f ∈ AR ряд (1) збiгається за
топологiєю простору AR. Оператор Dq є ча-
стинним випадком оператора узагальненого
диференцiювання. Нехай (αn)∞n=0 – послiдов-
нiсть ненульових комплексних чисел. Опе-

ратор узагальненого диференцiювання Dα

дiє на степенi z за правилом: Dαzn = αn−1

αn
,

n ≥ 1 i Dα1 = 0. В [4], [5] вивченi умови за-
стосовностi до простору AR диференцiаль-
них операторiв нескiнченного порядку виду

∞∑
n=0

ψn(z) (Dn
αf) (z). (2)

Зокрема, в [4] доведене наступне тверджен-
ня.

Теорема А [4]. Нехай оператор уза-
гальненого диференцiювання Dα лiнiйно та
неперервно дiє в просторi AR. Для того,
щоб диференцiальний оператор нескiнчен-
ного порядку (2) був застосовним до про-
стору AR необхiдно i достатньо, щоб

∀r2 < R ∃r1 < R ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . ∀k ≥ n

||ψn||r2 ≤ C
|αk|
|αk−n|

rk
1

rk−n
2

. (3)

Тут ||f ||r = max
|z|≤r

|f(z)| для f ∈ AR i

0 < r < R. Оскiльки Dqz
n = [n]qz

n−1, де
[n]q = qn−1

q−1
, n ≥ 1, то Dq = Dα з αn = 1

[n]q !
, де

[n]q! = [1]q[2]q . . . [n]q. Надалi вважатимемо,
що [0]q! = 1. Тому для застосовностi опера-
тора нескiнченного порядку (1) до простору
AR необхiдно i достатньо, щоб

∀r2 < R ∃r1 < R ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . ∀k ≥ n

||ψn||r2 ≤ C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk
1

rk−n
2

. (4)
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Вивчимо тепер умови застосовностi опера-
тора (1) до простору цiлих функцiй.

Теорема 1. Нехай |q| > 1. Для засто-
совностi оператора (1) до простору A∞ не-
обхiдно i достатньо, щоб цей оператор мав
скiнченний порядок.

Доведення. Припустимо, що оператор
(1) є застосовним до простору A∞. Тодi
умова (4) виконується. Зафiксуємо довiль-
не r2 < ∞ i виберемо для нього r1 < ∞ та
C > 0 за умовою (4). При k →∞ маємо

k

√
|[k]q!| = |q| k+1

2

|q − 1|(1 + o(1)). (5)

Вiзьмемо довiльне η таким, щоб 0 < η <
1. Використовуючи (5), одержимо, що iснує
число k0 ∈ N таке, що при k ≥ k0:

|q| k(k+1)
2

|q − 1|k (1− η)k ≤ |[k]q!| ≤ |q| k(k+1)
2

|q − 1|k (1 + η)k.

Тодi для довiльного n ≥ 0 при k ≥ n + k0

матимемо

||ψn||r2 ≤ Can

(
r1

r2

1 + η

1− η

1

|q|n
)k

, (6)

де an =
rn
2 |q|

n(n−1)
2 |q−1|n

(1+η)n . Нехай n0 ∈ N таке,
що r1

r2

1+η
1−η

1
|q|n < 1. Тодi для довiльного фiксо-

ваного n ≥ n0 з використанням (6) матиме-
мо, що

||ψn||r2 ≤ Can inf
k≥k0+n

(
r1

r2

1 + η

1− η

1

|q|n
)k

= 0.

Тому ψn(z) ≡ 0 при n ≥ n0. Необхiднiсть
умов теореми 1 доведено, а їх достатнiсть є
очевидною.

Наслiдок 1. Нехай |q| > 1. Для того,
щоб оператор T лiнiйно та неперервно дiяв
у просторi A∞ i був переставним з опера-
тором Dq необхiдно i достатньо, щоб вiн
зображався у виглядi

T =

n0∑
n=0

cnD
n
q ,

де n0 – деяке натуральне число, а cn, n =
0, n0, – деякi комплекснi числа.

Таким чином, при |q| > 1 комутант опе-
ратора Dq у просторi A∞ збiгається з мно-
жиною многочленiв вiдносно Dq. Тому при
|q| > 1 оператор Dq у просторi A∞ є мiнi-
мально комутуючим оператором [6].

Розглянемо тепер випадок, коли |q| < 1.
Теорема 2. Нехай |q| < 1 i 0 < R ≤ ∞.

Для застосовностi диференцiального опера-
тора нескiнченного порядку вiдносно q – ди-
ференцiювання (1) до простору AR необхi-
дно i достатньо, щоб виконувалася умова:

∀r2 < R lim
n→∞

n
√
||ψn||r2 < |q − 1|R. (7)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай (1)
застосовний до простору AR. Тодi (4) вико-
нується. Вiзьмемо довiльне r2 < R i нехай
C > 0 та r1 < R знайденi для цього r2 за
умовою (4). Покладаючи в (4) k = n, одер-
жимо, що при n ≥ 0

||ψn||r2 ≤
C

|[n]q!|r
n
1 . (8)

Оскiльки

lim
n→∞

n

√
|[n]q!| = 1

|q − 1| , (9)

то з (8) випливає, що lim
n→∞

n
√
||ψn||r2 ≤ |q −

1|r1 < |q − 1|R i умова (7) виконується.
Достатнiсть. Нехай (7) виконується.

Вiзьмемо довiльне число r2 < R. Тодi
lim

n→∞
n
√|[n]q!|||ψn||r2 < R. Виберемо r̃2 таким,

щоб max{r2; lim
n→∞

n
√|[n]q!|||ψn||r2} < r̃2 < R.

Тодi iснує C1 > 0 таке, що для всiх n ≥ 0
виконується нерiвнiсть ||ψn||r2 ≤ C1

r̃n
2

|[n]q !| . Вi-
зьмемо ε ∈ (0, 1) таким, щоб 1+ε

1−ε
r̃2 < R. То-

дi з рiвностi (9) випливає, що iснують сталi
C2, C3 > 0 такi, що для довiльного n ≥ 0
виконуються нерiвностi

C2
(1− ε)n

|1− q|n < |[n]q!| < C3
(1 + ε)n

|1− q|n .

Тому при n ≥ 0 матимемо

||ψn||r2 ≤
C1r̃

n
2

|[n]q!| =
C1|[k − n]q!|

|[k]q!|
|[k]q!|r̃n

2

|[k − n]q!||[n]q!| ≤

82 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.



≤ C1C3

C2
2

|[k − n]q!|
|[k]q!|

(
1 + ε

1− ε

)k
r̃k
2

r̃k−n
2

=

= C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk
1

r̃k−n
2

≤ C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk
1

rk−n
2

,

де C = C1C3

C2
2

i r1 = 1+ε
1−ε

r̃2. Таким чином, умо-
ва (4) виконується. Тому оператор (1) є за-
стосовним до простору AR.

Наслiдок 2. Нехай |q| < 1 i 0 < R ≤
∞. Тодi лiнiйний неперервний оператор T :
AR −→ AR буде переставним з оператором
q – диференцiювання Dq тодi i тiльки тодi,
коли вiн зображається у виглядi диферен-
цiального оператора нескiнченного порядку
вiдносно оператора Dq зi сталими коефiцi-
єнтами виду

T =
∞∑

n=0

cnD
n
q ,

де (cn)∞n=0 – послiдовнiсть комплексних чи-
сел, яка задовольняє умову

lim
n→∞

n
√
|cn| < |q − 1|R.

Використовуючи умови еквiвалентностi
операторiв узагальненого диференцiювання
у просторi AR [7] отримуються умови еквi-
валентностi двох рiзних операторiв q – ди-
ференцiювання у просторi AR.

Твердження 1. Нехай (|q1| − 1)(|q2| −
1) 6= 0. Для того, щоб оператор Dq1 був
еквiвалентним у просторi A∞ до оператора
Dq2 необхiдно i достатньо, щоб виконувала-
ся одна з наступних умов:

1) |q1| = |q2| > 1;
2) |q1| < 1 i |q2| < 1.
Твердження 2. Нехай |q1| < 1, |q2| < 1

i 0 < R < ∞. Для того, щоб оператор
Dq1 був еквiвалентним у просторi AR до
оператора Dq2 необхiдно i достатньо, щоб
|q1 − 1| = |q2 − 1|.

Цiкаво було б вивчити умови еквiвален-
тностi у просторi AR оператора n-го порядку
вiдносно q – диференцiювання до оператора
Dn

q .
Якщо через Jq позначити оператор q –

iнтегрування, який є правим оберненим до

оператора Dq, то результати цiєї статтi лег-
ко розповсюджуються також для оператора
Jq.
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