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Вступ В роботi розглядається наступне
лiнiйне рiзницеве рiвняння другого порядку

cxn+2 = bxn+1+axn−fn, n = 0, 1, 2, ..., (1)

де a, b, c i fn – цiлi числа (n = 0, 1, 2, ...),
a ̸= 0, c ̸= 0. Якщо c = ±1, то ми маємо яв-
не рiвняння, i очевидно, що при будь-яких
початкових умовах x0, x1 ∈ Z воно має єди-
ний розв’язок у цiлих числах. В подальшому
будемо вважати, що c ̸= ±1 i b або a не дiли-
ться на c. В цiй ситуацiї рiвняння (1) будемо
називати неявним над кiльцем Z. Вiдзначи-
мо, що у випадку, коли рiвняння (1) розгля-
дається над деяким полем (наприклад, над
полем дiйсних чисел), то поняття неявного
рiвняння втрачає свiй сенс. В цьому випад-
ку теорiя лiнiйних рiзницевих рiвнянь є до-
сить розвинутою (див., наприклад, [2, Гл. 5,
§3–4]). Неявнi рiвняння над Z першого по-
рядку вивчались у роботах [3, 7, 8]. В повi-
домленнi [4] було отримано низку достатнiх
умов єдиностi цiлочисельного розв’язку для
системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь i для
одного рiвняння високого порядку.

В представленiй роботi за допомоги ме-
тодiв, розвинутих В. Н. Берестовським та
Ю. Г. Никоноровим [6], отримано критерiй
єдиностi розв’язку в цiлих числах для рiв-
няння (1) (теорема 1). Аналогiчний крите-
рiй для неявного рiвняння першого порядку
було одержано ранiше в [8]. На рiвняння по-
рядку вищого за другий цей критерiй вже
не переноситься (див. приклад 1).

В роботi також вивчається питання про

побудову цiлочисельного розв’язку рiвнян-
ня (1). Використання p-адичної топологiї на
кiльцi Z дозволило отримати явнi формули
для такого розв’язку (див. теорему 2 i на-
слiдок 2). При виконаннi додаткових умов
на коефiцiєнти одержано критерiй iснуван-
ня розв’язку у цiлих числах. А саме, дове-
дено, що за умови цiлочисельностi початко-
вих даних x0 i x1, iншi члени послiдовностi
{xn} будуть цiлими числами (див. теорему 3
i формулу (10)). Зазначимо, що ми наводи-
мо таке доведення теореми 2, з якого при-
родним шляхом можна отримати формули
(10) i (21).

За основними результатами роботи була
зроблена доповiдь на мiжнароднiй науковiй
конференцiї ”Сучаснi проблеми математи-
ки та її застосування в природничих нау-
ках i iнформацiйних технологiях”, присвя-
ченої 50-рiччю факультету математики та
iнформатики Чернiвецького нацiонального
унiверситету iменi Юрiя Федьковича.

1. Основнi результати
Наступна теорема встановлює критерiй

єдиностi цiлочисельного розв’язку неявного
рiвняння (1) (тобто ми вважаємо, що b або
a не дiлиться на c).

Теорема 1. Неявне однорiдне рiвняння

cxn+2 = bxn+1 + axn, n = 0, 1, 2, ... (2)

має тiльки нульовий розв’язок у цiлих чи-
слах тодi i тiльки тодi, коли характери-
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стичне рiвняння

cλ2 − bλ− a = 0 (3)

не має цiлих коренiв.

Доведення. Якщо характеристичне
рiвняння (3) має цiлий корiнь µ, то µ ̸=
0 i однорiдне рiвняння (2) має ненульовий
розв’язок xn = µnx0, n = 1, 2, , ... при будь-
якому 0 ̸= x0 ∈ Z. Доведемо достатнiсть
твердження теореми. Якщо характеристи-
чне рiвняння (3) не має рацiональних коре-
нiв, то полiном cλ2 − bλ− a є незвiдним над
полем рацiональних чисел Q та тверджен-
ня теореми безпосередньо випливає з теоре-
ми 6 [6]. Тому в подальшому ми припускає-
мо, що всi коренi характеристичного рiвнян-
ня (3) є рацiональними. Для цiлочисельного
розв’язку {xn}∞n=0 рiвняння (2) розглянемо
формальний степеневий ряд

X(λ) =
∞∑
k=0

xkλ
k. (4)

Як i при доведеннi теореми 6 [6] отримаємо

X(λ) =
x0 + (x1 + a1x0)λ

a0λ2 + a1λ+ 1
,

де a1 = − b
c
, a0 = −a

c
. Якщо полiноми f1(λ) =

x0 + (x1 + a1x0)λ та f2(λ) = a0λ
2 + a1λ+ 1 є

взаємно простими, то мiркуючи аналогiчно,
як при доведеннi теореми 6 [6], ми одержи-
мо, що числа a0 та a1 є цiлими, що супере-
чить припущенню про неявне рiвняння (2).
Для остаточного доведення теореми 1 пока-
жемо, що коли полiноми f1(λ) i f2(λ) не є
взаємно простими, то характеристичне рiв-
няння (3) має цiлий корiнь. Зазначимо, що
x1+a1x0 ̸= 0, i полiном f1(λ) має єдиний ко-
рiнь λ0 = − x0

x1+a1x0
. При цьому λ0 є також ко-

ренем f2(λ) i тому λ0 ̸= 0. Тодi за теоремою
Вiєта маємо f2(λ) = a0(λ − λ0)

(
λ− 1

a0λ0

)
.

Отже,

X(λ) =
f1(λ)

f2(λ)
=

x0
1− a0λ0λ

= x0

∞∑
k=0

(a0λ0)
kλk.

(5)
З (4),(5) випливає, що

xk = (a0λ0)
kx0, k = 0, 1, 2, ... (6)

Тому xk ∈ Z (k = 0, 1, 2, ...) тодi i тiльки
тодi, коли a0λ0 ∈ Z. З iншого боку, число
a0λ0 є коренем характеристичного рiвняння
(3). Теорему доведено.

Наслiдок 1. Нехай f ∈ Z i характеристи-
чне рiвняння (3) не має цiлих коренiв. Тодi
c− b− a ̸= 0 i рiвняння

cxn+2 = bxn+1+ axn− f, n = 0, 1, 2, ..., (7)

має розв’язок у цiлих числах тодi i тiль-
ки тодi, коли f дiлиться на c − a − b. Цей
розв’язок є єдиним, сталим та має вигляд

xn =
f

a+ b− c
, n = 0, 1, 2, .... (8)

Доведення. В силу теореми 1 однорi-
дне рiвняння (2) має тiльки нульовий розв’я-
зок у цiлих числах. Тому, по-перше c−b−a ̸=
0, оскiльки в iншому випадку число λ0 =
1 було б цiлим коренем характеристичного
рiвняння (3). По-друге, якщо рiвняння (7)
має розв’язок в цiлих числах, то вiн єди-
ний. Покажемо, що будь-який цiлочисель-
ний розв’язок рiвняння (7) є сталим. Якщо
{xn}∞n=0 є таким розв’язком рiвняння (7), то
послiдовнiсть yn = xn+1 − xn, n = 0, 1, 2, ...
є цiлочисельним розв’язком однорiдного рiв-
няння (2). Внаслiдок єдиностi цiлочисельно-
го розв’язку рiвняння (2) маємо yn = 0, n =
0, 1, 2, ..., тобто xn+1 = xn, n = 0, 1, 2, ....
Звiдси випливає, що рiвняння (7) має розв’я-
зок у цiлих числах тодi i тiльки тодi, коли f
дiлиться на c−a−b. Цей розв’язок подається
у виглядi (8).

Покажемо, що теорема 1, взагалi кажучи,
не є справедливою для неявного рiзницевого
рiвняння порядку, вищого за 2.

Приклад 1. Розглянемо наступне неявне
лiнiйне однорiдне рiзницеве рiвняння тре-
тього порядку

3xn+3 = 4xn+2 + 2xn+1 − xn, n = 0, 1, 2, ...
(9)

Характеристичний многочлен цього рiвнян-
ня

3λ3 − 4λ2 − 2λ+ 1 = (3λ− 1)(λ2 − λ− 1)

не має цiлих коренiв. Проте послiдовнiсть
Фiбоначчi yn+2 = yn + yn+1, n = 0, 1, 2, ... є
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цiлочисельним розв’язком рiвняння (9) при
будь-яких початкових даних y0, y1 ∈ Z. Тому
рiвняння (9) має багато розв’язкiв в цiлих
числах.

Зауваження 1. Нехай λ1, λ2 – коренi хара-
ктеристичного рiвняння (3), причому λ1 ∈
Z. Так як рiвняння (2) є неявним, то λ2 ∈
Q\Z. Як i при доведеннi теореми 1 ми одер-
жимо, що будь-який цiлочисельний розв’я-
зок може бути поданий у виглядi (6), де чи-
сло a0λ0 – цiлий корiнь характеристичного
рiвняння (3), а отже, λ1 = a0λ0, i загальний
розв’язок однорiдного рiвняння (2) у цiлих
числах має вигляд xn = λn1x0. Таким чи-
ном, на вiдмiну вiд цiлочисельних розв’яз-
кiв явного рiвняння, неявне однорiдне рiв-
няння другого порядку або взагалi не має
ненульових цiлочисельних розв’язкiв, або цi
розв’язки визначаються лише одним поча-
тковим значенням x0 ∈ Z.

Наступна теорема вказує явний вигляд
цiлочисельного розв’язку рiвняння (1) за
умови, що такий розв’язок iснує. Для про-
стого числа p через Zp позначається кiльце
цiлих p-адичних чисел зi стандартною топо-
логiєю [1, Глава 1, §3].

Теорема 2. Нехай числа c i b мають спiль-
ний простий дiльник p, який не є дiльником
числа a, та λ1, λ2 – рiзнi коренi характери-
стичного рiвняння (3). Якщо рiвняння (1)
має розв’язок у цiлих числах, то цей розв’я-
зок є єдиним i може бути поданий у вигля-
дi

xn =
∞∑
k=0

(
λk+1
1 − λk+1

2

λ1 − λ2

)
(−1)kck

ak+1
fn+k, (10)

n = 0, 1, 2, ...,

де всi доданки ряду (10) належать просто-
ру Zp, i ряд (10) збiгається в топологiї цьо-
го простору.

Доведення. Так як p є спiльним про-
стим дiльником чисел c, b i a не дiлиться на
p, то рiвняння (3) не має цiлих коренiв. То-
му за теоремою 1 рiвняння (1) має не бiльш
нiж одного розв’язку в цiлих числах. Послi-
довнiсть {xn}∞n=0 є розв’язком рiвняння (1)

у цiлих числах тодi i тiльки тодi, коли по-

слiдовнiсть un =

(
xn+1

xn

)
є цiлочисельним

розв’язком наступного векторного рiвняння
в Z2:

Aun+1 = Bun − gn, n = 0, 1, 2, ..., (11)

де

A =

(
c 0
0 1

)
, B =

(
b a
1 0

)
, gn =

(
fn
0

)
.

Матриця B є оборотною, оскiльки
detB = −a ̸= 0. Нехай B̃ – приєднана
до B матриця. Тодi B̃ = (detB)B−1 =(

0 −a
−1 b

)
. Оскiльки число p не є дiльни-

ком a, то 1
a
∈ Zp [1, Глава 1,§3], i елементи

матриць B−1 та B−1A також належать Zp.
Рiвняння (11) еквiвалентно наступному
рiвнянню

−1

a
Tun+1 = un −B−1gn, n = 0, 1, 2, ...,

де T = B̃A. Тому

un =
m−1∑
k=0

(−a)−kT kB−1gn+k+(−a)−mTmun+m,

(12)
m ∈ N, n = 0, 1, 2, ...

Покажемо, що

lim
m→∞

a−mTmun+m = 0, n = 0, 1, 2, .. (13)

в топологiї простору Z2
p = Zp × Zp.

Характеристичний полiном матрицi T
має вигляд λ2 − bλ − ca. В силу теореми
Гамiльтона-Келi

T 2 = bT + acI, (14)

де I – одинична матриця розмiру 2×2. Оче-
видно, що для будь-якого цiлого m > 2 iсну-
ють цiлi невiд’ємнi числа qm > 0 i rm ∈ {0, 1}
такi, що m = 2qm+rm. При цьому lim

m→∞
qm =

∞. Внаслiдок спiввiдношення (14) елемен-
ти матрицi T 2 дiляться на p, тому елементи
матрицi T 2qm дiляться на p qm , Тодi є спра-
ведливим зображення

a−mTmun+m = pqmznm, (15)
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де znm ∈ Zp. Оскiльки lim
m→∞

pqm = 0 у просто-
рi Zp, то внаслiдок зображення (15) одержу-
ємо рiвнiсть (13). Переходячи в (12) до гра-
ницi при m→ ∞, отримаємо зображення

un =
∞∑
k=0

(B−1A)kB−1gn+k, n = 0, 1, 2, ...,

(16)
де збiжнiсть ряду в правiй частинi рiвностi
(16) розумiється в топологiї простору Z2

p. Та-
ким чином, якщо цiлочисельний розв’язок
рiвняння (11) iснує, то вiн має вигляд (16).
Звiдси, якщо iснує розв’язок рiвняння (1) у
цiлих числах, то вiн має наступний вигляд:

xn =
∞∑
k=0

e0(B
−1A)kB−1gn+k, n = 0, 1, 2, ...,

(17)
де e0 = (0, 1), i збiжнiсть ряду в правiй ча-
стинi рiвностi (17) розумiється в топологiї
простору Zp. За допомоги iнтерполяцiйної
формули Лагранжа-Ciльвестра маємо

(B−1A)k =
1

µ1 − µ2

((B−1A− µ2I)µ
k
1−

−(B−1A− µ1I)µ
k
2), k ∈ N, (18)

де µj = 1
λj

(j = 1, 2) – власнi значення ма-
трицi B−1A. Крiм того,

e0B
−1AB−1gn+k = − b

a2
fn+k, n, k = 0, 1, 2, ...

(19)
Пiдставляючи (18), (19) у (17) з урахува-
нням теореми Вiєта та рiвностей B−1gn =(

0
fn
a

)
, отримаємо

xn =
∞∑
k=0

(
− µk1 − µk2
µ1 − µ2

· bfn+k
a2

+

+
µ1µ

k
2 − µ2µ

k
1

µ1 − µ2

· fn+k
a

)
=

=
∞∑
k=0

(µk1 − µk2)(µ1 + µ2) + µ1µ
k
2 − µ2µ

k
1

µ1 − µ2

·fn+k
a

=

=
∞∑
k=0

(
µk+1
1 − µk+1

2

µ1 − µ2

)
fn+k
a

=

=
∞∑
k=0

(
λk+1
1 − λk+1

2

λ1 − λ2

)
(−1)kck

ak+1
fn+k, n = 0, 1, 2, . . .

Таким чином, послiдовнiсть {xn}∞n=0, члени
якої визначено за допомоги рiвностей (10),
задовольняє рiвняння (1). Теорему доведено
повнiстю.

Покажемо, що в умовах теореми 2 цiлочи-
сельний розв’язок рiвняння (1) можна без-
посередньо виразити через коефiцiєнти цьо-
го рiвняння.

Наслiдок 2. Нехай виконано всi умови те-
ореми 2. Якщо рiвняння (1) має розв’язок у
цiлих числах, то вiн має вигляд

xn =
∞∑
k=0

(−1)k
[ k2 ]∑
j=0

Cj
k−j

(
b

a

)k−2j

×

×
( c
a

)j fn+k
a

, n = 0, 1, 2, ..., (20)

де [x] – цiла частина числа x i збiжнiсть
ряду в правiй частинi рiвностi (20) розумi-
ється в топологiї простору Zp. Крiм того,
його також можна подати у виглядi

xn =
∞∑
k=0

yk+1
fn+k
a

, n = 0, 1, 2, ..., (21)

де послiдовнiсть {yn}∞n=0 належить Q ∩ Zp
i є розв’язком наступної початкової задачi{

ayn+2 = −byn+1 + cyn, n = 0, 1, 2, ...,
y0 = 0, y1 = 1.

Доведення. Зауважимо, що з форму-
ли (10) та теореми Вiєта випливає наступне
зображення розв’язку рiвняння (1):

xn =
∞∑
k=0

(
µk+1
1 − µk+1

2

µ1 − µ2

)
fn+k
a

, n = 0, 1, 2, ...,

(22)
де µj = 1

λj
(j = 1, 2) – коренi рiвняння

aµ2 + bµ − c = 0 (див. доведення теореми
2). Таким чином, розв’язок {xn}∞n=0 має ви-
гляд (21), де yk =

µk1−µk2
µ1−µ2 , k = 0, 1, 2, .... При

кожному k = 1, 2, ... функцiя µk+1
1 −µk+1

2

µ1−µ2 =
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k∑
j=0

µj1µ
k−j
2 є k-ю повною симетричною фун-

кцiєю змiнних µ1 та µ2. Ця функцiя подає-
ться як многочлен вiд змiнних σ1 = µ1 + µ2

та σ2 = µ1µ2 наступним чином [5, Глава 1,
§2, Приклад 8]:

µk+1
1 − µk+1

2

µ1 − µ2

=
k∑
j=0

µj1µ
k−j
2 = detHk, (23)

де Hk – трьохдиагональна матриця розмi-
ру k × k з елементами hj,j = σ1, j = 1, ...k,
hj,j−1 = 1, j = 2, .., k, k > 1, hj,j+1 = σ2, j =
1, ...k − 1, k > 1. Всi iншi елементи матрицi
Hk дорiвнюють нулю. Цей визначник обчи-
слюється за формулою

detHk =

[ k2 ]∑
j=0

Cj
k−jσ

k−2j
1 (−σ2)j, k ∈ N. (24)

Тепер з формул (23),(24) та теореми Вiєта
випливає

µk+1
1 − µk+1

2

µ1 − µ2

= (−1)k
[ k2 ]∑
j=0

Cj
k−j

(
b

a

)k−2j ( c
a

)j
,

k = 0, 1, 2, ...

Звiдси з урахуванням (22) отримаємо зобра-
ження (20) розв’язку рiвняння (1).

Наступний приклад показує, що якщо
умови теореми 2 не виконано, то для будь-
якого простого числа p ряд (10) може бути
розбiжним в топологiї Zp.
Приклад 2. Нехай в рiвняннi (1) c = 6, a =
b = 1 i fn = 20, n = 0, 1, 2, ... Вiдповiдне
характеристичне рiвняння 6λ2 − λ − 1 = 0
має коренi λ1 = 1

2
, λ2 = −1

3
. Ряд (10) має

вигляд
∞∑
k=0

((−1)k3k+1+2k+1)4 i є розбiжним в

топологiї Zp для будь-якого простого числа
p. Але згiдно з наслiдком 1 рiвняння (1) має
єдиний розв’язок xn = −5, n = 0, 1, 2, ... у
цiлих числах.

Зауваження 2. Нехай числа c i b мають
спiльний простий дiльник p, який не є дiль-
ником числа a, але характеристичне рiвня-
ння (3) має кратний корiнь λ1 = λ2 (напри-
клад, c = 9, b = 6, a = −1, p = 3). Якщо

iснує розв’язок рiвняння (1) у цiлих числах,
то можна довести, що вiн має наступний ви-
гляд:

xn =
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

ak+1

(
b

2

)k
fn+k, (25)

де збiжнiсть ряду в правiй частинi рiвностi
(25) розумiється в топологiї простору Zp. За-
значимо, що у даному випадку b

2
∈ Zp при

p ̸= 2. Якщо p = 2, то число 2 є спiльним
дiльником b i c, i отже b

2
∈ Z. Бiльш то-

го, оскiльки ми маємо кратний корiнь, то
b2 + 4ac = 0. Тому

(
b
2

)2
= −ac, тобто b дi-

литься на 4.

Зауваження 3. Нехай виконано всi умови
теореми 2 i {fn}∞n=0 – довiльна послiдовнiсть
елементiв iз Zp. Так як 1

a
∈ Zp, то за допо-

моги теореми Вiєта неважко переконатися,
що(

λk+1
1 − λk+1

2

λ1 − λ2

)
(−1)kck

ak+1
∈ Zp, k = 0, 1, ...

Таким чином, ряд (10) завжди збiгається в
Zp i безпосередньою пiдстановкою перевiря-
ється, що сума цього ряду є розв’язком рiв-
няння (1) над Zp.

Наступна теорема в частковому випад-
ку встановлює критерiй iснування розв’язку
рiвняння (1) в цiлих числах.

Теорема 3. Нехай число c є дiльником чи-
сла b i є взаємно простим iз a. Нехай та-
кож характеристичне рiвняння (3) має рi-
знi коренi λ1, λ2. Рiвняння (1) має розв’язок
у цiлих числах тодi i тiльки тодi, коли для
будь-якого простого дiльника p числа c еле-
менти x0, x1, що визначено формулою (10),
є цiлими числами. При цьому цей розв’я-
зок є єдиним i може бути поданий у вигля-
дi (10), де збiжнiсть ряду в правiй частинi
рiвностi (10) розумiється в топологiї про-
стору Zp.

Доведення. Нехай p – довiльний про-
стий дiльник числа c. Тодi p є дiльником
числа b, але не є дiльником числа a. Вна-
слiдок зауваження 3 послiдовнiсть {xn}∞n=0,
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члени якої визначено за допомоги рiвностей
(10), задовольняє рiвняння (1). При цьо-
му xn ∈ Zp (n = 0, 1, 2...) для будь-якого
простого дiльника p числа c. Для доведен-
ня теореми нам залишилось показати, що
умова x0, x1 ∈ Z тягне за собою власти-
вiсть xn ∈ Z, n = 2, 3, .... Можна вважа-
ти, що c ∈ N. В силу рiвняння (1) маємо
cx2 = bx1 + ax0 − f0 ∈ Z. Розкладемо c на
простi множники c = pl11 p

l2
2 · plmm . Оскiльки

x2 ∈ Zpj , j = 1, ...,m (див. зауваження 3),
то кожне число pljj є дiльником цiлого числа
cx2. Таким чином x2 ∈ Z. Аналогiчно за до-
помоги рiвняння (1) ми одержимо, що якщо
при деякому n числа xn та xn+1 є цiлими, то
i число xn+2 є цiлим. Теорему доведено.

2. Приклади

Приклад 3. Розглянемо рiзницеве рiвнян-
ня

3xn+2 = 5xn+1−xn−f, n = 0, 1, 2, ..., (26)

де f ∈ Z. Тут c = 3, b = 5, a = −1 i вiдповiд-
не характеристичне рiвняння 3λ2−5λ+1 = 0

має коренi λ1,2 = 5±
√
13

6
, що не є цiлими чи-

слами. Оскiльки c− b− a = −1, то з наслiд-
ку 1 випливає, що рiвняння (26) має єдиний
розв’язок у цiлих числах при будь-якому
f ∈ Z. Цей розв’язок є сталим та має ви-
гляд xn = f, n = 0, 1, 2, .... Зауважимо, що
оскiльки числа c i b є взаємно простими, то
умови теорем 2 та 3 не виконано.

Приклад 4. Нехай в рiвняннi (1) c = b = 4,
a = 3 та fn = 3nf0, де f0 ∈ Z. Число c є
взаємно простим iз a i дiлить b, причому c
має єдиний простий дiльник p = 2. Числа
λ1 = 3

2
, λ2 = −1

2
є коренями характеристи-

чного рiвняння (3). Ряд (10) збiгається в то-
пологiї простору Z2 (див. зауваження 3) та
має вигляд:

xn =
∞∑
k=0

((
2
3

)k+1 − (−2)k+1

8

)
·3k+nf0 = 3nx0,

(27)
n = 0, 1, 2, ....

Отже, в цьому прикладi якщо сума ряду
(27) при n = 0 є цiлим числом, то вона буде

також цiлим числом i при будь-якому n ∈ N.
Пiдрахуємо цю суму для n = 0:

x0 =
∞∑
k=0

((
2
3

)k+1 − (−2)k+1

8

)
· 3kf0 =

= −f0 +
∞∑
k=2

2k+1 − (−6)k+1

24
f0 =

= −f0 + f0

(
1

3

∞∑
k=2

2k−2 +
∞∑
k=2

2k−2(−3)k

)
=

= − f0
21
.

Внаслiдок теореми 3 рiзницеве рiвняння (1)
має розв’язок в цiлих числах тодi i тiльки
тодi, коли f0 дiлиться на 21. Цей розв’язок є
єдиним i може бути знайдений за формулою
(27): xn = 3nx0 = −3nf0/21, n = 0, 1, 2, ...

3. Висновки
Таким чином, в роботi було дослiджено

питання про цiлочисельнi розв’язки неявно-
го лiнiйного рiзницевого рiвняння (1) дру-
гого порядку. Одержано критерiй iснування
та критерiй єдиностi розв’язку рiвняння (1)
в цiлих числах, а також вказано явний ви-
гляд цього розв’язку. У подальшому перед-
бачається отримати вiдповiднi критерiї для
неявного рiзницевого рiвняння вищого по-
рядку та знайти формули для цiлочисель-
ного розв’язку такого рiвняння.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Borevich Z.I., Shafarevich I.R. Number Theory,
Academic Press, Boston, 1966

2. Gelfond A. O., Calculus of Finite Differences, GI-
FML, Moscow, 1967 (in Russian)

3. Gerasimov V., Gefter S., Rybalko A. Implicit
linear non-homogeneous functional equation wi-
th the operator of Pommeis in the ring Z[[x]]
Bukovinian Math. J. 2016, 4 (3–4), 36–39 (in
Ukrainian)

4. Gefter S.L., Goncharuk A.B., Piven’ A.L.
Integer solutions for a vector implicit li-
near difference equation in ZN . Dopov.
Nac. akad. nauk Ukr. 2018, (11), 11–18. doi:
https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.11.011
(in Ukrainian)

5. Macdonald I.G. Symmetric functions and Hall
Polinomials, Clarendon Press, Oxford, 1979.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4. 45



6. Berestovski V. N., Nikonorov Yu. G.,
Continued fractions, the group GL(2,Z)
and Pisot numbers. Siberian Advances in
Mathematics 2007, 17 (4), 268—290. doi:
https://doi.org/10.3103/S1055134407040025

7. Gefter S., Goncharuk A. Generalized backward
shift operators on the ring Z[[x]], Cramer’s
rule for infinite linear systems, and p-adic
integers. Operator Theory: Advances and
Applications, vol 268, 2018, 247–259. doi:
https://doi.org/10.1007/978-3-319-75996-8_13

8. Gerasimov V.A., Gefter S.L., Goncharuk A.B.
Application of the p-Adic Topology on Z to
the Problem of Finding Solutions in Integers
of an Implicit Linear Difference Equation.
J. Math. Sci. 2018, 235 (3), 256—261. doi:
https://doi.org/10.1007/s10958-018-4072-x

46 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4.


