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ГРАНИЧНI ВЛАСТИВОСТI ОДНОГО КЛАСУ ФУНКЦIЙ,
ГАРМОНIЧНИХ В КРУЗI

В роботi дослiджуються граничнi властивостi функцiй, гармонiчних в одиничному крузi
комплексної площини. Одержанi результати узагальнюють деякi результати Штекбухнера i
є аналогом вiдомої теореми Гардi–Лiттлвуда.

In this paper we study the boundary behavior of harmonic functions in the unit disc of the
complex plane. The obtained results generalize some Stegbuchner results and are analogous to the
well-known Hardy–Littlewood theorem.

Нехай D := {z ∈ C : |z| < 1} – одиничний
круг, а T := {z ∈ C : |z| = 1} – одиничне ко-
ло комплексної площини C. Класична тео-
рема Гардi–Лiттлвуда [1] описує залежнiсть
мiж швидкiстю росту модуля похiдної ана-
лiтичної функцiї при наближеннi до межi T
круга D її аналiтичностi та гладкiстю грани-
чних значень цiєї функцiї. Ця теорема стала
ефективним знаряддям у розв’язаннi бага-
тьох задач теорiї функцiй i теорiї тригоно-
метричних рядiв.

Спочатку наведемо деякi означення i по-
значення, що використовуються в роботi.

Означеня 1 [2]. Будемо говорити, що дiй-
сна функцiя λ(t), задана на деякому сегмен-
тi [0, l], належить класу Ω, якщо виконую-
ться умови:

1) λ(0) = 0, λ(t) > 0 при t ∈ (0, l];
2) λ(t) не спадає разом iз t;
3) λ(t) неперервна на [0, l];
4) для ∀t1, t2 ∈ [0, l] справедлива нерiв-

нiсть
λ(t1 + t2) ≤ λ(t1) + λ(t2).

Функцiї класу Ω називаються функцiя-
ми типу модуля неперервностi. За теоремою
С.М. Нiкольського [3] маємо для λ(t) ∈ Ω
таку рiвнiсть

λ(λ, t) = λ(t).

Означеня 2 [2]. Якщо λ(t) ∈ Ω i iснує така
константа C > 1, що lim

t→0

λ(ct)
λ(t)

> 1, то кажуть,
що функцiя λ(t) належить класовi Ω**.

Вiдомо [4], що коли λ(t) ∈ Ω**, то

t∫

0

λ(u)

u
du ≤ Aλ(t),

де A = const > 0 не залежить вiд t.
Означеня 3. Будемо говорити, що дiйсна

функцiя f(t) , задана на промiжку [−π, π],
належить узагальненому класу Гельдера
Hω

p [−π, π], 1 ≤ p < ∞, якщо модуль непе-
рервностi ωp(f, t) функцiї f(t) задовольняє
умову

ωp(f, t) ≤ ω(t)

де ω(t) - функцiя типу модуля неперервно-
стi.

Наступна теорема дає достатнi умови на-
лежностi граничних значень гармонiчних в
одиничному крузi функцiй до узагальненого
класу Гельдера Hω

p [−π, π].
Теорема. Нехай u(reiθ) гармонiчна в D

функцiя з граничною функцiєю u(eiθ) ∈
Lp[−π, π], 1 ≤ p < ∞. Якщо для λ(t) ∈ Ω**
виконуються умови

∥∥∥∥
∂u(reiθ)

∂r

∥∥∥∥
p

≤ C1
λ(1− r)

1− r
,

∥∥∥∥
∂u(reiθ)

∂θ

∥∥∥∥
p

≤ C2
λ(1− r)

1− r
,

де C1, C2 − константи, якi не залежать
вiд r, тодi u(eiθ) ∈ Hλ

p [−π, π].
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Доведення. Потрiбно довести спiввiдно-
шення:

lim
r→1

π∫

−π

∣∣u(rei(θ+h))− u(reiθ)
∣∣pdθ ≤ C[λ(h)]p,

де C = const > 0 не залежить вiд h.
Не втрачаючи загальностi, будемо вважа-

ти, що 1
2
≤ r < 1, 0 < h < 1

2
, i запровадимо

такi позначення:

u′θ =
∂u

∂θ
, u′r =

∂u

∂r
.

Тодi для 0 < ρ < r будемо мати :

u(rei(θ+h))− u(reiθ) =

=
(
u(rei(θ+h))− u(ρei(θ+h))

)
+

+
(
u(ρei(θ+h))− u(ρeiθ)

)
+

+
(
u(ρeiθ)− u(reiθ)

)
=

= ei(θ+h)

r∫

ρ

u′r(te
i(θ+h))dt+

+iρ

θ+h∫

θ

eitu′θ(ρeit)dt + eiθ

r∫

ρ

u′r(te
iθ)dt.

Для 0 < ρ < r маємо

∆h(θ) :=
∣∣u(rei(θ+h))− u(reiθ)

∣∣ ≤

≤
r∫

ρ

∣∣u′r(tei(θ+h))
∣∣dt+

+

θ+h∫

θ

∣∣u′θ(ρeit)
∣∣dt +

r∫

ρ

∣∣u′r(teiθ)
∣∣dt =:

=: ∆1(θ) + ∆2(θ) + ∆3(θ) .

На основi цього одержуємо оцiнку

‖∆h(θ)‖ ≤

 1

2π

π∫

−π

(∆1(θ))
pdθ




1
p

+

+


 1

2π

π∫

−π

(∆2(θ))
pdθ




1
p

+

+


 1

2π

π∫

−π

(∆3(θ))
pdθ




1
p

= i1 + i2 + i3.

Проведемо тепер оцiнку iнтегралiв ik, k =
= 1, 2, 3, використовуючи узагальнену нерiв-
нiсть Мiнковського, умову теореми та вiдпо-
вiднi властивостi функцiї λ(t).

i1 =


 1

2π

π∫

−π




r∫

ρ

∣∣u′r(tei(θ+h))
∣∣dt




p

dθ




1
p

≤

≤
r∫

ρ


 1

2π

π∫

−π

∣∣u′r(tei(θ+h))
∣∣pdθ




1
p

dt ≤

≤ C1

r∫

ρ

λ(1− t)

1− t
dt = C1

1−ρ∫

1−r

λ(u)

u
du,

C1 = const > 0.

Покладемо 1−h = r, ρ+h = r. Це можна
зробити в силу умов на r : 1

2
≤ r < 1. Тодi

ρ = r − h = 1− 2h, а тому

i1 ≤ C1

2h∫

h

λ(u)

u
du.

Покладаючи u = t + h, одержимо :

i1 ≤ C1

h∫

0

λ(t + h)

t + h
dt ≤

≤ C1

h∫

0

λ(t) + λ(h)

t + h
dt ≤

≤ C1




h∫

0

λ(t)

t
dt +

h∫

0

λ(h)

h
dt


 =

= C1




h∫

0

λ(t)

t
dt + λ(h)


.

I оскiльки λ(t) ∈ Ω**, то

i1 ≤ (C1 + A)λ(h) = C∗
1λ(h), (1)
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C∗
1 = const > 0.

Аналогiчно встановлюється оцiнка

i3 ≤ C3λ(h). (2)

Оскiльки

∆2(θ) =

h∫

0

∣∣u′θ(ρei(θ+t))
∣∣dt,

то, використовуючи умову теореми, анало-
гiчно оцiнцi величини i1 одержуємо:

i2 =


 1

2π

π∫

−π

(∆2(θ))
p dθ




1
p

=

=


 1

2π

π∫

−π




h∫

0

∣∣u′θ
(
ρei(θ+t)

)∣∣dt




p

dθ




1
p

≤

≤
h∫

0


 1

2π

π∫

−π

∣∣u′θ
(
ρei(θ+t)

)∣∣pdθ




1
p

dt ≤

≤
h∫

0

λ(1− ρ)

1− ρ
dt =

λ(1− ρ)

1− ρ
h.

Оскiльки ρ + h = r, i 1− ρ = 2h, то

i2 ≤ λ(2h)

2h
h ≤ λ(h). (3)

Тепер iз спiввiдношень (1) — (3) одержу-
ємо, що ‖∆h(θ)‖ ≤ Cλ(h), де C = const > 0
не залежить вiд h.

Теорему доведено.
Зауваження. Вище доведене твердже-

ння при λ(t) = tα, 0 < α ≤ 1, збiгається з
лемою 3 роботи [5].
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