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ЗАКОНИ КЕПЛЕРА I ЗАДАЧА ДВОХ ТIЛ ЗI СКIНЧЕННОЮ
ШВИДКIСТЮ ГРАВIТАЦIЇ

У класичнiй небеснiй механiцi кiнематична картина руху тiл визначається трьома закона-
ми Кеплера.

Iз моменту вiдкриття I. Ньютоном закону всесвiтнього тяжiння для дослiдження руху
тiл використовувалися звичайнi диференцiальнi рiвняння, оскiльки вважалося, що швидкiсть
гравiтацiї є нескiнченною i гравiтацiйне поле поширюється миттєво вiд джерела, як би далеко
вiд нього не знаходитися.

I. Ньютон за допомогою диференцiальних рiвнянь дослiдив рух двох тiл i показав, що
траєкторiями руху одного тiла вiдносно другого i вiдносно центра маси є конiчнi перерiзи.

У реальному свiтi швидкiсть гравiтацiї не може бути нескiнченною, що узгоджується з
теорiєю вiдносностi А. Ейнштейна, в якiй постулюється, що швидкiсть гравiтацiї збiгається зi
швидкiстю свiтла, та з дослiдженнями С.М. Копейкiна й Е. Фомалонта про фундаментальну
межу швидкостi гравiтацiї. Тому для дослiдження динамiки руху тiл у реальному просторi
недостатньо методiв теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь.

Завдяки запiзнюванню гравiтацiйного поля для дослiдження руху тiл найбiльш прийнят-
ним є математичний апарат, в основу якого покладено диференцiальнi рiвняння iз запiзню-
вальним аргументом.

У статтi побудовано математичну модель руху двох тiл зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї
з використанням цих рiвнянь.

Показано, що рух цих тiл не здiйснюється за законами Кеплера. При дослiдженнi руху
тiл суттєвим є використання системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзнювальним
аргументом та закону зростання секторної швидкостi вiдносного руху тiл, спричинене скiн-
ченною швидкiстю гравiтацiї.

Ключовi слова: закони Кеплера, задача двох тiл, задача двох тiл зi скiнченною швидкiстю
гравiтацiї, математична модель Сонячної системи.

In classical celestial mechanics the kinematic picture of the motion of bodies is determined by
Kepler’s three laws.

From the moment of the opening of the law of universal gravitation by I. Newton, ordinary
differential equations were used to study the motion of bodies, since it was assumed that the
velocity of gravity is infinite and the gravitational field extends instantaneously from the source,
however far from it.

In the real world, the velocity of gravitation can not be infinite, which is consistent with the
theory of relativity A. Einstein, in which it is postulated that the rate of gravity coincides with
the speed of light, and with the research S. Kopeikin and E. Fomalont on the fundamental limit of
the velocity of gravity. Therefore, in order to study the dynamics of the motion of bodies in real
space, methods of the theory of ordinary differential equations are insufficient.

Due to the delay of the gravitational field for studying the motion of bodies, the mathematical
apparatus based on which is laid differential equations with delay argument.

In the article a mathematical model of motion of two bodies with finite velocity of gravity with
the use of these equations is constructed.

It is shown that the motion of these bodies is not carried out in accordance with Kepler’s laws.
In the study of body motion, the use of the system of nonlinear differential equations with a lagging
argument and the law of increasing the sector velocity of the relative motion of bodies due to the
finite velocity of gravity is essential.

Keywords: Kepler’s laws, the problem of two bodies, the problem of two bodies with a finite
speed of gravity, mathematical model of the solar system.
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Вступ
Стаття присвячена застосуванню дифе-

ренцiальних рiвнянь iз вiдхилювальним ар-
гументом до побудови математичної моделi
Сонячної системи та дослiдження руху двох
тiл пiд дiєю сил закону всесвiтнього тяжiн-
ня з урахуванням скiнченної швидкостi гра-
вiтацiї.

Завдяки тому, що гравiтацiйний вплив од-
ного тiла на iнше не може вiдбуватися мит-
тєво, а потрiбний час, за який гравiтацiйне
поле проходить вiдстань мiж цими тiлами,
то природним є те, що математичними моде-
лями руху системи матерiальних точок ма-
ють бути рiвняння з пiслядiєю. Тому для до-
слiдження таких систем найбiльш прийнят-
ним є математичний апарат, в основу якого
покладено теорiю диференцiальних рiвнянь
iз запiзнювальним аргументом.

Результати цiєї статтi були представле-
нi на науковiй конференцiї ”Сучаснi проб-
леми математики та її застосування в при-
родничих науках i iнформацiйних техноло-
гiях”, присвяченої 50-рiччю факультету ма-
тематики та iнформатики Чернiвецького на-
цiонального унiверситету iменi Юрiя Федь-
ковича [1], i детально викладенi в публiкацi-
ях [2]– [4].

1. Закони Кеплера Рух тiл (зокрема,
рух планет) у класичнiй небеснiй механiцi
[5, 6] здiйснюється за трьома законами Кеп-
лера (1571–1630):

1. Всi планети рухаються по елiпсах, в
одному з фокусiв яких (спiльному для всiх
планет) знаходиться Сонце.

2. Площi, що описуються радiусами-век-
торами планет, проведеними iз Сонця, зро-
стають пропорцiйно часу.

3. Квадрати перiодiв обертання планет
навколо Сонця вiдносяться як куби великих
пiвосей їх орбiт.

У небеснiй механiцi зi скiнченною швид-
кiстю гравiтацiї рух тiл не може здiйсню-
ватися за цими законами. Це ми покажемо
в подальшому.

2. Задача двох тiл у класичнiй не-
беснiй механiцi. Iз моменту вiдкриття
I. Ньютоном (1643–1727) закону всесвiтньо-

го тяжiння в 1687 р. для дослiдження руху
тiл використовувалися звичайнi диферен-
цiальнi рiвняння, оскiльки вважалося, що
швидкiсть гравiтацiї є нескiнченною i гравi-
тацiйне поле поширюється миттєво вiд дже-
рела, як би далеко вiд нього не знаходитися.

Найпростiшою задачею класичної небес-
ної механiки є задача двох тiл. За другим за-
коном Ньютона та законом всесвiтнього тя-
жiння диференцiальнi рiвняння руху тiл цiєї
задачi в деякiй нерухомiй декартовiй систе-
мi координат мають вигляд

¨⃗r1(t) =
Gm2

|r⃗2(t)− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t)− r⃗1(t)),

¨⃗r2(t) =
Gm1

|r⃗2(t)− r⃗1(t)|3
(r⃗1(t)− r⃗2(t)),

(1)
де G – гравiтацiйна стала, m1 i m1 – маси тiл
i |r⃗2(t)− r⃗1(t)| – евклiдова довжина вектора
r⃗2(t)− r⃗1(t).

Дослiдження системи (1) наведено в ба-
гатьох працях (див., наприклад, [7]– [9]).

I. Ньютоном знайдено загальний розв’я-
зок системи (1) i цьому розв’язку надано ге-
ометричної форми (траєкторiями руху од-
ного тiла вiдносно другого i вiдносно центра
маси є конiчнi перерiзи).

3. Математична модель руху скiн-
ченного числа тiл у класичнiй небес-
нiй механiцi. Будемо розглядати рух ма-
терiальних точок M0,M1, . . . ,Mn з масами
m0,m1, . . . ,mn вiдповiдно в прямокутнiй си-
стемi координат x, y, z з початком коорди-
нат у точцi O. Систему координат вважа-
тимемо iнерцiальною. Положення точок Mi,
i = 0, n, в момент часу t визначаються їх
радiусами-векторами r⃗i(t), i = 0, n.

Рiвняння руху точок на пiдставi законiв
Ньютона має вигляд

mi
d2r⃗i(t)

dt2
=

=
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmimj

|r⃗j(t)− r⃗i(t)|3
(r⃗j(t)− r⃗i(t)),

i = 0, n,
(2)

де
Gmimj

|r⃗j(t)− r⃗i(t)|3
(r⃗j(t)− r⃗i(t)) – сила, з якою
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точка Mj притягує точку Mi, i G – гравiта-
цiйна стала.

При n = 9 система (2) використовується
в небеснiй механiцi для вивчення руху Сон-
ця i планет, якщо не враховувати дiю на них
iнших складових Сонячної системи (астеро-
їдiв, комет тощо) та Галактики.

Для визначення функцiй ri(t), i = 0, n,
потрiбно використовувати початковi умови:

r
(0)
i = ri(t0),

dr
(0)
i

dt
=
dri(t0)

dt
, i = 0, n, (3)

де t0 – початковий момент часу, або значен-
ня цих функцiй у моменти часу t1 i t2:

r
(1)
i = ri(t1), r

(2)
i = ri(t2), i = 0, n. (4)

4. Закон всесвiтнього тяжiння з ура-
хуванням скiнченної швидкостi гра-
вiтацiї. Принцип запiзнювання гравi-
тацiйного поля. Швидкiсть гравiтацiї в
реальному просторi не може бути нескiн-
ченною, як у теорiї Ньютона. Це твердже-
ння узгоджується з теорiєю вiдносностi Ейн-
штейна, в якiй постулюється, що швидкiсть
гравiтацiї збiгається зi швидкiстю свiтла, та
з дослiдженнями С. М. Копейкiна i Е. Фома-
лонта про фундаментальну границю швид-
костi гравiтацiї [10]. Ця властивiсть гравiта-
цiї дає змогу побудувати математичну мо-
дель Сонячної системи, що використовує не
звичайнi диференцiальнi рiвняння, а дифе-
ренцiальнi рiвняння з пiслядiєю, i встанови-
ти новi властивостi цiєї системи [3].

З’ясуємо вплив швидкостi гравiтацiї на
зображення закону всесвiтнього тяжiння.

Дослiдимо взаємодiю двох точок M1 i M2

з масами m1 i m2. Цi точки пiд впливом сил
тяжiння будуть знаходитися в станi руху.
Рух точок будемо розглядати в прямокутнiй
системi координат x, y, z з початком коорди-
нат у точцi O. Систему координат вважати-
мемо iнерцiальною. Положення точок M1 i
M2 в момент часу t визначається їх радiуса-
ми-векторами r⃗1(t) i r⃗2(t).

Якби швидкiсть гравiтацiї була нескiнче-
нною, як у теорiї Ньютона, то на пiдставi
закону всесвiтнього тяжiння в момент часу

t точка M2 притягувала б точку M1 iз силою

F⃗ (t) =
Gm1m2

|r⃗2(t)− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t)− r⃗1(t)) (5)

(напрямок цiєї сили збiгається з напрямком
вектора r⃗2(t)− r⃗1(t)), а точка M1 притягува-
ла б точку M2 iз силою −F⃗ (t).

Однак, на пiдставi скiнченної швидкостi
гравiтацiї дiя закону всесвiтнього тяжiння
здiйснюється складнiше.

Справдi, нехай точки M2 i M1 рухаються
по вiдповiдним траєкторiям зi швидкостями
v⃗2(t) = ˙⃗r2(t) i v⃗1(t) = ˙⃗r1(t) i в момент ча-
су t− τ2(t) знаходяться в точках C i D вiд-
повiдно (частини траєкторiй руху точок зо-
браженi рис. 1). Тут запiзнювання τ2(t) за-
довольняє спiввiдношення

cτ2(t) = |r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|, (6)

де c – швидкiсть гравiтацiї.
v⃗2(t) �

A*

C:

r⃗2(t− τ2(t))

B

�
v⃗1(t)

D

O

r⃗2(t)

r⃗1(t)

z

j

I

k

r⃗1(t− τ2(t))

Рис. 1. Точки M1 i M2 в моменти часу t− τ2(t) i t.

r⃗2(t)− r⃗1(t)

r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)

За промiжок часу [t− τ2(t), t] точка M2

перемiститься з точки C в точку A, а точка
M1 – з точки D в точку B. Цього промiж-
ку часу достатньо, щоб гравiтацiйне поле зi
швидкiстю c поширилося з точки C в точку
B, що вiдповiдає рiвностi (6). Отже, в мо-
мент часу t на точку B дiє не сила (5), а
сила

F⃗1(t) =
Gm1m2∣∣∣−−→BC∣∣∣3

−−→
BC =

=
Gm1m2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)).

(7)
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Таким чином, якщо рух точок M2 i M1

описується векторними функцiями r⃗1(t) i
r⃗2(t), то в момент часу t точка M2 притя-
гує точку M1 iз силою F⃗1(t), що визнається
системою спiввiдношень (6) i (7).

Аналогiчно, в момент часу t точка M1

притягує точку M2 з силою, що визнається
наступною системою спiввiдношень

F⃗2(t) =

=
Gm1m2

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|3
(r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)),

(8)

cτ1(t) = |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|. (9)

Отже, дiя одного тiла на iнше здiйсню-
ється згiдно з принципом запiзнювання
гравiтацiйного поля, тобто з урахуванням
скiнченної швидкостi гравiтацiї. Вiн полягає
в тому, що в момент часу t точка M1

(точка B) притягується не до точки M2

(точки A), а до точки C, що збiгається з
M2 в момент часу t− τ2(t), де τ2(t) задо-
вольняє (6), з силою F⃗1(t).

У загальному випадку сили F⃗1(t) i F⃗2(t)
не збiгаються за величиною i не є колiнеар-
ними.

Очевидно, що для знаходження сил F⃗1(t)

i F⃗2(t) потрiбно знати векторнi функцiї r⃗1(t)
i r⃗2(t) та скалярнi функцiї τ1(t) i τ2(t). Цi
функцiї не можна знайти, використовуючи
лише спiввiдношення (6)–(9). Потрiбнi до-
датковi спiввiдношення, якi наведемо в п. 5.

Зазначимо, що у випадку вiдомих функ-
цiй r⃗1(t) i r⃗2(t) запiзнювання τ1(t) i τ2(t) мо-
жуть бути знайденi за допомогою спiввiд-
ношень (6) i (9). Цi запiзнювання завдяки
теоремам про неявну функцiю [11] є непе-
рервними i диференцiйовними функцiями.

5. Задача двох тiл у випадку скiн-
ченної швидкостi гравiтацiї. Iз наведе-
них мiркувань з урахуванням другого зако-
ну Ньютона та закону всесвiтнього тяжiння
отримуємо, що рух двох точок M1 i M2 з
масами m1 i m2 вiдповiдно описується на-

ступною системою рiвнянь
m1

¨⃗r1(t) = F⃗1(t),

m2
¨⃗r2(t) = F⃗2(t),

cτ2(t) = |r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|,
cτ1(t) = |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|.

Звiдси отримуємо систему рiвнянь, що
описує рух точок M1 i M2,

¨⃗r1(t) =

=
Gm2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t− τ2(t))−

−r⃗1(t)),
¨⃗r2(t) =

=
Gm1

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|3
(r⃗1(t− τ1(t))−

−r⃗2(t)),
cτ2(t) = |r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|,
cτ1(t) = |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|.

(10)
Зазначимо, що система (10) є системою

рiвнянь iз запiзнювальним аргументом (за-
пiзнювання τ2(t) i τ1(t) залежать вiд роз-
мiщення точок M1 i M2) i суттєво вiдрiз-
няється вiд системи (1).

Для повного опису руху точок M1 i M2

потрiбно для системи (10) використовува-
ти додатковi початковi або крайовi умови
(див., наприклад, наступнi задачi).

Задача 1. Нехай t0 – довiльний момент
часу. Зафiксуємо неперервнi на вiдрiзках
[t0 − τi(t0), t0], i = 1, 2, векторнi функцiї
φ⃗0,i(s) i φ⃗1,i(s), i = 1, 2, вiдповiдно. Потрiбно
знайти розв’язки r⃗i(t), i = 1, 2, системи (10),
що задовольняють початковi умови

r⃗i(s) = φ⃗0,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0],
˙⃗ri(s) = φ⃗1,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0],
i = 1, 2.

(11)

Задача 2. Нехай t1 i t2 – довiльнi момен-
ти часу, для яких t1 < t2−τi(t2), для i = 1, 2.
Розглянемо двiчi неперервно диференцiйов-
нi на вiдрiзках [t1 − τi(t1), t1] i [t2 − τi(t2), t2],
i = 1, 2, векторнi функцiї ψ⃗1,i(s) i ψ⃗2,i(s), i =
1, 2, вiдповiдно. Потрiбно знайти розв’язки
r⃗i(t), i = 1, 2, системи (10), що задовольня-
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ють умови r⃗i(s1) = ψ⃗1,i(s1), s1 ∈ [t1 − τi(t1), t1],

r⃗i(s2) = ψ⃗2,i(s2), s2 ∈ [t2 − τi(t2), t2],
i = 1, 2.

(12)
Систему рiвнянь (10) з умовами (11) або

(12) можна розглядати як математичну
модель руху двох тiл, що враховує скiнчен-
ну швидкiсть гравiтацiї.

6. Математична модель руху скiнче-
нного числа тiл з урахуванням скiнче-
нної швидкостi гравiтацiї. Завдяки прин-
ципу запiзнювання гравiтацiйного поля рух
системи матерiальних точок M0, M1, . . ., Mn

з масами m0,m1, . . . ,mn по вiдношенню до
нерухомої прямокутної системи координат
описується наступною системою рiвнянь iз
вiдхилювальним аргументом

mi
d2r⃗i(t)

dt2
=

=
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmimj

|r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)|3
×

×(r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)),

cτji(t) = |r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)|,

i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j,

(13)
де

Gmimj

|r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t)|3
(r⃗j(t− τji(t))− r⃗i(t))

є силою притягування точки Mi точкою Mj

(на пiдставi закону всесвiтнього тяжiння з
урахуванням запiзнення τji(t) гравiтацiї).

Ця система мiстить n + 1 векторних i
(n+ 1)n скалярних рiвнянь (кiлькiсть рiв-
нянь (n+ 1)2).

Для повного опису руху матерiальних то-
чокM0,M1, . . . ,Mn також потрiбно викорис-
товувати для системи (13) додатковi умови,
аналогiчнi умовам (3) i (4).

Систему рiвнянь (13) при n = 9 разом
з додатковими умовами, аналогiчними (3)
i (4), можна розглядати як математич-
ну модель Сонячної системи, що враховує
скiнченну швидкiсть гравiтацiї.

Звернемо увагу на те, що запiзнювання
τij(t) в системi (13) у випадку використання
її для дослiдження Сонячної системи є до-
статньо великими. Наприклад, для Землi i
Плутона цi запiзнювання (в сек) задоволь-
няють нерiвностi

490, 48 < τ03(t) < 507, 34,

14730, 27 < τ09(t) < 24711, 79

вiдповiдно [2], [3].

Знехтувати цими запiзненнями (тобто
замiнити систему (13) системою (2)) при
дослiдженнi динамiки Сонячної системи на
великих промiжках часу не можна.

Зазначимо, що математична модель Со-
нячної системи, подана з допомогою звичай-
них диференцiальних рiвнянь, є динамiч-
ною системою зi скiнченновимiрним фазо-
вим простором, а подана з допомогою дифе-
ренцiальних рiвнянь iз запiзнювальним ар-
гументом, є динамiчною системою з нескiн-
ченновимiрним фазовим простором. Завдя-
ки цьому не кожна властивiсть другої мо-
делi характерна для першої моделi.

Задачi знаходження розв’язкiв системи
(13) можна використовувати, наприклад,
при виведеннi на орбiти планет Сонячної си-
стеми штучних об’єктiв або при визначен-
нi орбiт небесних тiл Сонячної системи (на-
приклад, астероїдiв) за даними їх позицiй-
них спостережень.

7. Змiщення притягувальних точок
планет Сонячної системи. На пiдставi
принципу запiзнювання гравiтацiйного поля
притягувальнi точки для планет Сонячної
системи не збiгаються з центром Сонця. Є
суттєвi змiщення цих точок вiд центру Сон-
ця [2] (див. таблицю 1).

Таблиця 1
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Планета Змiщення ∆1

притягувальної
точки, в км

Меркурiй 41905,9227
Венера 78289,9227
Земля 108284,038
Марс 165024,873
Юпiтер 563401,849
Сатурн 1032921,43
Уран 2077970,68
Нептун 3256101,02
Плутон 4279385,18

Порiвнюючи данi цiєї таблицi з радiусом
Сонця (R ≈ 695217, 26 км), приходимо до
висновку, що для Сатурна, Урана, Непту-
на та Плутона притягувальнi точки зна-
ходяться за межами Сонячної кулi.

Зазначимо, що всi складовi Сонячної си-
стеми (планети, супутники планет, астерої-
ди тощо) впливають на розмiщення притя-
гувальних точок планет Сонячної системи.
Однак цей вплив не є суттєвим, оскiльки ма-
са Сонця значно бiльша суми мас планет та
iнших складових цiєї системи.

8. Уточнення перших двох зако-
нiв Кеплера. Притягувальною точкою для
кожної планети Сонячної системи є не центр
A Сонця, а iнша точка простору (точка C)
i вiдстань мiж центром Сонця та точкою C
не є сталою. Цi властивостi важко помiти-
ти експериментально при спостереженнях за
рухом планет, астероїдiв та штучних об’єк-
тiв завдяки малостi кутового змiщення φ
притягувальних точок (у випадку, коли точ-
кою A є центр Сонця, φ < 10−3 [2]).

Замiсть перших двох законiв Кеплера
справджуються наступнi два твердження.

1∗. Кожна планета рухається навколо
притягувальної точки (точки C), що не
збiгається з центром Сонця. Гравiтацiйне
поле, породжене Сонцем i планетою, мож-
на так збурити (збурення досить мале (у
випадку Сонця i Землi вiдношення величи-
ни збурення до величини сили тяжiння є ве-
личиною, меншою 1, 44864811 ·10−3 [2])), що
планета в новому силовому полi рухати-
меться по елiпсу, в одному з фокусiв якого

знаходиться не центр Сонця, а точка F2,
близька до притягувальної точки C (див.
рис. 2, де F1 i F2 – фокуси елiпса, S – центр
Сонця, v(t) – швидкiсть руху Сонця в мо-
мент часу t, L – частина орбiти Сонця, ∆ –
вiдстань мiж точками F2 i S (∆ ≈ ∆1)). За-
уважимо, що завдяки малому збуренню гра-
вiтацiйного поля i великiй масi Сонця тра-
єкторiя руху Сонця i координати притягу-
вальної точки для планети мало змiняться;
отже, F2 ≈ C.

2∗. Гравiтацiйне поле, породжене Сон-
цем i планетою, можна збурити, як i в
1∗, що площа, яка описується радiусом-
вектором планети, проведеним не з центру
Сонця, а з точки F2, близької до притягу-
вальної точки C, зростає пропорцiйно часу
(див. рис. 3, де використанi тi самi позначе-
ння, що й на рис. 2).

∆
yz

F1 F2

S z
v(t)

L

F2 ≈ C
Планета

Рис. 2. Рух планети по елiпсу в гравiтацiйному полi
зi збуренням.

Планета

F1 F2

S z
v(t)

L

F2 ≈ C

Рис. 3. Незмiннiсть секторної швидкостi руху планети
вiдносно притягувальної точки
в гравiтацiйному полi зi збуренням.

Обґрунтування тверджень 1∗ i 2∗ наведе-
но в [2].

9. Деякi наслiдки з принципу запiз-
нювання гравiтацiйного поля й основ-

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4. 139



на мета статтi. Завдяки принципу запiзню-
вання гравiтацiйного поля при русi планети
навколо Сонця притягувальною точкою для
планети в момент часу t (момент t довiль-
ний) є не центр Сонця, як у першому законi
Кеплера, а iнша точка простору, в якiй був
центр Сонця в деякий момент часу t− τ(t),
де τ(t) – запiзнення, залежне вiд розмiщення
планети i Сонця, аналогiчне запiзнюванням
τ2(t) i τ1(t), що задовольняють (6) i (9). Тому
обертання планети в момент часу t здiйсню-
ється не навколо центра Сонця, а навколо
точки, в якiй був центр Сонця в момент часу
t− τ(t).

Отже, рух планет навколо Сонця не здiй-
снюється за першим законом Кеплера (на
це звернено увагу автором у [2]), кожна
планета рухається (обертається) навколо
”своєї” притягувальної точки, що не збiга-
ється з центром Сонця, i цi точки попарно
не спiвпадають мiж собою.

Зазначимо, що у випадку класичної моде-
лi Сонячної системи центр Сонця є спiльним
фокусом для всiх елiптичних орбiт планет.

У зв’язку з цим важливим є проведення
дослiджень щодо застосовностi законiв Кеп-
лера в некласичнiй небеснiй механiцi.

Мета статтi – звернути увагу на те, що:
1. Рух двох тiл також не здiйснюється

за другим та третiм законами Кеплера;
2. Для вiдстанi d(M1,M2) мiж точками

M1 i M2 lim
t→+∞

d(M1,M2) = 0 (тодi за скiн-

ченний промiжок часу вiдбувається зiтк-
нення двох тiл ненульових розмiрiв) або
lim
t→+∞

d(M1,M2) = +∞;

3. Траєкторiї руху тiл нестiйкi.
Обґрунтування цих тверджень наведено

в [3]. Наведемо їх також iз незначними змi-
нами в наступних пунктах.

10. Закон про зростання секторної
швидкостi. Придiлимо увагу однiй важли-
вiй властивостi руху матерiальних точок,
наведенiй автором в [3].

Використаємо систему рiвнянь (10), що
описує рух точок M1 i M2 з масами m1 i m2 з
урахуванням скiнченної швидкостi гравiта-
цiї. Положення цих точок визначається ве-

кторними функцiями r⃗1(t) i r⃗2(t), а їх швид-
костi – функцiями v⃗1(t) = ˙⃗r1(t) i v⃗2(t) =
˙⃗r2(t).

Вважатимемо, що траєкторiї руху точок
M1 i M2 знаходяться в деякiй площинi E.

З’ясуємо, як змiнюється векторна функ-
цiя

v⃗σ(t) =
1

2
(r⃗1(t)− r⃗2(t))×

(
˙⃗r1(t)− ˙⃗r2(t)

)
,

де × вказує на векторний добуток вiдповiд-
них векторiв. Зазначимо, що ця функцiя є
секторною швидкiстю руху точки M1 вiд-
носно точки M2 в момент часу t i в класич-
нiй механiцi v⃗σ(t) ≡ v⃗σ(t0) (секторна швид-
кiсть є сталою [5, с. 134]). Тут t0 - довiльний
(зафiксований) момент часу.

Ураховуючи властивостi векторного до-
бутку, на пiдставi рiвнянь системи (10) от-
римуємо

2
dv⃗σ(t)

dt
=
(
˙⃗r1(t)− ˙⃗r2(t)

)
×
(
˙⃗r1(t)− ˙⃗r2(t)

)
+

+(r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(
¨⃗r1(t)− ¨⃗r2(t)

)
=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(
¨⃗r1(t)− ¨⃗r2(t)

)
=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×

×
(

Gm2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t− τ2(t))−

−r⃗1(t))−
Gm1

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|3
(r⃗1(t− τ1(t))−

− r⃗2(t))

)
= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×

×
(

Gm2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|3
(
(r⃗2(t− τ2(t))−

− r⃗2(t))− (r⃗1(t)− r⃗2(t))
)
−

− Gm1

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|3
(
(r⃗1(t− τ1(t))−

− r⃗1(t)) + (r⃗1(t)− r⃗2(t))
))

.

Отже,

dv⃗σ(t)

dt
=

1

2
(r⃗1(t)− r⃗2(t))×
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×
(

Gm2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t− τ2(t))−

−r⃗2(t)) +
Gm1

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|3
(r⃗1(t)−

− r⃗1(t− τ1(t)))

)
. (14)

Використовуючи вектори
−−−−→
M2M1 = r⃗1(t)− r⃗2(t),

−−−−→
M∗

1M1 = r⃗1(t)− r⃗1(t− τ1(t))

i −−−−→
M2M

∗
2 = r⃗2(t− τ2(t))− r⃗2(t),

де M∗
1 i M∗

2 – точки простору, в яких зна-
ходилися точки M1 i M2 в моменти часу
t− τ1(t) i t− τ2(t) вiдповiдно (див. рис. 4), а
також спiввiдношення (7)–(9), отримуємо

dv⃗σ(t)

dt
=

=
1

2
(r⃗1(t)− r⃗2(t))×

(
1

m1cτ2(t)

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣−−−−→M2M

∗
2+

+
1

m2cτ1(t)

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣−−−−→M∗

1M1

)
. (15)

Нехай τ(t) = max{τ1(t), τ2(t)}. Проаналi-
зуємо випадок виконання спiввiдношення

v⃗σ(s) ̸= 0⃗ для всiх s ∈ [t0 − τ(t0), t0]. (16)

Зазначимо, що для iнерцiальної систе-
ми координат, що використовується, зав-
жди можна вибрати iншу iнерцiальну систе-
му координат так, щоб кут мiж векторами
v⃗1(t0) i v⃗2(t0) належав промiжку (π/2, π) (як
на рис. 2). Для цього потрiбно належним
чином змiнити напрямок сталої швидкостi
руху точки O. При переходi до iншої iнер-
цiальної системи координат секторна швид-
кiсть руху точки M1 вiдносно точки M2 не
змiниться, оскiльки вектори r⃗1(t0) − r⃗2(t0) i
v⃗1(t0)− v⃗2(t0) iнварiантнi по вiдношенню до
змiни iнерцiальної системи координат.

M∗
1*

v⃗1(t)




�

M1:r⃗1(t)

M2

�
v⃗2(t)

�

M∗
2

O

r⃗1(t− τ1(t))

r⃗2(t)

z

j

k

r⃗2(t− τ2(t))

Рис. 4. Траєкторiї руху точок M1 i M2 та швидкостi
руху цих точок.

r⃗1(t)− r⃗2(t)

На рис. 4 M∗
1 i M∗

2 – точки простору, в
яких знаходяться M1 i M2 в моменти часу
t− τ1(t) i t− τ2(t) вiдповiдно.

Для подальшого потрiбнi деякi позначе-
ння. Нехай LM1,M2 – пряма, що проходить
через точки M1 i M2, E+

M1,M2
– пiвплощина,

що мiстить кiнець вектора v⃗1(t) (з початком
у точцiM1) i не мiстить точок прямої LM1,M2 ,
i E−

M1,M2
= E\

(
E+
M1,M2

∪
LM1,M2

)
– пiвплощи-

на, що мiстить кiнець вектора v⃗2(t) (з поча-
тком у точцi M2) i не мiстить точок прямої
LM1,M2 .

Наведемо дослiдження руху точок M1 i
M2 в припущеннi, що виконується

Умова А. Для всiх t > t0 кiнець ве-
ктора v⃗1(t) i точка M∗

1 знаходяться на
E+
M1,M2

i E−
M1,M2

∪
LM1,M2 вiдповiдно, а кi-

нець вектора v⃗2(t) i точка M∗
2 – на E−

M1,M2
i

E+
M1,M2

∪
LM1,M2 вiдповiдно i траєкторiї ру-

ху точок M1 i M2 не є пiдмножинами однiєї
прямої.

Вимога виконання цiєї умови є природ-
ною. Наприклад, для планет Сонячної сис-
теми та Сонця ця умова виконується завдя-
ки невеликим швидкостям руху планет та
Сонця в порiвняннi зi швидкiстю гравiтацiї
c [12] та близькостi їх траєкторiй руху до
елiптичних траєкторiй.

Зазначимо, що траєкторiї руху точок M1

i M2 не мають точок перегину, оскiльки рух
кожної точки здiйснюється пiд впливом не-
нульової сили. Тому цi траєкторiї є опукли-
ми, крiм випадку, коли рух точок здiйсню-
ється по прямiй. Ця властивiсть траєкторiй
полегшує дослiдження руху точок M1 i M2.

Очевидно, що завдяки виконанню умови
А пари векторiв

−−−−→
M2M1 i v⃗1(t)− v⃗2(t),

−−−−→
M2M1

i
−−−−→
M∗

1M1, а також
−−−−→
M2M1 i

−−−−→
M2M

∗
2 в моменти

часу t > t0 мають однакову орiєнтацiю (на
рис. 4 цi пари векторiв є правими).

Використання спiввiдношень (14), (15) та
умови А приводить до висновку, що справд-
жується

Твердження 1 (закон зростання сек-
торної швидкостi). Якщо виконуються
спiввiдношення (16) та умова А, то сек-
торна швидкiсть v⃗σ(t) руху точки M1 вiд-
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носно точки M2 є ненульовою для всiх t > t0
(завдяки (15)), причому величина цiєї швид-
костi є строго зростаючою.

Як рухаються точки M1 i M2, якщо

v⃗σ(s) = 0⃗ для всiх s ∈ [t0 − τ(t0), t0]? (17)

У цьому випадку v⃗1(s) = v⃗2(s) або v⃗1(s) ̸=
v⃗2(s) i вектори r⃗1(s)− r⃗2(s), v⃗1(s)− v⃗2(s) ко-
лiнеарнi для кожного s ∈ [t0−τ(t0), t0]. Звiд-
си випливає, що в момент часу t0 точки
M1, M∗

1 , M2 i M∗
2 знаходяться на однiй пря-

мiй. Ця пряма проходить через кiнцi векто-
рiв r⃗1(t0) i r⃗2(t0), початок яких спiвпадає з
точкою O. Тому з урахуванням (14) i (15)
подальший рух точок M1 i M2 пiд дiєю сил
тяжiння здiйснюється по цiй прямiй.

Отже, також справджується
Твердження 2. Якщо виконується

спiввiдношення (17), то секторна швид-
кiсть v⃗σ(t) руху точки M1 вiдносно точки
M2 буде нульовою у всi моменти часу t > t0
i рух точок M1 i M2 буде здiйснюватися по
прямiй.

Зазначимо, що для секторної швидкостi
v⃗σ(t) руху точки M1 вiдносно точки M2 не
може виконуватися спiввiдношення v⃗σ(t) ≡
v⃗σ(t0) ̸= 0⃗. Якщо це спiввiдношення справд-

жується, то завдяки (14) i (15)
dv⃗σ(t)

dt
≡ 0⃗.

Тому точки M1, M∗
1 , M2 i M∗

2 будуть знахо-
дитися на однiй прямiй для всiх t > t0, що
суперечить умовi А.

З’ясуємо причини зростання секторної
швидкостi з фiзичної точки зору у випад-
ку виконання умови А. Вважатимемо, що
ця швидкiсть у момент часу t0 є ненульо-
вою. Використаємо рис. 5. На точку M1 дiє
сила F⃗1(t), що визначається формулою (7).
Ця сила i вектор

−−−−→
M1M

∗
2 мають однаковий

напрямок. Аналогiчно на точку M2 дiє сила
F⃗2(t) (див. формулу (8)). Її напрямок збiга-
ється з напрямком вектора

−−−−→
M2M

∗
1 . Тодi

F⃗1(t) = F⃗1,∗(t) + F⃗1,∗∗(t)

i
F⃗2(t) = F⃗2,∗(t) + F⃗2,∗∗(t),

де F⃗1,∗(t) i F⃗2,∗(t) та F⃗1,∗∗(t) i F⃗2,∗∗(t) – радi-
альнi та трансверсальнi складовi сил F⃗1(t) i

F⃗2(t) вiдповiдно (вектори F⃗1,∗(t) i F⃗2,∗(t) ко-
лiнеарнi вектору

−−−−→
M1M2, а вектори F⃗1,∗∗(t) i

F⃗2,∗∗(t) ортогональнi до цього вектора i утво-
рюють гострi кути з векторами v⃗1(t) та v⃗2(t)
вiдповiдно).

M∗
1*

v⃗1(t) �

M1:

M2

v⃗2(t)

r⃗1(t− τ1(t))

F⃗1,∗∗(t)

r⃗1(t)

���
sss

^̂̂

F⃗1(t)

F⃗1,∗(t)

���

F⃗2,∗∗(t)

F⃗2,∗(t)

F⃗2(t)

r⃗2(t− τ2(t))

r⃗2(t)

}}}
III

�

M∗
2

O

z

j

Рис. 5. Радiальнi та трансверсальнi складовi сил F⃗1(t)
i F⃗2(t).

Ненульовi складовi F⃗1,∗∗(t) i F⃗2,∗∗(t) сил
F⃗1(t) i F⃗2(t), породженi запiзнюванням гра-
вiтацiйного поля, що приводить до змiще-
ння притягувальних точок для точок M1

i M2, впливають на змiну секторної швид-
костi руху точки M1 вiдносно точки M2 i
є причиною зростання величини цiєї швид-
костi.

Ураховуючи, що

d(r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(
˙⃗r1(t)− ˙⃗r2(t)

)
dt

=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(
¨⃗r1(t)− ¨⃗r2(t)

)
i

(r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(
¨⃗r1(t)− ¨⃗r2(t)

)
=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(

1

m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t)

)
=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(

1

m1

(
F⃗1,∗(t) + F⃗1,∗∗(t)

)
−

− 1

m2

(
F⃗2,∗(t) + F⃗2,∗∗(t)

))
=

= (r⃗1(t)− r⃗2(t))×
(

1

m1

F⃗1,∗∗(t)−
1

m2

F⃗2,∗∗(t)

)
(тут використано колiнеарнiсть векторiв
r⃗1(t) − r⃗2(t), F⃗1,∗(t) i F⃗2,∗(t)), приходимо до
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висновку, що спiввiдношення (14) можна по-
дати у виглядi

dv⃗σ(t)

dt
=

1

2
(r⃗1(t)− r⃗2(t))×

×
(

1

m1

F⃗1,∗∗(t)−
1

m2

F⃗2,∗∗(t)

)
.

Отримане спiввiдношення є бiльш зруч-
ним для користування (з фiзичної точки зо-
ру), нiж спiввiдношення (14).

Ураховуючи, що вектори r⃗1(t) − r⃗2(t) i
1

m1

F⃗1,∗∗(t)−
1

m2

F⃗2,∗∗(t) ортогональнi, отри-

муємо на пiдставi зростання величини сек-
торної швидкостi, що

d |v⃗σ(t)|
dt

=

=
|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

2
·
∣∣∣∣ 1m1

F⃗1,∗∗(t)−
1

m2

F⃗2,∗∗(t)

∣∣∣∣ .
Оскiльки вектори F⃗1,∗∗(t) i −F⃗2,∗∗(t) ма-

ють однаковi напрямки (див. рис. 5), то∣∣∣∣ 1m1

F⃗1,∗∗(t)−
1

m2

F⃗2,∗∗(t)

∣∣∣∣ =
=

1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣

i

d |v⃗σ(t)|
dt

=
|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

2
·
(

1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+

+
1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣) . (18)

Це спiввiдношення справджується й у
випадку, коли виконується спiввiдношення
(17). Тодi

1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣ ≡ 0

i
F⃗1,∗∗(t) ≡ F⃗2,∗∗(t) ≡ 0⃗. (19)

Тому на точки M1 i M2 дiють лише сили
F⃗1,∗(t) i F⃗2,∗(t) вiдповiдно i цi точки руха-
ються по прямiй, що проходять через кiнцi
векторiв r⃗1(t0) i r⃗2(t0) (початки цих векторiв

збiгаються з точкою O). Тотожнiсть (19) оз-
начає, що точки M1, M2, M∗

1 i M∗
2 при русi

знаходяться на однiй прямiй.

11. Неможливiсть руху двох точок
за другим законом Кеплера. За зако-
ном зростання секторної швидкостi (у ви-
падку виконання умови А) рух точки M1

вiдносно точки M2 не може здiйснюватися
за другим законом Кеплера, оскiльки рух
точок за законами Кеплера є перiодичним
i v⃗σ(t) ≡ v⃗σ(t0) ̸= 0⃗, а для кожного перiоди-
чного руху (тут також ураховується перiо-
дичнiсть швидкостей руху точок) величина
секторної швидкостi не може бути зростаю-
чою функцiєю.

Отже, рух Землi вiдносно Сонця не може
здiйснюватися за другим законом Кеплера.

Як насправдi здiйснюється рух точки M1

вiдносно точки M2? Вiдповiдь на це питання
дамо в наступних пунктах.

12. Прямування вiдстанi мiж точка-
ми M1 i M2 до 0 або до +∞ при t→ +∞ у
випадку нульової секторної швидкостi.
Використаємо швидкiсть

v⃗(t) = v⃗1(t)− v⃗2(t)

руху точки M1 вiдносно точки M2. У загаль-
ному випадку цю швидкiсть можна подати
у виглядi суми

v⃗(t) = v⃗∗(t) + v⃗∗∗(t), (20)

де v⃗∗(t) – радiальна складова швидкостi v⃗(t),
що паралельна вектору

−−−−→
M2M1, i v⃗∗∗(t) –

трансверсальна складова цiєї швидкостi, що
ортогональна до

−−−−→
M2M1.

Дослiдимо рух точок M1 i M2 у випадку
виконання спiввiдношення (17).

Згiдно з твердженням 2, означенням сек-
торної швидкостi та рiвностями

|v⃗σ(t)| =
1

2
|(r⃗1(t)− r⃗2(t))× (v⃗1(t)− v⃗2(t))| =

=
1

2
|r⃗1(t)− r⃗2(t)| · |v⃗∗∗(t)|, t > t0, (21)

v⃗∗∗(t) ≡ 0⃗.

Тому v⃗1(t) − v⃗2(t) ≡ v⃗∗(t) i на точки M1

i M2 дiють тiльки сили F⃗1(t) ≡ F⃗1,∗(t) i
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F⃗2(t) ≡ F⃗2,∗(t) вiдповiдно (див. рис. 5),
оскiльки F⃗1,∗∗(t) ≡ F⃗2,∗∗(t) ≡ 0⃗. Тодi точки
M1, M2, M∗

1 i M∗
2 знаходяться на однiй пря-

мiй (рис. 6).
Пiд дiєю сил F⃗1(t) i F⃗2(t) можливi наступ-

нi рухи точки M1 вiдносно точки M2:
1) величина |r⃗1(t) − r⃗2(t)| при t > t0 мо-

нотонно спадає;
2) на деякому промiжку [t0, t1] величина

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| зростає, а при t > t1 спадає;
3) величина |r⃗1(t) − r⃗2(t)| при t > t0 мо-

нотонно зростає.
Поведiнка величини |r⃗1(t) − r⃗2(t)| зале-

жить вiд векторiв v⃗1(t0) − v⃗2(t0) i r⃗1(t0) −
r⃗2(t0).

Якщо v⃗1(t0) = v⃗2(t0) або v⃗1(t0) ̸= v⃗2(t0) i
напрямок вектора v⃗1(t0) − v⃗2(t0) збiгається
з напрямком вектора

−−−−→
M1M2, то рух точки

M1 вiдносно точки M2 буде здiйснюватися
згiдно з першим випадком. Тодi величина
|v⃗1(t) − v⃗2(t)| буде монотонно зростати, ос-
кiльки напрямок вектора v⃗1(t) − v⃗2(t) збiга-
ється з напрямком вектора F⃗1,∗(t) − F⃗2,∗(t).
Зафiксуємо довiльне як завгодно мале число
ε ∈ (0, |r⃗1(t0) − r⃗2(t0)|). Завдяки зростанню
|v⃗1(t) − v⃗2(t)| в деякий момент часу t1 > t0
буде виконуватися рiвнiсть

|r⃗1(t1)− r⃗2(t1)| = ε.

Тому на пiдставi довiльностi вибору ε

lim
t→+∞

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| = 0. (22)

Якщо v⃗1(t0) ̸= v⃗2(t0) i напрямок вектора
v⃗1(t0) − v⃗2(t0) збiгається з напрямком век-
тора

−−−−→
M2M1, то рух точки M1 вiдносно точ-

ки M2 буде здiйснюватися згiдно з другим
або третiм випадками. Справдi, пiд дiєю си-
ли F⃗1,∗(t), напрямок якої протилежний до
напрямку вектора

−−−−→
M1M2, величина швид-

костi руху точки M1 буде зменшуватися.
Швидкiсть руху точки M2 при цьому буде
збiльшуватися. Вiдстань d(M1,M2) мiж то-
чками M1 i M2 буде збiльшуватися на де-
якому промiжку (t0, t1) (у момент часу t1
швидкiсть v⃗1(t1) − v⃗2(t1) буде дорiвнювати
0⃗). Такий рух можливий, якщо величина

|v⃗1(t0)− v⃗2(t0)| невелика (ця величина зале-
жить вiд |r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|). Починаючи з мо-
менту часу t1 точка M1 буде рухатися в на-
прямку до точки M2 (як у першому випад-
ку). У результатi також прийдемо до спiв-
вiдношення (22).

111e⃗
M∗

2
M2

111
v⃗2(t) M∗

1

M1

111
v⃗1(t)

Рис. 6. Рух точок M1 i M2 у випадку v⃗σ(t) ≡ 0⃗.

Зауважимо, що рух точок M1 i M2, для
якого

|v⃗1(t)− v⃗2(t)| > 0 i |v⃗1(t)| − |v⃗2(t)| > 0 (23)

для всiх t ∈ (t0,+∞) (вiдстань мiж точками
M1 i M2 монотонно зростає),

lim
t→+∞

|v⃗1(t)− v⃗2(t)| = 0 (24)

i
lim
t→+∞

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| ∈ (0,+∞), (25)

тобто траєкторiя руху точкиM1 вiдносно то-
чки M2 є обмеженою, неможливий. Справдi,
завдяки нерiвностям

|v⃗2(t0)| < |v⃗2(t)| < |v⃗1(t)| < |v⃗1(t0)| < c (26)

при t > t0, що випливають iз (23) та моно-
тонностi величин |v⃗2(t)| i |v⃗1(t)| на [t0,+∞),
нерiвностям

c

c− |v⃗1(t0)|
|r⃗1(t)− r⃗2(t)| >

> |r⃗2(t−τ2(t))− r⃗1(t)| > |r⃗1(t)− r⃗2(t)|, t > t0,
(27)

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| > |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)| >

> |r⃗1(t)− r⃗2(t)|
2

, t > t0, (28)

та завдяки (25) виконується спiввiдношення

sup
t>t0

|r⃗1(t)− r⃗2(t− τ2(t))|+

+sup
t>t0

|r⃗2(t)− r⃗1(t− τ1(t))| < +∞. (29)
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Нерiвностi (27) випливають з (26) та того,
що для всiх t > t0∣∣∣−−−−→M1M

∗
2

∣∣∣ > ∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣
i ∣∣∣−−−−→M1M

∗
2

∣∣∣ = ∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+ ∣∣∣−−−−→M2M
∗
2

∣∣∣ 6
6
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+ |v⃗2(t)|
c

∣∣∣−−−−→M1M
∗
2

∣∣∣ 6
6
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+ |v⃗1(t0)|
c

∣∣∣−−−−→M1M
∗
2

∣∣∣ ,
а нерiвностi (28) – з того, що для всiх t > t0∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ > ∣∣∣−−−−→M2M
∗
1

∣∣∣ = ∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣− ∣∣∣−−−−→M1M
∗
1

∣∣∣
i ∣∣∣−−−−→M1M

∗
1

∣∣∣ 6 τ1(t)c =
∣∣∣−−−−→M2M

∗
1

∣∣∣ .
Тому на пiдставi формул (7), (8), спiв-

вiдношення (29) та того, що вектори F⃗1(t)

i F⃗2(t) мають протилежнi напрямки, для де-
якого числа δ > 0

δ < inf
t>t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t)

∣∣∣∣ =
= inf

t>t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣) . (30)

Ураховуючи рiвняння системи (10), отри-
муємо, що для всiх достатньо великих t > t0(

v⃗1(t+ 1)− v⃗2(t+ 1)
)
−
(
v⃗1(t)− v⃗2(t)

)
=

=

t+1∫
t

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds.

Тодi на пiдставi (30)∣∣(v⃗1(t+ 1)− v⃗2(t+ 1)
)
−
(
v⃗1(t)− v⃗2(t)

)∣∣ > δ

для всiх достатньо великих t > t0, що не-
можливо в силу (24).

Отже, рух точок M1 i M2, для якого вико-
нуються спiввiдношення (23)–(25), немож-
ливий.

Нарештi, придiлимо увагу третьому ви-
падку руху точок M1 i M2, коли величина
|r⃗1(t)−r⃗2(t)| монотонно зростає на промiжку

[t0,+∞). Позначимо через e⃗ вектор, напря-
мок якого збiгається з напрямком вектора
v⃗1(t0)− v⃗2(t0) i |e⃗| = 1 (див. рис. 6).

Покажемо, що якщо

|v⃗1(t0)− v⃗2(t0)|2 >
2G(4m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
, (31)

то
lim
t→+∞

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| = +∞. (32)

Ураховуючи рiвняння системи (10), отри-
муємо, що

(v⃗1(t)− v⃗2(t)) ≡ (v⃗1(t0)− v⃗2(t0))+

+

t∫
t0

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds. (33)

Згiдно з вимогами до r⃗1(t)−r⃗2(t), v⃗1(t)−v⃗2(t),
F⃗1(t), F⃗2(t) i e⃗

r⃗1(t)− r⃗2(t) ≡ |r⃗1(t)− r⃗2(t)|e⃗,

v⃗1(t)− v⃗2(t) ≡ |v⃗1(t)− v⃗2(t)|e⃗
i

1

m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t) ≡

≡ −
∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t)

∣∣∣∣ e⃗ ≡
≡ −

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣) e⃗.

Тодi завдяки (33)

|v⃗1(t)− v⃗2(t)| ≡ |v⃗1(t0)− v⃗2(t0)|−

−
t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(s)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2(s)
∣∣∣) ds,

i, отже, на пiдставi неперервностi функцiї
1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣ на [t0,+∞)

d|v⃗1(t)− v⃗2(t)|
dt

≡ − 1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣− 1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣ .

Звiдси отримуємо, що

d|v⃗1(t)− v⃗2(t)|2

dt
≡
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≡ −2

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣) |v⃗1(t)− v⃗2(t)|

i
|v⃗1(t)− v⃗2(t)|2 ≡ |v⃗1(t0)− v⃗2(t0)|2−

−2

t∫
t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(s)
∣∣∣+

+
1

m2

∣∣∣F⃗2(s)
∣∣∣) |v⃗1(s)− v⃗2(s)| ds. (34)

Оцiнимо зверху iнтеграл

t∫
t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(s)
∣∣∣+

+
1

m2

∣∣∣F⃗2(s)
∣∣∣) |v⃗1(s)− v⃗2(s)| ds.

Використовуючи формули (7) i (8), нерiв-
ностi (27) i (28) та спiввiдношення

|v⃗1(s)− v⃗2(s)| ds = d|r⃗1(s)− r⃗2(s)|, s > t0,

отримаємо

1

m1

∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣ = Gm2

|r⃗1(t)− r⃗2(t− τ2(t))|2
6

6 Gm2

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|2
,

1

m2

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣ = Gm1

|r⃗2(t)− r⃗1(t− τ1(t))|2
6

6 4Gm1

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|2

i
t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1(s)
∣∣∣+

+
1

m2

∣∣∣F⃗2(s)
∣∣∣) |v⃗1(s)− v⃗2(s)| ds 6

6
(
G(4m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
− G(4m1 +m2)

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

)
.

Звiдси та (34) випливає, що

|v⃗1(t)− v⃗2(t)|2 >

> |v⃗1(t0)− v⃗2(t0)|2 −
2G(4m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
.

Тому у випадку виконання спiввiдношення
(31)

inf
s>t0

|v⃗1(s)− v⃗2(s)| > 0.

Оскiльки

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| > |r⃗1(t0)− r⃗2(t0))|+

+(t− t0) inf
s>t0

|v⃗1(s)− v⃗2(s)|, t > t0,

то спiввiдношення (32) справджується.
Таким чином, у випадку виконання спiв-

вiдношення (31) вiдстань мiж точками M1 i
M2 прямує до +∞ при t→ +∞.

Отже, прямування вiдстанi мiж точками
M1 i M2 до 0 або до +∞ при t → +∞ у ви-
падку нульової секторної швидкостi обґрун-
товано.

13. Неможливiсть обмеженого руху
точки M1 вiдносно точки M2, зближе-
ння яких не може бути як завгодно
малим, у випадку ненульової сектор-
ної швидкостi. Зафiксуємо довiльнi дода-
тнi числа a, a1, a2 i b. Нехай a1 < a2 i b < c.

Припустимо, що iснує такий рух точок
M1 i M2, для якого

|r⃗1(t)| 6 a, t > t0, (35)

a1 6 |r⃗1(t)− r⃗2(t)| 6 a2, t > t0, (36)
|v⃗1(t)− v⃗2(t)| 6 b, t > t0, (37)

max{|v⃗1(t)|, |v⃗2(t)|} 6 b, t > t0, (38)
i

0 ̸= |v⃗σ(t0)|. (39)
Тодi завдяки (21) для трансверсальної скла-
дової v⃗∗∗(t) швидкостi v⃗(t) = v⃗1(t)− v⃗2(t) ру-
ху точки M1 вiдносно точки M2 буде вико-
нуватися спiввiдношення

2|v⃗σ(t0)|
a2

6 2|v⃗σ(t)|
a2

6 |v⃗∗∗(t)| 6
2|v⃗σ(t)|
a1

(40)
для всiх t > t0 i тому

0 < inf
t>t0

|v⃗1(t)− v⃗2(t)|. (41)

Завдяки нерiвностям (35)–(38) i (41) iсну-
ють такi додатнi числа ∆, Λ1, Λ2 (Λ1 < Λ2)
i Υ, що

sup
t>t0

{τ1(t), τ2(t)} 6 ∆ (42)
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i
Λ1 6 inf

t>t0
|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|+

+ inf
t>t0

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)| 6

6 sup
t>t0

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|+

+sup
t>t0

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)| 6 Λ2 (43)

i
sup
t>t0

{∣∣∣F⃗1(t)
∣∣∣ , ∣∣∣F⃗2(t)

∣∣∣} 6 Υ, (44)

а завдяки зростанню секторної швидкостi та
рiвностi (18)
1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣ > 0, t > t0. (45)

Це спiввiдношення означає, що кутова
швидкiсть обертання точки M1 навколо точ-
ки M2 ненульова у всi моменти часу t > t0.

Покажемо, що

inf
t>t0

(
1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣) > 0. (46)

Розглянемо множину M упорядкованих
четвiрок (r⃗1(t), r⃗2(t), v⃗1(t), v⃗2(t)) неперерв-
них на промiжку [t0 − ∆, t0 + ∆] функцiй,
де v⃗1(t) = ˙⃗r1(t) i v⃗2(t) = ˙⃗r2(t), кожна з
яких описує рух точок M1 i M2 на промiжку
[t0−∆, t0+∆] i задовольняє спiввiдношення
(35)–(44).

Завдяки спiввiдношенням (35)–(44) та
рiвнянням системи (10), що описує рух то-
чокM1 iM2, четвiрки (r⃗1(t), r⃗2(t), v⃗1(t), v⃗2(t))
функцiй iз множини M рiвномiрно об-
меженi i рiвностепенево неперервнi с.
134Kolmogorov+Fomin на промiжку
[t0 − ∆, t0 + ∆] i множина M є замкне-
ною. Тому на пiдставi узагальненої теореми
Арцела [13] обмежена i замкнена множина
M буде компактною множиною. Зазначимо,
що завдяки (7) i (8) та рiвнянням системи
(44) скалярна величина

min
t∈[t0,t0+∆]

(
1

m1

∣∣∣F⃗1,∗∗(t)
∣∣∣+ 1

m2

∣∣∣F⃗2,∗∗(t)
∣∣∣)
(47)

неперервно залежить вiд r⃗1(t), r⃗2(t), v⃗1(t)
i v⃗2(t) ((r⃗1(t), r⃗2(t), v⃗1(t), v⃗2(t)) ∈ M). То-
му за теоремою Вейерштрасса про най-
бiльше та найменше значення (див. [11,

с. 176] i [14, с. 34]) iснує така точка
(r⃗∗1(t), r⃗

∗
2(t), v⃗

∗
1(t), v⃗

∗
2(t)) ∈ M, в якiй величи-

на (47) досягає найменше значення. Це зна-
чення на пiдставi умови А не може бути ну-
льовим. Тому для розглянутого на початку
пункту руху точок M1 i M2, що описуєть-
ся векторними функцiями r⃗1(t) i r⃗2(t), вико-
нується спiввiдношення (46). Таким чином,
|v⃗σ(t)| → +∞ при t → +∞, що суперечить
(40) та нерiвностям |v⃗∗∗(t)| < c, t > t0.

Отже, припущення про iснування обме-
женого руху точки M1 вiдносно точки M2,
зближення яких не може бути як завгодно
малим, є хибним.

Як тодi рухається точка M1 вiдносно точ-
ки M2 у випадку виконання умови А?

Твердження 3. lim
t→+∞

d(M1,M2) = +∞
або lim

t→+∞
d(M1,M2) = 0 (тодi за скiнчений

промiжок часу вiдбудеться зiткнення двох
тiл ненульових розмiрiв).

Звiдси випливає, що рух точки M1 вiд-
носно точки M2 у випадку виконання умо-
ви А не може здiйснюватися за третiм зако-
ном Кеплера (оскiльки траєкторiя руху то-
чки M1 вiдносно точки M2 не є елiпсом).

Отже, на пiдставi результатiв пунктiв 8–
12 та цього пункту рух планет Сонячної си-
стеми зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї
не здiйснюється за законами Кеплера.

Завдяки виконанню спiввiдношення (45)
(тодi величина секторної швидкостi руху
точки M1 вiдносно точки M2 є строго зро-
стаючою) траєкторiї руху точки M1 вiднос-
но точки M2 в твердженнi 3 на скiнченних
промiжках часу є спiралеподiбними.

14. Iснування необмежених спiрале-
подiбних траєкторiй. Спочатку покаже-
мо, що множина траєкторiй руху точок
M1 i M2, кожна з яких не знаходиться на
прямiй i d(M1,M2) → +∞ при t → +∞, є
не порожньою.

Використаємо спiввiдношення (20) про
зображення швидкостi v⃗(t) = v⃗1(t) − v⃗2(t)
за допомогою радiальної та трансверсальної
складових v⃗∗(t) i v⃗∗∗(t).

Розглянемо вектори a⃗1 i a⃗2, що задоволь-
няють умовам, наведеним нижче.
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Покажемо, що якщо вектори a⃗1 − a⃗2 i
r⃗1(t0)−r⃗2(t0) мають однаковий напрямок, ве-
личини |⃗a1− a⃗2| i |r⃗1(t0)− r⃗2(y0)| є достатньо
великими, величина

ε = sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

|v⃗1(s)− a⃗1|+

+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

|v⃗2(s)− a⃗2|+

+ sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

|r⃗1(s)− r⃗1(t0)|+

+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

|r⃗2(s)− r⃗2(t0)| (48)

є достатньо малою,

v⃗σ(t0) ̸= 0⃗ (49)

i справджується нерiвнiсть

(|⃗a1 − a⃗2| − ε)2 >
16G(m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
, (50)

то
lim
t→+∞

|r⃗1(t)− r⃗2(t)| = +∞. (51)

Використаємо спiввiдношення

d(v⃗1(t)− v⃗2(t))

dt
=

1

m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t), t > t0,

(52)
що згiдно з (7) i (8) випливає з рiвнянь сис-
теми (10). Завдяки (52) для всiх t > t0

v⃗(t) = v⃗(t0) +

t∫
t0

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds.

(53)
Позначимо через

(
a⃗, b⃗
)

скалярний добу-
ток векторiв a⃗ i b⃗.

Помноживши обидвi частини (53) ска-
лярно на a⃗1 − a⃗2, отримаємо, що для t > t0(

a⃗1 − a⃗2, v⃗(t)
)
=
(
a⃗1 − a⃗2, v⃗(t0)

)
+

+
(
a⃗1 − a⃗2,

t∫
t0

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds
)
.

Звiдси випливає, що для всiх t > t0(
a⃗1 − a⃗2, v⃗∗(t)

)
=
(
a⃗1 − a⃗2, a⃗1 − a⃗2

)
+

+
(
a⃗1 − a⃗2, v⃗(t0)− (⃗a1 − a⃗2)

)
+

+
(
a⃗1 − a⃗2,

t∫
t0

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds
)
,

i, отже, для всiх t > t0

|⃗a1 − a⃗2| · |v⃗∗(t)| = |⃗a1 − a⃗2|2+

+
(
a⃗1 − a⃗2, v⃗(t0)− (⃗a1 − a⃗2)

)
+

+
(
a⃗1 − a⃗2,

t∫
t0

(
1

m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

)
ds
)
.

(54)
Завдяки тому, що вектори a⃗1−a⃗2 i r⃗1(t0)−

r⃗2(t0) мають однаковий напрямок, точки M1

i M2 притягуються пiд впливом сили тяжiн-
ня, величина ε є достатньо малою i функцiя
v⃗(t) є неперервною, iснує промiжок [t0, t1),
на якому величина |v⃗∗(t)| монотонно спадає
i

|v⃗∗(t)| > 0 для всiх t ∈ [t0, t1). (55)

Припустимо, що

|v⃗∗(t1)| = 0. (56)

На пiдставi (48) i (54) для всiх t ∈ [t0, t1)

|⃗a1 − a⃗2| · |v⃗∗(t)| > |⃗a1 − a⃗2|2 − |⃗a1 − a⃗2|ε−

−|⃗a1 − a⃗2|
t∫

t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ ds.
Тому для всiх t ∈ [t0, t1)

|v⃗∗(t)| > |⃗a1 − a⃗2| − ε−

−
t∫

t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ ds. (57)

Оцiнимо iнтеграл
t∫

t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ ds, врахувавши рiв-

ностi
|d|r⃗1(s)− r⃗2(s)|| =

=
∣∣d((x1(s)− x2(s))

2 + (y1(s)− y2(s))
2+

+(z1(s)− z2(s))
2)1/2

∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣
(
r⃗1(s)− r⃗2(s), v⃗1(s)− v⃗2(s)

)
|r⃗1(s)− r⃗2(s)|

ds

∣∣∣∣∣ =
= |v⃗∗(s)| ds, t ∈ [t0, t1), (58)

i те, що завдяки (58) для всiх t ∈ [t0, t1)

t∫
t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ ds =
=

t∫
t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ |d|r⃗1(s)− r⃗2(s)||
|v⃗∗(s)|

.

Оскiльки∣∣∣−−−−→M1M
∗
1

∣∣∣+ ∣∣∣−−−−→M∗
1M2

∣∣∣ > ∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ ,∣∣∣−−−−→M2M
∗
2

∣∣∣+ ∣∣∣−−−−→M∗
2M1

∣∣∣ > ∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣
(завдяки нерiвностi трикутника),∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ = |r⃗1(t)− r⃗2(t)|,∣∣∣−−−−→M∗
1M2

∣∣∣ = |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|,∣∣∣−−−−→M∗
2M1

∣∣∣ = |r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|

i ∣∣∣−−−−→M1M
∗
1

∣∣∣ 6 ∣∣∣−−−−→M∗
1M2

∣∣∣ , ∣∣∣−−−−→M2M
∗
2

∣∣∣ 6 ∣∣∣−−−−→M∗
2M1

∣∣∣
(на пiдставi того, що швидкостi руху точок
M1 i M2 не можуть бути бiльшими c), то

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)| >
|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

2

i

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)| >
|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

2
, t > t0.

Тому для всiх t > t0∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(t)−
1

m2

F⃗2(t)

∣∣∣∣ 6
∣∣∣F⃗1(t)

∣∣∣
m1

+

∣∣∣F⃗2(t)
∣∣∣

m2

=

=
Gm2

|r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|2
+

+
Gm1

|r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|2
6 4G(m1 +m2)

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|2
.

Отже, на пiдставi (55), (58) та того, що
|v⃗∗(t)| монотонно спадає на [t0, t1)

t∫
t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ ds =
=

t∫
t0

∣∣∣∣ 1m1

F⃗1(s)−
1

m2

F⃗2(s)

∣∣∣∣ |d(r⃗1(s)− r⃗2(s))|
|v⃗∗(s)|

6

6
t∫

t0

4G(m1 +m2)

|r⃗1(s)− r⃗2(s)|2
|d|r⃗1(s)− r⃗2(s)||

|v⃗∗(s)|
6

6 4G(m1 +m2)

|v⃗∗(t)|

∣∣∣∣ 1

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
−

− 1

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

∣∣∣∣ , t ∈ [t0, t1),

i завдяки (57)

|v⃗∗(t)| > |⃗a1−a⃗2|−ε−
1

|v⃗∗(t)|

∣∣∣∣ 4G(m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
−

−4G(m1 +m2)

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|

∣∣∣∣ , t ∈ [t0, t1). (59)

Завдяки (55) величина |r⃗1(t)− r⃗2(t)| стро-
го зростає на [t0, t1]. Тому в силу (59)

|v⃗∗(t)| > |⃗a1 − a⃗2| − ε−

− 4G(m1 +m2)

|v⃗∗(t)| · |r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
, t ∈ [t0, t1). (60)

Оцiнимо знизу величину |v⃗∗(t)| на про-
мiжку [t0, t1). На пiдставi (55) i (60)

|v⃗∗(t)|2 − (|⃗a1 − a⃗2| − ε)|v⃗∗(t)| >

> − 4G(m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
, t ∈ [t0, t1).

Тому для всiх t ∈ [t0, t1)(
|v⃗∗(t)| −

|⃗a1 − a⃗2| − ε

2

)2

>

> (|⃗a1 − a⃗2| − ε)2

4
− 4G(m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
.

Отже, з урахуванням (50), (57) i (60)

|v⃗∗(t)| > λ, t ∈ [t0, t1), (61)
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де

λ =
|⃗a1 − a⃗2| − ε

2
+

+

√
(|⃗a1 − a⃗2| − ε)2

4
− 4G(m1 +m2)

|r⃗1(t0)− r⃗2(t0)|
.

Оскiльки функцiя |v⃗∗(t)| неперервна i число
λ додатне, то (61) суперечить (56).

Таким чином, припущення про виконан-
ня спiввiдношення (56) є хибним. Отже, не-
рiвнiсть (55) виконується при t1 = +∞.

Далi, очевидно, що завдяки (61) справд-
жується спiввiдношення (51).

Отже, множина траєкторiй руху точок
M1 i M2, для яких limt→+∞ d(M1,M2) = +∞
i v⃗σ(t) ̸= 0⃗, t > t0, є не порожньою. Траєк-
торiї руху точки M1 вiдносно точки M2 цiєї
множини на пiдставi (49) (тодi |v⃗∗∗(t)| > 0
для всiх t > t0) є спiралеподiбними.

Зазначимо, що в реальному просторi (зi
скiнченною швидкiстю гравiтацiї!) рух точ-
ки M1 вiдносно точки M2, якщо траєкто-
рiя руху необмежена, є нестiйким [3]. Як-
що траєкторiя руху одного тiла вiдносно iн-
шого тiла обмежена, то за скiнченний промi-
жок часу вiдбувається зiткнення тiл. У цьо-
му випадку рух тiл також можна вважати
нестiйким, оскiльки з моменту їх зiткнення
вiдбуваються суттєвi якiснi змiни станiв тiл.

15. Додатковi зауваження, виснов-
ки та лiтературнi вказiвки. 1. Систему
диференцiальних рiвнянь iз вiдхилюваль-
ним аргументом (13) можна використову-
вати для опису руху планет. Ця система
точнiше описує динамiку Сонячної системи,
нiж система диференцiальних рiвнянь (2),
що не враховує скiнченну швидкiсть гравiта-
цiї. Для опису руху планет на великих про-
мiжках часу краще використовувати систе-
му (13), нiж систему (2). При кiлькiсному
описуваннi руху планет не обiйтись без по-
тужної обчислювальної технiки. При цьому
потрiбно звертати увагу на точнiсть даних
про розмiщення планет та їх швидкостей не
в якийсь конкретний момент часу (як у кла-
сичнiй небеснiй механiцi), а на промiжках
часу (див. умови (11) i (12)), довжини яких

можуть бути достатньо великими (напри-
клад, у випадку дослiдження руху Землi або
Плутона навколо Сонця (без урахування дiї
на них iнших планет) довжини цих промiж-
кiв дорiвнюють близько 8, 32 хв. i 328, 68 хв.
вiдповiдно).

Побудована теорiя дасть змогу точнiше
описувати рух комет та передбачати такi
явища як затемнення планет, парад планет
i таке iнше.

2. Наведенi в п. 4–8 дослiдження є важ-
ливими для спостережень за рухом астеро-
їдiв та передбачень про траєкторiї їх руху,
оскiльки зiткнення астероїдiв iз планетами
призводять до небажаних наслiдкiв.

3. Цi дослiдження полегшать розв’яза-
ння проблем перемiщення штучних об’єктiв
у межах Сонячної системи, оскiльки дають
змогу будувати точнiшi моделi їх руху.

4. Закони про рух планет Сонячної си-
стеми вiдкритi Кеплером у 1605, 1601 та
1618 рр. вiдповiдно [6, с. 261, 262].

5. Наведенi дослiдження про рух двох тiл
вказують на те, що в реальному свiтi, в яко-
му швидкiсть гравiтацiї є скiнченною, небе-
снi тiла рухаються за законами, що вiдрiзня-
ються вiд законiв, покладених в основу кла-
сичної небесної механiки.

6. Для тiл характерними є спiралеподi-
бнi траєкторiї руху. Такого типу траєкторi-
ям у небеснiй механiцi не придiлено нале-
жної уваги, оскiльки вони не узгоджуються
iз законами Кеплера. Множина таких рухiв
не є порожньою, що пiдтверджується, на-
приклад, спiральними галактиками, до яких
вiдносяться, зокрема, наша Галактика i Ту-
маннiсть Андромеди. Подвiйнi зiрки, зiрка
та чорна дiра також рухаються не за закона-
ми Кеплера (згiдно з викладеними в статтi
дослiдженнями), а рухаються по спiралепо-
дiбних або прямолiнiйних кривих.

7. За допомогою спостережень за небес-
ними об’єктами важко помiтити вiдхилення
реальних траєкторiй їх руху вiд траєкторiй
руху, знайдених з урахуванням законiв Ке-
плера. Такi вiдхилення можуть бути дуже
малими (вiдхилення залежать вiд станiв не-
бесних об’єктiв у ”початковий момент” ча-
су). Наприклад, вiдстань мiж Землею i Сон-
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цем за рiк збiльшується приблизно на 15 см,
а мiж Землею i Мiсяцем – на 3,82 см [?].

Вiдхилення вiд елiптичних (за Кеплером)
траєкторiй руху двох тiл викликане зроста-
нням секторної швидкостi руху одного тiла
вiдносно iншого. Зазначимо, що збiльшення
вiдстаней мiж Землею i Сонцем та мiж Мi-
сяцем i Землею авторами статтi [?] поясню-
ється припливо-вiдливною взаємодiєю. Од-
нак, в iдеальному випадку, коли маси тiл
зосередженi в центрах мас (тодi припливо-
вiдливна взаємодiя вiдсутня), згiдно з ви-
кладеною теорiєю руху тiл також можливi
збiльшення вiдстанi мiж тiлами (а можливi i
зменшення вiдстанi мiж ними). Це говорить
про неповноту в [?] причин збiльшення вiд-
станi мiж небесними об’єктами i що викори-
стання для цих цiлей закону про зростання
секторної швидкостi заслуговує уваги.

Такi вiдхилення (15 см та 3,82 см) в по-
рiвняннi з вiдстанями вiд Землi до Сонця та
до Мiсяця (1, 495978706960× 1011 ± 0, 1 м та
3, 844× 108 м) є надзвичайно малими. Пере-
несення законiв Кеплера на реальнi систе-
ми (зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї), що
аналогiчнi (за розмiрами) Сонячнiй системi,
не приводять до великих похибок у випад-
ку малих промiжкiв часу. Однак у випадку
великих промiжкiв часу (це в першу чергу
стосується руху тiл iз необмеженими трає-
кторiями) похибки можуть бути достатньо
великими.

8. Використання звичайних диференцi-
альних рiвнянь (1) для дослiдження динамi-
ки руху двох тiл на великих промiжках ча-
су може привести до значних розбiжностей
мiж отриманими (у процесi дослiджень) та
реальними рухами тiл. Такi розбiжностi бу-
дуть вiдсутнi у випадку використання дифе-
ренцiальних рiвнянь iз запiзнювальним ар-
гументом (10). При цьому не можна не вра-
ховувати нестiйкiсть необмежених траєкто-
рiй руху тiл.
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