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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ МНОГОЧЛЕНАМИ НА ДОВIЛЬНОМУ
ПРОМIЖКУ З ВИКОРИСТАННЯМ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ВОЛЬТЕРРА
Розглянуто алгоритм побудови многочленiв для наближення функцiї на довiльному про-

мiжку з областi її визначення. Показано, що для функцiї y = ex цей алгоритм дозволяє
будувати многочлени n-го степеня, якi здiйснюють її асимптотично найкраще наближення.
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рiвняння Вольтерра.

The article describes algorithm for construction of polynomials for approximation of function
on arbitrary interval from the range of its definition. It is shown that for the function y = ex this
algorithm allows us to construct polynomials of n-th degree, which make its asymptotically best
approximation.
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Нехай функцiя y(x), x ∈ [−h; h], h > 0,
є розв’язком задачi Кошi для лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння з многочленними
коефiцiєнтами або еквiвалентного їй iнте-
грального рiвняння Вольтерра

a0(x)y(x) =

x∫
0

Km(x, t)y(t)dt+ P (x),

де Km(x, t) – многочлен вiд змiнних x i t,
a0(x) i P (x) – многочлени вiд змiнної x, до
того ж a0(x) > 0 для будь-якого x ∈ [−h;h].

Для наближення функцiї y(x) многочле-
нами можна використати апроксимацiйний
метод (A-метод), розроблений В. К. Дзяди-
ком [1]. Цей метод зручний тим, що для
наближення функцiї y(x) достатньо знати
лише те, що вона є розв’язком зазначено-
го iнтегрального рiвняння, тобто його мо-
жна використовувати для пошуку набли-
жених розв’язкiв таких рiвнянь. Крiм то-
го, А-метод є основою двох способiв рацiо-
нальної апроксимацiї функцiй: рацiонально
апроксимацiйного методу (PA-методу) [2] i
"лiнiйного"способу рацiональної апроксима-
цiї [4, 5].

У роботi В. К. Дзядика [3] A-метод ви-
користаний для наближення деяких елемен-
тарних функцiй – ним побудованi многочле-

ни, якi здiйснюють їх асимптотично найкра-
ще або найкраще по порядку наближення.

Зазначимо, що A-метод можна викори-
стовувати для наближення функцiй много-
членами на симетричному промiжку [−h;h].

Якщо для деякої функцiї y(x) потрiбно
побудувати апроксимацiйний многочлен n-
го степеня, який здiйснював би її наближен-
ня на несиметричному промiжку [x0−h; x0+
h], де h > 0, x0 – деяке дiйсне число, то мо-
жна дотримуватися такого алгоритму:

1) зробивши замiну x = u+ x0, отримати
функцiю y(u + x0), визначену на симетри-
чному промiжку [−h;h];

2) побудувати для функцiї y(u+x0) апро-
ксимацiйний многочлен Pn(u) за A-методом
(якщо це можливо);

3) повернувшись до замiни, матимемо
многочлен Pn(x− x0), який здiйснює набли-
ження функцiї y(x) на промiжку [x0−h;x0+
h].

Для ряду функцiй y(x), x ∈ [x0−h; x0+h],
даний алгоритм дозволяє будувати много-
члени n – го степеня, якi здiйснюють їх
асимптотично найкраще наближення. Так,
розглядаючи функцiю y = ex, x ∈ [x0 −
h;x0 + h], одержано такий результат.

Теорема. Для функцiї y = ex, x ∈ [x0 −
h;x0 + h], i многочлена
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Pn(x) =
n∑
i=0

ci(x− x0)
i,

де ci = τ
i!

n+1∑
j= i+1

j!h−jtj, i = 0, n ;

τ = ex0

(
n+1∑
j=0

j!h−jtj

)−1

; tj– коефiцiєнти

многочлена Чебишова Tn+1(x) =
n+1∑
j=0

tjx
j,

виконується рiвнiсть

∥ex − Pn(x)∥
C[x0−h;x0+h]

=

=

(
1 + O

(
1

n

))
En(e

x)C[x0−h;x0+h]
.

Доведення. Зробивши замiну x = u+x0,
отримаємо функцiю

y(u) = eu+x0 ,

де u ∈ [−h;h]. Ця функцiя є розв’язком за-
дачi Кошi

y′(u)− y(u) = 0 ; y(0) = ex0

та еквiвалентного їй iнтегрального рiвняння
Вольтерра

y(u) =

u∫
0

y(z)dz + ex0 . (1)

Використовуючи A-метод, функцiю
y(u) = eu+x0 , u ∈ [−h;h], наближатиме-

мо многочленом yn(u) =
n∑

i=0

ciu
i, який є

розв’язком рiвняння

yn(u) =

u∫
0

yn(z)dz + ex0 − τTn+1

(u
h

)
, (2)

де τ – деяка стала.
Iз цього рiвняння маємо:

n∑
i=0

ciu
i =

n∑
i=0

ci
ui+1

i + 1
+ ex0 − τ

n+1∑
i=0

ti

(u
h

)i
.

Прирiвнявши в останнiй рiвностi коефiцi-
єнти при однакових степенях u, отримаємо

систему n+ 2 лiнiйних рiвнянь з n+ 2 невi-
домими c0, c1, . . . , cn i τ , з якої знаходимо:

ci =
τ

i!

n+1∑
j= i+1

j!h−jtj, i = 0, n ;

τ = ex0

(
n+1∑
j=0

j!h−jtj

)−1

.

Розглянемо рiзницю y(u)− yn(u) = rn(u).
Вiднявши почленно вiд рiвностi (1) рiвнiсть
(2), одержимо iнтегральне рiвняння

rn(u) =

u∫
0

rn(z)dz + τTn+1

(u
h

)
.

Знайшовши r′n(u) та rn(0) , замiнимо да-
не iнтегральне рiвняння еквiвалентною йо-
му задачею Кошi:

r′n(u) = rn(u) +
τ

h
T ′
n+1

(u
h

)
,

rn(0) = τt0.

Легко переконатися, що розв’язком цiєї
задачi Кошi є функцiя

rn(u) = τ
(
Tn+1

(u
h

)
+

+

u∫
0

eu−zTn+1

(z
h

)
dz
)

(3)

.
Нехай

Pn(x) = yn(x− x0).

Тодi

ex − Pn(x) = ex − yn(x− x0) = rn(x− x0).

Оцiнимо норму

∥ex − Pn(x)∥
C[x0−h; x0+h]

=

= ∥rn(x− x0)∥C[x0−h; x0+h]
.

Для цього повертаємось у формулi (3) до
замiни i одержуємо:

rn(x− x0) = τ
(
Tn+1

(x− x0
h

)
+
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+

x−x0∫
0

ex−x0−zTn+1

(z
h

)
dz
)
. (4)

Нехай

αn = αn(x) =

x−x0∫
0

ex−x0−zTn+1

(z
h

)
dz .

Тодi рiвнiсть (4) матиме вигляд

rn(x− x0) = τ

(
Tn+1

(
x− x0
h

)
+ αn

)
, (5)

Далi, використовуючи другу теорему про
середнє для iнтегралiв i нерiвнiсть [6]∣∣∣∣∣∣

t∫
0

Tn

(z
h

)
dz

∣∣∣∣∣∣ < 2h

n− 1
,

де t ∈ [−h;h], одержимо оцiнку:

|αn| <
2heh

n
.

Отже, якщо n > 2heh, то | αn |< 1.
З рiвностi (5) випливає, що для таких

значень n рiзниця rn(x− x0) в n + 2 точках
sk = x0 − h cos kπ

n+1
, k = 0, n+ 1 набуває

значень, знаки яких почергово змiнюються.
Тому на основi теореми Валле-Пуссена для
n > 2heh матимемо:

En(e
x)C[x0−h ;x0+h]

≥

≥ min
k=0;n+1

|rn(sk − x0)| =

= min
k=0;n+1

∣∣∣∣τ (Tn+1

(
sk − x0
h

)
+ αn

)∣∣∣∣ ≥
≥ |τ | (1− |αn|) ,

звiдки

|τ | ≤ 1

1− |αn|
En(e

x)C[x0−h ;x0+h]
.

Враховуючи рiвнiсть (5) i одержану не-
рiвнiсть, для будь-якого x ∈ [x0 − h; x0 + h]
матимемо:

|rn(x− x0)| ≤

≤ |τ |
(∣∣∣∣Tn+1

(
x− x0
h

)∣∣∣∣+ |αn|
)

≤

≤ |τ | (1 + |αn|) ≤
1 + |αn|
1− |αn|

En(e
x)C

[x0−h;x0+h]
.

У такому випадку

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h;x0+h]

=

= ∥rn(x− x0)∥C
[x0−h;x0+h]

≤

≤ 1 + |αn|
1− |αn|

En(e
x)C

[x0−h;x0+h]
.

Оскiльки

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h;x0+h]

≥

≥ En(e
x)C

[x0−h;x0+h]
,

то з останнiх двох нерiвностей маємо:

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h ;x0+h]

=

=

(
1 + O

(
1

n

))
En(e

x)C
[x0−h;x0+h]

.

Теорему доведено.
Зауваження. Спiввiдношення, одержа-

нi у доведеннi теореми, дозволяють оцiнити
величину найкращого наближення функцiї
y = ex, x ∈ [x0 − h;x0 + h], многочленами
степеня не вище n. Так, з нерiвностей

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h ;x0+h]

≤ |τ | (1 + |αn|)

i

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h ;x0+h]

≥ |τ | (1− |αn|) ,

випливає, що

∥ex − Pn(x)∥
C
[x0−h ;x0+h]

=

(
1 + O

(
1

n

))
· |τ |

або

En(e
x)C

[x0−h ;x0+h]
=

(
1 + O

(
1

n

))
· |τ | .

Оцiнивши | τ | для випадку h < 2, одер-
жимо асимптотичну рiвнiсть для величини
найкращого рiвномiрного наближення:

En(e
x)C

[x0−h ;x0+h]
=
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=
2ex0

(n+ 1) !
·
(
h

2

)n+1(
1 +O

(
1

n

))
,

де h < 2.
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