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ДО ПИТАННЯ ПРО НЕПЕРЕРВНIСТЬ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ
ВIДОБРАЖЕНЬ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В ПЛОЩИНI СIДРА

Отримано теореми про квазiнеперервнiсть та сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних
вiдображень f : X1 × ...×Xn →M зi значеннями в площинi Сiдра M.

We obtain results on the quasi-continuity and joint continuity of separately continuous mappings
f : X1 × ...×Xn →M with values in the Ceder plane M.

1. Вступ. В останнi роки активно ве-
дуться дослiдження множини C(f) точок
неперервностi нарiзно неперервних вiдобра-
жень зi значеннями в просторах близьких
до метризовних (див. [1] i вказану там лi-
тературу). Одним iз класiв таких просто-
рiв є клас вичерпних просторiв, який був
уведений Дж.Сiдром в [2] пiд назвою M3-
простори. Там же був наведений приклад
вичерпного неметризовного простору – так
звана площина Сiдра M. В працi [3] були
вивченi деякi властивостi простору M, а та-
кож дослiджено множину точок неперерв-
ностi C(f) нарiзно неперервних вiдображень
f : X1 × ... ×Xn → M, визначених на добу-
тку зв’язних топологiчних просторiв. Крiм
того, в [4] було показано, що у кожної ква-
зiнеперервної функцiї f : X → M множи-
на C(f) залишкова в X, а також була до-
слiджена множина C(f) для KC-функцiй
f : X×Y →M, якi квазiнеперервнi вiдносно
першої змiнної i неперервнi вiдносно дру-
гої змiнної. Цi результати було анонсовано в
[5]. Оскiльки нарiзно неперервнi вiдображе-
ння часто виявляються квазiнеперервними,
то природно виникло питання про квазiнепе-
рервнiсть нарiзно неперервних вiдображень
зi значеннями в площинi Сiдра. Це питання
ми дослiджуємо в данiй роботi. Разом з тим
з допомогою технiки, розробленої в [6,7], ми
отримуємо тут новi результати про сукупну
неперервнiсть нарiзно неперервних вiдобра-
жень f : X1× ...×Xn →M, у яких зв’язнiсть
вимагається лише вiд останнього простору
Xn.

2. Квазiнеперервнiсть нарiзно непе-
рервних вiдображень зi значеннями в
цiлком регулярних просторах. Функцiя
f : X → Y називається квазiнеперервною
в точцi x0, якщо для довiльного околу V
точки y0 = f(x0) у просторi Y i для довiль-
ного околу U точки x0 в X iснує така вiд-
крита непорожня множина G в просторi X,
що G ⊆ U i f(G) ⊆ V , i просто квазiнепе-
рервною, якщо вона є такою у кожнiй точцi
простору X.

Теорема 1. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – цiлком регулярний топологi-
чний простiр i x0 ∈ X. Вiдображення f :
X → Y буде квазiнеперервним в точцi x0,
тодi i тiльки тодi, коли для довiльної не-
перервної функцiї g : Y → R композицiя
h = g ◦ f : X → R – це квазiнеперервна в
точцi x0 функцiя.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f –
квазiнеперервне в точцi x0 вiдображення,
y0 = f(x0) i g : Y → R – довiльна неперервна
функцiя. Доведемо, що h – квазiнеперервна
в точцi x0 функцiя. Нехай W – довiльний
окiл точки z0 = h(x0) = g(f(x0)) = g(y0)
в R. З неперервностi функцiї g в точцi y0,
випливає, що iснує окiл V точки y0 в Y , та-
кий, що g(V ) ⊆ W . Нехай U – довiльний
окiл точки x0 в X, з квазiнеперервностi фун-
кцiї f в точцi x0 випливає, що iснує вiдкри-
та непорожня множина G в просторi X, та-
ка, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . В такому разi,
h(G) = g(f(G)) ⊆ g(V ) ⊆ W . Отже, фун-
кцiя h квазiнеперервна в точцi x0.

Достатнiсть. Припустимо, що f не є
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квазiнеперервною в точцi x0. Доведемо, що
iснує неперервна функцiя g0 : Y → [0, 1], та-
ка, що h0 = g0 ◦ f не буде квазiнеперервною
в точцi x0. Нехай iснують околи U та V то-
чок x0 та y0 в просторах X та Y вiдповiд-
но, такi, що для довiльної вiдкритої непоро-
жньої множини G в просторi X, такої, що
G ⊆ U , образ f(G) * V . З того, що про-
стiр Y цiлком регулярний, маємо, що iснує
неперервна функцiя g0 : Y → [0, 1], така, що
g0(y0) = 0 i g0(y) = 1 на Y \ V . Покаже-
мо, що h0 = g0 ◦ f не є квазiнеперервною в
точцi x0. Нехай G – довiльна вiдкрита не-
порожня множина, така, що G ⊆ U . За по-
будовою, f(G) * V , отже iснує точка x ∈ G,
така, що f(x) /∈ V . Тодi h0(x) = g0(f(x)) = 1,
а h0(x0) = g0(f(x0)) = g0(y0) = 0. Розгляне-
мо окiл W = (−1

2
, 1

2
) точки h0(x0) = 0 в R.

За доведеним, для довiльної вiдкритої непо-
рожньої множини G, такої, що G ⊆ U iснує
точка x ∈ G, така, що h0(x) = 1 /∈ W . Отже,
функцiя h0 не є квазiнеперервною в точцi
x0. Отримана суперечнiсть доводить доста-
тнiсть вказаної умови.

Загальнiший вiд теореми 1 результат для
A-неперервних вiдображень був встановле-
ний у працi [8]. Ми тут дали доведення для
квазiнеперервних функцiй для повноти ви-
кладу.

3. Деякi властивостi добуткiв топо-
логiчних просторiв. Тут ми встановимо
теореми про беровiсть та наявнiсть злiчен-
ної псевдобази добуткiв n просторiв.

Нагадаємо, що система V вiдкритих мно-
жин називається псевдобазою топологiчного
простору X, якщо для кожної непорожньої
вiдкритої в X множини G iснує такий еле-
мент V ∈ V , що V 6= ∅ i V ⊆ G. Ми каже-
мо, що простiр X має злiченну псевдобазу,
якщо iснує така послiдовнiсть (Vn)∞n=1 вiд-
критих множин в X, що система V = {Vn :
n ∈ N} є псевдобазою в X.

Нам буде потрiбний один результат про
беровiсть добутку з [7].

Теорема 2. Нехай X i Y – берiвськi про-
стори i Y має злiченну псевдобазу. Тодi i
добуток P = X × Y є берiвським.

Цю теорему можна узагальнити.
Теорема 3. Нехай X1 – берiвський про-

стiр, X2, ..., Xn+1 – берiвськi простори зi
злiченною псевдобазою. Тодi i добуток P =
X1 × ...×Xn+1 є берiвським.

Доведення. Застосуємо iндукцiю вiд-
носно n. При n = 1 – це теорема 2. Для
доведення теореми при n = 2, покладемо
X = X1 × X2 i Y = X3. За теоремою 2
простiр X берiвський, отже, таким буде i
X × Y = X1 × X2 × X3. Припустимо тепер,
що твердження теореми вiрне для добутку
n просторiв i доведемо, що вона має мiсце i
для n + 1 множникiв. Для цього досить по-
класти X = X1 × ... × Xn i Y = Xn+1. За
припущенням простiр X берiвський, тому за
теоремою 2 простiр X × Y = X1 × ...×Xn+1

також буде берiвським.
Теорема 4. Добуток X1 × ...×Xn про-

сторiв зi злiченною псевдобазою залишає-
ться простором зi злiченною псевдобазою.

Доведення. Перевiримо, що тверджен-
ня теореми вiрне для добутку двох просто-
рiв. Нехай X = X1, Y = X2, {Un : n ∈ N}
i {Vn : n ∈ N} – псевдобази в просто-
рах X та Y вiдповiдно. Розглянемо систе-
му W , що складається з усеможливих до-
буткiв Wm,n = Um × Vn, i доведемо, що W
– злiченна псевдобаза в X × Y . Нехай W –
довiльна вiдкрита непорожня в X × Y мно-
жина. За означенням топологiї добутку iсну-
ють вiдкритi непорожнi множини U та V
в просторах X та Y вiдповiдно, такi, що
U × V ⊆ W . Крiм того, знайдуться непоро-
жнi множини Um та Vn з вiдповiдних псев-
добаз, такi, що Um ⊆ U та Vn ⊆ V . В тако-
му разi Wm,n = Um × Vn ⊆ U × V ⊆ W , а
отже, система W – псевдобаза в X ×Y . Злi-
ченнiсть її випливає з того, що подвiйну по-
слiдовнiсть легко перенумерувати у просту
наступним чином: W1 = W1,1, W2 = W2,1,
W3 = W2,2, W4 = W3,1, W5 = W3,2, ....

Припустимо тепер, що теорема вiрна для
добутку n просторiв i перевiримо для n + 1.
Покладемо X = X1 × ... × Xn i Y = Xn+1.
За припущенням X – простiр зi злiченною
псевдобазою, тому за доведеним для добу-
тку двох просторiв X × Y = X1 × ...×Xn+1

– простiр зi злiченною псевдобазою.
4. Квазiнеперервнiсть KC-функцiй

зi значеннями в цiлком регулярному
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просторi. Ми будемо використовувати та-
кi позначення. Для функцiї f : X × Y → Z
i точки p = (x, y) ∈ X × Y покладемо
fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Функцiя f : X ×Y → Z називається KC-
функцiєю, якщо для кожного x ∈ X функцiя
fx : Y → Z неперервна i для кожного y ∈ Y
функцiя fy : X → Z квазiнеперервна. Су-
купнiсть усiх таких функцiй ми позначаємо
символом KC(X × Y, Z).

Нам знадобиться теорема, яка випливає
з результатiв працi [6].

Теорема 5. Нехай X i Y – топологi-
чнi простори, причому Y задовольняє пер-
шу аксiому злiченностi, Z – метризовний
простiр i f ∈ KC(X × Y, Z). Тодi для ко-
жного y ∈ Y множина Cy(f) = {x ∈ X :
(x, y) ∈ C(f)} залишкова в X.

З неї легко виводиться
Теорема 6. Нехай X – берiвський про-

стiр, Y – топологiчний простiр, що задо-
вольняє першу аксiому злiченностi, Z – цiл-
ком регулярний простiр i f : X × Y → Z –
KC-функцiя. Тодi f – квазiнеперервна фун-
кцiя.

Доведення. Нехай g : Z → R – непе-
рервна функцiя i h = g ◦ f . Доведемо, що
h : X × Y → R – це квазiнеперервна фун-
кцiя.

Нехай p0 = (x0, y0) – довiльна точка з
X × Y . Доведемо, що h квазiнеперервна в
точцi p0. Зауважимо, що h : X × Y → R –
це теж KC-функцiя. Справдi, для кожного
x ∈ X функцiя hx = g◦fx є неперервною, як
композицiя двох неперервних функцiй i для
кожного y ∈ Y функцiя hy = g ◦ fy є ква-
зiнеперервною за доведеним у пунктi 2. За
теоремою 5 множина Cy0(h) залишкова в X,
адже h набуває значень у метризовному про-
сторi R. Оскiльки простiр X берiвський, то
кожна залишкова множина в ньому є всюди
щiльною, а отже, Cy0(h) = X.

Нехай ε > 0, U – довiльний окiл точки
x0 в X, V – довiльний окiл точки y0 в Y
i O = U × V – базисний окiл точки p0 в
X × Y . Оскiльки функцiя hy0 : X → R
квазiнеперервна в точцi x0, то iснує така
вiдкрита непорожня множина U1 в X, що
U1 ⊆ U i |hy0(x) − hy0(x0)| < ε

2
, як тiль-

ки x ∈ U1. Множина Cy0(h) всюди щiльна
в X, тому Cy0(h) ∩ U1 6= ∅. Отже, iснує то-
чка x1 ∈ U1 ∩ Cy0(h). В такому разi, p1 =
(x1, y0) ∈ C(h) i x1 ∈ U1. З неперервностi
функцiї h в точцi p1 випливає, що iснують
такi вiдкритi околи U0 i V0 точок x1 i y0 в
просторах X i Y вiдповiдно, що U0 ⊆ U1,
V0 ⊆ V i |h(p) − h(p1)| < ε

2
на множинi

O0 = U0 × V0. Тодi O0 ⊆ O, множина O0 вiд-
крита i непорожня в X × Y i для довiльної
точки p = (x, y) ∈ O0 будемо мати

|h(p)−h(p0)| = |h(p)−h(p1)+h(p1)−h(p0)| ≤
≤ |h(p)− h(p1)|+ |h(p1)− h(p0)| <

<
ε

2
+ |hy0(x1)− hy0(x0)| < ε

2
+

ε

2
= ε,

бо x1 ∈ U1. Це й дає нам квазiнеперервнiсть
функцiї h в точцi p0. Тодi за теоремою 1 фун-
кцiя f квазiнеперервна в точцi p0.

5. Квазiнеперервнiсть нарiзно непе-
рервних функцiй багатьох змiнних зi
значеннями в площинi Сiдра. Площи-
ною Сiдра M ми називаємо топологiчний
простiр, що складається з точок пiвплощини
R× [0, +∞), топологiчна структура на яко-
му вводиться так: множина W буде околом
точки p = (x, y) з y > 0 вM, якщо iснує таке
ε ∈ (0, y), що Wε(p) = {x}×(y−ε, y+ε) ⊆ W ,
i околом точки p = (x, 0) вM, якщо iснує та-
ке ε > 0, що Wε(p) = ((x− ε, x + ε)× [0, ε)) \
({x} × (0, ε)) ⊆ W .

Наступна теорема є наслiдком теореми 6.
Теорема 7. Нехай X – берiвський про-

стiр, Y – топологiчний простiр, що задо-
вольняє першу аксiому злiченностi i f :
X × Y → M – KC-функцiя. Тодi f – ква-
зiнеперервна функцiя.

Доведення. Площина Сiдра M – гаус-
дорфовий i вичерпний простiр, а значить
нормальний [9]. Тому M – цiлком регуляр-
ний простiр. Отже, за теоремою 6 функцiя
f : X × Y →M є квазiнеперервною.

Теорема 8. Нехай X1 – берiвський про-
стiр, X2, ..., Xn+1 – берiвськi простори зi
злiченною псевдобазою i першою аксiомою
злiченностi i f : X1 × ... ×Xn+1 → M – на-
рiзно неперервне вiдображення. Тодi f ква-
зiнеперервне.
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Доведення. Застосуємо iндукцiю вiд-
носно n. Для n = 1 твердження теореми ви-
пливає з теореми 7, адже довiльна нарiзно
неперервна функцiя є KC-функцiєю. При-
пустимо, що твердження теореми вiрне для
добутку n просторiв i доведемо, що воно ви-
конується i для n+1 множникiв. Покладемо
X = X1×...×Xn i Y = Xn+1. Зауважимо, що
за теоремою 3 простiр X є берiвським. Для
довiльного y0 ∈ Y розглянемо вiдображення
fy0 : X → M. За iндуктивним припущен-
ням воно є квазiнеперервним. Але для до-
вiльного x0 ∈ X вiдображення fx0 : Y → M
є неперервним, отже f – це KC-функцiя.
Таким чином, згiдно з теоремою 7 функцiя
f : X × Y →M є квазiнеперервною.

6. Сукупна неперервнiсть нарiзно
неперервних функцiй багатьох змiн-
них зi значеннями в площинi Сiдра.

Для встановлення основного результату
даної роботи нам буде потрiбний спрощений
варiант одного результату з [4, 5].

Теорема 9. Нехай X – топологiчний
простiр зi злiченною псевдобазою, Y – зв’я-
зний берiвський простiр i f : X × Y →M –
KC-функцiя. Тодi

(i) якщо Y задовольняє першу аксiому злi-
ченностi, то для кожного y ∈ Y мно-
жина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
залишкова в X;

(ii) якщо Y задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, то множина CY (f) = {x ∈
X : {x} × Y ⊆ C(f)} залишкова в X.

Теорема 10. Нехай X1 – берiвський про-
стiр зi злiченною псевдобазою, X2, ..., Xn –
берiвськi простори зi злiченною псевдоба-
зою, що задовольняють першу аксiому злi-
ченностi, Xn+1 – зв’язний берiвський про-
стiр, f : X1 × ... × Xn+1 → M – нарiзно
неперервне вiдображення, X = X1× ...×Xn

i Y = Xn+1. Тодi

(i) якщо Y задовольняє першу аксiому злi-
ченностi, то для кожного y ∈ Y мно-
жина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
залишкова в X;

(ii) якщо Y задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, то множина CY (f) = {x ∈

X : {x} × Y ⊆ C(f)} залишкова в X.

Доведення. За теоремою 8 для кожно-
го y ∈ Y вiдображення fy : X → M буде
квазiнеперервним. Крiм того, за умовою для
кожного x ∈ X вiдображення fx : Y → M
є неперервним. Тому f : X × Y → M – це
KC -функцiя. Зауважимо, що за теоремою
4 добуток X = X1 × ... × Xn є простором з
не бiльш нiж злiченною псевдобазою. Зали-
шилось скористатить теоремою 9.

Висловлюю щиру вдячнiсть Маслюченку
Володимиру Кириловичу за допомогу та по-
стiйну увагу при написаннi цiєї статтi.
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