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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДIРIХЛЕ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З
IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Для лiнiйного параболiчного рiвняння дослiджено задачу Дiрiхле з iмпульсною дiєю за
часовою змiнною. Коефiцiєнти рiвняння мають степеневi особливостi довiльного порядку за
часовою i просторовими змiнними на деякiй множинi точок. Знайдено умови iснування i
єдиностi розв’язку поставленої задачi в гельдерових просторах iз степеневою вагою.

Ключовi слова: крайова задача, iмпульсна дiя, параболiчне рiвняння, розв’язок задачi,
iнтерполяцiйнi нерiвностi, оцiнка розв’язку.

The Dirichlet problem with a pulse effect on a time variable for a linear parabolic equation is
investigated. The coefficients of the equation have power characteristics of arbitrary order in time
and space variables on a certain set of points. Conditions for the existence and uniqueness of the
solution of the problem in Hölder spaces with power weight are found.

Keywords: the boundary value problem, pulse effect, parabolic equation, solution of the
problem, interpolation inequalities, estimation of the solution.

В сучасних прикладних i теоретичних до-
слiдженнях часто зустрiчаються задачi з рi-
зними особливостями та виродженнями. За-
дачi для рiвнянь з частинними похiдними,
коефiцiєнти яких мають особливостi, вини-
кають в квантовiй мехiнiцi, фiзицi, технiцi,
теорiї ядерних ланцюгових реакцiй тощо.

Всебiчне вивчення розв’язкiв систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь з iмпуль-
сною дiєю наведено в монографiях [1,2,3].
Вивченню якiсних властивостей розв’язкiв
крайових задач для рiвнянь з вироджен-
ням присвячено монографiї [6,7]. Класи-
чним розв’язкам крайових задач з iмпуль-
сною дiєю для параболiчних рiвнянь, кое-
фiцiєнти яких мають степеневi особливостi
за просторовими змiнними, присвяченi пра-
цi [8,9].Дослiдженню нелокальних багатото-
чкових за часом крайових задач та задач
з iнтегральними умовами для параболiчних
рiвнянь зi степеневим виродженням у коефi-
цiєнтах рiвняння присвячено працi [10,11].

У цiй статтi розглядається задача Дiрi-
хле для лiнiйного параболiчного рiвняння
другого порядку iз степеневими ососбливо-
стями в коефiцiєнтах рiвняння за будь -
якими змiнними на деякiй множинi точок
та iмпульсними умовами за часовою змiн-

ною у визначенi моменти часу. У гельдеро-
вих просторах зi степеневою вагою одержа-
но iснування, єдинiсть та встановлено оцiн-
ки розв’язку поставленої задачi.

Нехай область D є обмеженою з простору
Rn з межею ∂D,
dimD = n, Ω – деяка обмежена область
Ω ⊂ D, dim Ω ≤ n − 1. Розглянемо зада-
чу знаходження
функцiї u(x, t) в областi Q =
[t0, tN+1)×D, яка при t 6= tλ, λ ∈ {1, 2, ..., N},
t 6= η, η 6= tλ x ∈ D\Ω задовольняє рiвняння

(Lu)(t, x) =
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj+

+
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) =

= f(t, x), (1)

умови за змiнною t

u(t0, x) = ϕ0(x), (2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) =

= bλ(x)u(tλ − 0, x) + ϕλ(x) (3)

i крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[u(t, x)− g(t, x)] = 0 (4)
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де t0 < t1 < t2 < ... < tN < tN+1, t0 < η <
tN+1.

Степеневi особливостi коефiцiєнтiв рiв-
няння (1) i крайової умови (4) у точцi
P (t, x) = Q \ Q(0) будуть характеризува-
ти функцiї s1(β

(1)
i , t), s2(β

(2)
i , x): s1(β

(1)
i , t) =

|t − η|β
(1)
i при |t − η| ≤ 1, s1(β

(1)
i , t) = 1

при |t − η| ≥ 1; s2(β
(2)
i , x) = ρβ

(2)
i (x) при

ρ(x) ≤ 1, s2(β
(2)
i , x) = 1 при ρ(x) ≥ 1,

ρ(x) = inf
z∈Ω
|x− z|, β(ν)

i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2},

β(ν) = (β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n ), β = (β(1), β(2)), Q(0) =

{(t, x)|t = η, x ∈ D}∪{(t, x)|t ∈ [t0, tN+1), x ∈
Ω}.

Позначимо через Q(k) = [tk, tk+1) × D,
Γ(k) = [tk, tk+1) × ∂D k ∈ {0, 1, . . . N}, чи-
сла l, q(1), q(2), γ(1), γ(2), µ(1)

j , µ(2)
j – дiйснi

числа, q(ν) ≥ 0, γ(ν) ≥ 0, l ≥ 0, µ(ν)
j ≥ 0,

j ∈ {0, 1, . . . , n}, [l] – цiла частина числа l,
{l} = l− [l], P (t, x), P1(t(1), x(1)), P2(t(2), x(1)),
Ri(t

(2), x(2)) – довiльнi точки iз Q(k), i ∈
{1, 2, . . . , n}, x(1) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ),

x(2) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1 . . . , x

(1)
n ).

Означимо простори в яких вивчається
задача (1) – (4). Позначимо через
H l(γ; β; q;Q) - множину функцiй u, якi ма-
ють неперервнi похiднi в Q(k)\Q(0) при t 6= tλ
вигляду ∂st ∂rx, 2s+|r| ≤ [l], для яких скiнчен-
на норма

||u; γ; β; 0;Q||0 = sup
k
{sup
Q

(k)

|u|} ≡ ||u;Q||0,

||u; γ; β; q;Q||l =

= sup
k

{ ∑
2s+|r|≤[l]

||u; γ; β; q;Q(k)||2s+|r|+

+〈u; γ; β; q;Q(k)〉l
}
≡

≡ sup
k

{ ∑
2s+|r|≤[l]

sup
P∈Q(k)

[s1(q(1)+

+(2s+ |r|)γ(1), t)×

×s2(q(2) + 2sγ(2), x)|∂st ∂rxu(P )|×

×
n∏
i=1

s1(−riβ(1)
i , t)s2(ri(γ

(2) − β(2)
i ), x)

}
+

+ sup
k

∑
2s+|r|=[l]

{ n∑
k=1

[ sup
(P2Rν)⊂Q(k)

[s1(q(1) + [l]γ(1), t(2))s2(q(2) + 2sγ(2), x̃)×

×
n∏
i=1

s1(−riβ(1)
i , t(2))s2(ri(γ

(2) − β(2)
i ), x̃)×

×|∂st ∂rxu(P2)− ∂st ∂rxu(Rν)||x(1)
ν − x(2)

ν |−{l}×
×s1({l}β(1)

ν , t(2))s2({l}(γ(2) − β(2)
ν ), x̃)]+

+ sup
(P1P2)⊂Q(k)

[s1(q(1) + lγ(1), t̃)×

×s2(q(2) + (2s+ {l})γ(2), x(1))×

×
n∏
i=1

s1(−riβ(1)
i , t̃)s2(ri(γ

(2) − β(2)
i ), x(1))×

×|t(1) − t(2)|−{
l
2
}|∂st ∂rxu(P1)− ∂st ∂rxu(P2)| ]

}
,

де |r| = r1 + · · · + rn, s1(q, t̃) =
min(s1(q, t(1)), s1(q, t(2))), s2(q, x̃) =
min(s2(q, x(1)), s2(q, x(2))).

Задачу (1) – (4) дослiджуємо за таких
умов:

а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn),
∀(t, x) ∈ Q\Q(0) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

s1(β
(1)
i , t)s1(β

(1)
j , t)×

×s2(β
(2)
i , x)s2(β

(2)
j , x)Aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 – фiксованi додатнi сталi та
s1(µ

(1)
i , t)s2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

s1(µ
(1)
0 , t)s2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

A0 ≥ −a, a > 0, s1(β
(1)
i , t)s1(β

(1)
j , t)×

s2(β
(2)
i , x)s2(β

(2)
j , x)Aij ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

Γ = [t0, tN+1)× ∂D.
б) f ∈ Hα(γ; β;µ0;Q), ϕ0 ∈

H2+α(γ̃; β̃; 0;D), γ̃ = (0, γ(2)), β̃ = (0, β(2)),
ϕλ ∈ H2+α(γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = tλ)), bλ ∈
C2+α(Q ∩ (t = tλ)), g ∈ H2+α(γ; β; 0;Q(λ)),
g(tλ + 0, x) − g(tλ − 0, x) = bλ(tλ, x)g(tλ −
0, x) + ϕλ(tλ − 0, x) для x ∈ Γ ∩ (t = tλ),
γ(ν) = max{max

i
(1 + β

(ν)
i ),max

i
(γ(ν) − β(ν)

i ),

µ
(ν)
0

2
}, ν ∈ {1, 2}
Правильна така теорема.
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Теорема 1. Нехай для задачi (1)–
(4) виконанi умови а), б). Тодi iснує
єдиний розв’язок задачi (1)–(4) iз просто-
ру H2+α(γ; β; 0;Q) i справджується нерiв-
нiсть

||u; γ; β; 0;Q||2+α ≤ c
{ N∑
k=1

N∏
λ=k

(1+

+‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0×

×(||ϕk−1; γ; β; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α+

+||f ; γ; β;µ0;Q(k−1)||α+

+||g; γ; β; 0;Q(k−1)||2+α)+

+||ϕN ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; γ; β;µ0;Q(N)||α+

+||g; γ; β; 0;Q(N)||2+α

}
. (5)

Для дослiдження задачi (1)–(4) встано-
вимо коректну розв’язнiсть множини крайо-
вих задач з гладкими коефiцiєнтами. З мно-
жини
отриманих розв’язкiв видiлимо збiжну пiд-
послiдовнiсть, граничне
значення якої буде розв’язком задачi (1)–(4).

Оцiнка розв’язкiв крайових задач з
гладкими коефiцiєнтами

Нехай Q
(k)
m = Q(k) ∩ {(t, x) ∈ Q(k) |

s1(1, t) ≥ m−1
1 , s2(1, x) ≥ m−1

2 }, m =
(m1,m2), m1 > 1, m2 > 1 – послiдовностi
областей, якi при m1 −→ ∞, m2 −→ ∞ збi-
гаються до Q(k). Розглянемо в областi Q за-
дачу знаходження функцiй
um(t, x), якi при t 6= tλ задовольняють рiв-
няння

(L1um)(t, x) ≡
(
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj+

+
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
)
um = fm(t, x), (6)

умови за змiнною t

um(t0 + 0, x) = ϕ(0)
m (x), (7)

um(tλ + 0, x)− um(tλ − 0, x) =

= bλ(tλ, x)um(tλ − 0, x) + ϕ(λ)
m (tλ, x) (8)

i крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[um(t, x)− gm(t, x)] = 0 (9)

Тут коефiцiєнти aij, ai, a0, а також фун-
кцiї fm, ϕ

(0)
m , ϕ(λ)

m , gm в областях Q(k)
m спiвпа-

дають з Aij, Ai, A0, f , ϕ0, ϕλ, g, вiдповiдно,
а в областях Q\Q(k)

m є неперервним продов-
женням коефiцiєнтiв Aij, Ai, A0, i функцiй
f , ϕ0, ϕλ, g, iз областей Q

(k)
m в областi Q\Q(k)

m

iз збереженням гладкостi i норми [12, стор.
82].

Для розв’язання задачi (6)–(9) правиль-
ною є така теорема.

Теорема 2. Нехай в областi Q виконанi
умови а), б) i um(t, x) – класичний розв’язок
задачi (6)–(9). Тодi для um(t, x) правильною
є така оцiнка

|um(t, x)| ≤
N∑
k=1

( N∏
λ=k

(1+ ||bλ;Q∩ (t = tλ)||0)×

×(||ϕ(k−1)
m ;Q(k−1) ∩ (t = tk−1)||0+

+||fma−1
0 ;Q(k−1)||0 + ||gm;Q(k−1)||0)

)
+

+||ϕ(N)
m ;Q ∩ (t = tN)||0+

+||fma−1
0 ;Q(N)||0 + ||gm;Q(N)||0. (10)

Доведення. Нехай
max
Q

(k)
um(t, x) = um(M1). Якщо M1 ∈ Q(k), то

в точцi M1 виконується спiввiдношення

∂tum(M1) ≥ 0, ∂xium(M1) = 0,

n∑
i,j=1

aij(M1)∂xi∂xjum(M1) ≤ 0 (11)

i задовольняється рiвняння (6). З урахува-
нням (11) i рiвняння (6) у точцi M1 справ-
джується нерiвнiсть

um(M1) ≤ sup
Q

(k)

(fa−1
0 ). (12)

Нехай min
Q

(k)
um(t, x) = um(M2). ЯкщоM2 ∈

Q(k), то в точцiM2 виконується спiввiдноше-
ння

∂tum(M2) ≤ 0, ∂xium(M2) = 0,
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n∑
i,j=1

aij(M2)∂xi∂xjum(M2) ≥ 0 (13)

i задовольняється рiвняння (6). З урахува-
нням спiввiдношення (13) i рiвняння (6) у
точцi M2 маємо

um(M2) ≥ inf
Q

(k)
(fa−1

0 ). (14)

Якщо M1 ∈ [tk, tk+1) × ∂D або M2 ∈
[tk, tk+1)× ∂D та з умови (9) маємо

|um(M1)| ≤ ‖gm;Q(k)‖. (15)

У випадку, коли M1 ∈ D або M2 ∈ D, з
умови (7) одержимо

|um| ≤ ‖ϕ(0)
m ;D‖0. (16)

Враховуючи нерiвностi (12),(14) – (16),
при k = 0 одержимо

‖um;Q(0)‖ ≤ ||fma−1
0 ;Q(0)||0+

+||gm;Q(0)||0 + ||ϕ(0)
m ;D||0. (17)

Знайдемо оцiнку розв’язку um(t, x) в обла-
стi Q(1). Повторюючи вищенаведенi мiрку-
вання i враховуючи умову (3), при λ = 1
матимемо

‖um;Q(1)‖0 ≤ (1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)×

×‖um;Q(0)‖+ ‖ϕ(1)
m ;Q ∩ (t = t1)‖0+

+‖fma−1
0 ;Q(1)‖0 + ‖gm;Q(1)‖0 ≤

≤ (1 + ‖b1‖)(‖fma−1
0 ;Q(0)‖0 + ‖gm;Q(0)‖0+

+‖ϕ(0)
m ;D‖0) + ‖ϕ(1)

m ;Q ∩ (t = t1)‖0+

+‖fma−1
0 ;Q(1)‖0 + ‖gm;Q(1)‖0.

Продовжуючи аналогiчнi припущення,
при λ = 2 в областi Q(2) одержуємо нерiв-
нiсть

‖um;Q(2)‖0 ≤ (1 + ‖b2;Q ∩ (t = t2)‖0)×

×‖um;Q(1)‖+ ‖ϕ(2)
m ;Q ∩ (t = t2)‖0+

+‖fma−1
0 ;Q(2)‖0 + ‖gm;Q(2)‖0 =

= (1 + ‖b2;Q ∩ (t = t2)‖0)×
×(1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)× (‖fma−1

0 ;Q(0)‖0+

+‖gm;Q(0)‖0 + ‖ϕ(0)
m ;D‖0)+

+(1+‖b2;Q∩(t = t2)‖)×(‖ϕ(1)
m ;Q∩(t = t1)‖0+

+‖fma−1
0 ;Q(1)‖0 + ‖gm;Q(1)‖0)+

+‖ϕ(2)
m ;Q ∩ (t = t2)‖0 + ‖fma−1

0 ;Q(2)‖0+

+‖gm;Q(2)‖0.

Продовжуючи оцiнювати розв’язок, при
λ = {3, . . . , N} отримаємо нерiвнiсть (10).

Знайдемо оцiнки похiдних вiд розв’язкiв
um(t, x). У просторi C l(Q) введемо норму
||um; γ; β; q;Q||l, еквiвалентну при фiксова-
них m1, m2 гельдеровiй нормi, яка виража-
ється так само, як i ||u; γ; β; q;Q||l, тiльки
замiсть функцiй s1(q(1), t),
s2(q(2), x) покладемо вiдповiдно
d1(q(1), t), d2(q(2), x), де

d1(q(1), t) =


max(s1(q(1), t),m−q

(1)

1 ),
q(1) ≥ 0;

min(s1(q(1), t),m−q
(1)

1 ),
q(1) < 0

d2(q(2), x) =


max(s2(q(2), x),m−q

(2)

2 ),
q(2) ≥ 0;

min(s2(q(2), x),m−q
(2)

2 ),
q(2) < 0.

Справедлива така теорема.
Теорема 3. Якщо виконанi умови а), б),

то для задачi (6) – (9) правильна оцiнка

‖um; γ; β; 0;Q‖2+α ≤

≤ c

{
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ‖bλ‖C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(‖ϕk−1; γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α+

+‖f ; γ; β;µ0;Q(k−1)‖α+‖g; γ; β; δ;Q(k−1)‖1+α)
}

+

+‖ϕN ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tN)‖2+α+

+‖f ; γ; β;µ0;Q(N)‖α+

+‖g; γ; β; 0;Q(N)‖1+α

}
. (18)

Доведення. В задачi (6) – (9) в областях
Q(k) зробимо замiну

um(t, x) = gm(t, x) + vm(t, x). (19)
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Пiдставляючи (19) у (6) – (9), одержимо

(L1vm)(t, x) = Fm(t, x), (t, x) ∈ Q(k), (20)

vm(tk + 0, x) = Φ(k)
m (tk, x), (21)

(t, x) ∈ Q ∩ (t = tk),

vm|Γ(k) = 0, (22)

де Fm(t, x) = fm(t, x)−
(L1gm)(t, x), Φ

(0)
m (t0, x) = ϕ

(0)
m (x)−gm(t0+0, x)

при x ∈ D,
Φ

(k)
m (tk, x) = ϕ

(k)
m (tk, x) − g(tk + 0, x) + (1 +

b0)g(tk − 0, x), k ∈ {1, 2, . . . , N}, Γ(k) =
[tk, tk+1]× ∂D.

Розв’язок крайової задачi (20) – (22) в
областях Q(k) iснує i єдиний у просторi
C2+α(Q(k)) [6, стор.364]. Знайдемо його оцiн-
ку. Використовуючи означення норми та iн-
терполяцiйнi нерiвностi iз [12], маємо

‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α ≤ (1 + εα)×

×〈vm; γ; β; 0;Q(k)〉2+α + C(ε)‖vm;Q(k)‖0,

де ε – довiльне дiйсне число, ε ∈
(0, 1). Тому досить оцiнити пiвнорму
〈vm; γ; β; 0;Q(k)〉2+α.

Iз означення пiвнорми випливає iснуван-
ня в Q(k) точок P1, P2, Ri, для яких правиль-
на одна iз нерiвностей

1

2
‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α ≤ Eµ, µ ∈ {1, 2},

де

E1 ≡
∑

2s+|r|=2

{ n∑
ν=1

d1(2γ(1), t(2))×

×d2(2sγ(2), x̃)
n∏
i=1

d1(−riβ(1)
i , t(2))×

×d2(ri(γ
(2) − β(2)

i ), x̃)×

×|∂st ∂rxvm(P2)− ∂st ∂rxvm(Rν)||x(1)
ν − x(2)

ν |−α×
×d1(αβ(1)

ν , t(2))d2(α(γ(2) − β(2)
ν ), x̃),

E2 ≡
∑

2s+|r|=2

d1((2 + α)γ(1), t̃)×

×d2((2s+ α)γ(2), x(1))
n∏
i=1

d1(−riβ(1)
i , t̃)×

×d2(ri(γ
(2) − β(2)

i ), x(1))|t(1) − t(2)|−
α
2×

×|∂st ∂rxu(P1)− ∂st ∂rxu(P2)|, 2s+ |r| = 2.

Якщо |x(1)
ν − x(2)

ν | ≥ εn−1

4
d1(γ(1), t̃)×

d2(γ(2) − β
(2)
ν , x̃) ≡ T1, ε1 – довiльне дiйсне

число iз (0,1), то

E1 ≤ 2ε−α1 ‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2. (23)

Якщо |t(1) − t(2)| ≥ ε21
16
d1(2γ(1), t̃)×

d2(2γ(2), x̃) ≡ T2, то

E2 ≤ 2ε−α1 ‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2. (24)

Застосовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi
до (23), (24), знаходимо

Eµ ≤ εα‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α+

+c(ε)‖vm;Q(k)‖0. (25)

Нехай |x(1)
ν − x(2)

ν | ≤ T1 i |t(1) − t(2)| ≤ T2.
Будемо вважати |x(1)

ν − ξν | ≥ 4T1, ξ ∈ ∂D i
d2(γ(2), x̃) = min(d2(γ(2), x(1)), d2(γ(2), x(2))) ≡
d2(γ(2), x(1)), d1(γ(2), t̃) =
min(d1(γ(1), t(1)), d1(γ(1), t(2))) =
d1(γ(1), t(1)), P1(t(1), x(1)) ∈ Q(k),
k ∈ {0, 1, . . . , N}.

В областi Q(k) запишемо задачу (20) –
(22) у виглядi

[∂t −
n∑

ij=1

aij(P1)∂xi∂xj ]vm =

=
n∑

ij=1

[aij(P )− aij(P1)]∂xi∂xjvm−

−
n∑
i=1

ai(P )∂xivm − a0(P )vm+

+Fm(t, x) ≡ F (1)
m (t, x, v(k)

m ) + Fm(t, x), (26)
vm(tk + 0, x) = Φ(k)

m (tk, x), (27)
vm|Γ(k) = 0. (28)

Нехай
∏(k)

τ – область iз Q(k),
∏(k)

τ =

{(t, x) ∈ Q(k), ||xν − x
(1)
ν | ≤ τT1, ν ∈

{1, . . . , n}, |t − t(1)| ≤ τ 2T2}. В задачi (26)
– (28) зробимо замiну vm(t, x) = wm(t, y),
xν = d1(β

(1)
ν , t(1))

d2(β
(2)
ν , x(1))yν . Одержимо

(L2wm)(t, y) ≡
[
∂t−
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−
n∑

ij=1

aij(P1)d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))×

×d2(β
(2)
i , x(1))d2(β

(2)
j , x(1))×

×∂yi∂yj
]
wm = F (1)

m (t, ỹ;wm) + Fm(t, ỹ) (29)

wm(tk + 0, ỹ) = Φ(k)
m (tk, ỹ), (30)

wm|Γ(k) = 0, (31)

де ỹ = (d1(−β(1)
1 , t(1))d2(−β(2)

1 , x(1))x1,

. . . , d1(−β(1)
n , t(1))d2(−β(2)

n , x(1))xn).
Позначимо через y(1)

ν =

d1(−β(1)
ν , t(1))d2(−β(2)

ν , x(1))x
(1)
ν , V

(k)
τ =

{(t, y), |t − t(1)| ≤ τ 2T2, |yν − y(1)
ν | ≤ τ

n

√
T2} i

вiзьмемо тричi диференцiйовану функцiю
ψ(t, y), яка задовольняє умови

ψ(t, y) =


1, (t, y) ∈ V (k)

1/2 , 0 ≤ η(t, y) ≤ 1;

0, (t, y) 6∈ V (k)
3/4 , |∂st ∂ryη| ≤

≤ crsd1(−(2s+ |r|)γ(1), t(1))×
×d2(−(2s+ |r|)γ(2), x(1)).

Позначимо функцiю Zm(t, y) =
wm(t, y)ψ(t, y), яка буде розв’язком кра-
йової задачi

(L2Zm)(t, y) =
n∑

ij=1

aij(P1)d1(β
(1)
i , t(1))×

×d1(β
(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(1))d2(β

(2)
j , x(1))×

×[∂yiwm∂yjψ + ∂yjwm∂yiψ + wm∂yi∂yjψ]−

−wm∂tψ + ψ[F (1)
m (t, ỹ, wm) + Fm(t, ỹ)] ≡

≡ F (2)
m (t, ỹ, wm) + ψFm(t, ỹ), (32)

Zm(tk + 0, x) = Φ(k)
m (tk, ỹ)ψ(tk, y), (33)

Zm

∣∣∣
Γ(k)

= 0. (34)

Враховуючи теорему 5.3 iз [6, стор. 364],
для розв’язку задачi (32) – (34) i довiльних
точок (M1,M2) ⊂ V

(k)
1/2 виконується нерiв-

нiсть

d−α(M1,M2)|∂st ∂rxwm(M1)− ∂st ∂rxwm(M2)| ≤

≤ c
(
‖F (2)

m + ψFm‖Cα(V3/4)+

+‖ψΦ(k)
m ‖C2+α(V3/4∩(t=tk))

)
, (35)

2s + |r| = 2, d(M1,M2) – параболiчна вiд-
стань мiж точками M1 i M2.

Враховуючи властивостi функцiї ψ(t, y),
знаходимо

‖F (2)
m +ψFm‖Cα(V

(k)
3/4

)
≤ cd1(−(2+α)γ(1), t(1))×

×d2(−(2 + α)γ(2), x(1))× (‖wm;V
(k)

3/4‖0+

+‖wm; γ; 0; 0;V
(k)

3/4‖2 + ‖F (1)
m ; γ; 0; 2γ;V

(k)
3/4‖α+

+‖Fm; γ; 0; 2γ;V
(k)

3/4‖α), (36)

‖ψΦ(k)
m ‖C2+α(V3/4∩(t=tk)) ≤

≤ cd1(−(2 +α)γ(1), t(1))d2(−(2 +α)γ(2), x(1))×

×‖Φ(k)
m ; γ; 0;V

(k)
3/4‖2+α (37)

Iз визначення простору
H l(γ; β; q;Q) випливає виконання нерiвно-
стей

c1‖wm; γ; 0; 0;V
(k)

3/4‖l ≤ ‖vm; γ; β; 0; Π
(k)
3/4‖l ≤

≤ c2‖wm; γ; 0; 0;V
(k)

3/4‖l.

Пiдставляючи (36), (37) у (35) i повертаю-
чись до змiнних (t, x), одержимо нерiвнiсть

Eµ ≤ c1(‖F (1)
m ; γ; β; 2γ; Π

(k)
3/4‖α+

+‖Φ(k)
m ; γ; β; 0; Π

(k)
3/4 ∩ (t = tk)‖2+α+

+‖vm; Π
(k)
3/4‖0 + ‖vm; γ; β; 0; Π

(k)
3/4‖α+

+‖Fm; γ; β; 2γ; Π
(k)
3/4‖α). (38)

За допомогою iнтерполяцiйних нерiвно-
стей i оцiнок норми кожного з доданкiв ви-
разiв F (1)

m , Φ
(k)
m маємо

Eµ ≤ (εα(n+ 2) + ε1Cn
2)×

×‖vm; γ; β; 0; Π
(k)
3/4‖2+α + c2(‖vm; Π

(k)
3/4‖0+

+c3(‖Fm; γ; β; 2γ; Π
(k)
3/4‖α+

+‖Φ(k)
m γ; β; 0; Π

(k)
3/4 ∩ (t = tk)‖2+α) (39)

Використовуючи нерiвностi (25), (39) i
вибираючи ε1, ε досить малими, одержимо
оцiнку

‖vm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α ≤
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≤ c

(
‖Fm; γ; β; 2γ;Q(k)‖α+

+‖Φ(k)
m γ; β; 0;Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α

)
. (40)

Враховуючи значення виразу Fm(t, x) i
Φ

(k)
m (tk, x), при k = 1, 2, . . . , N маємо

‖Fm; γ; β; 2γ;Q(k)‖α ≤ c(‖fm; γ; β;µ0;Q(k)‖α+

+‖gm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α),

‖Φ(0)
m γ; β; 0;Q(k) ∩ (t = t0)‖2+α ≤

≤ ‖ϕ(0)
m ; γ; β; 0;D‖2+α + ‖gm; γ; β; 0;Q(0)‖2+α,

‖Φ(k)
m ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tk)‖2+α ≤
≤ c(1 + ‖bk;Q ∩ (t = tk)‖0×
×‖vm; γ; β; 0;Q(k−1)‖2+α+

+‖ϕ(k)
m ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tk)‖2+α+

+‖gm; γ; β; 0;Q(k)‖2+α. (41)

Оскiльки

‖fm; γ; β;µ0;Q(k)‖α ≤ c‖f ; γ; β;µ0;Q(k)‖α,

‖gm; γ; β; 0;Q(k)‖1+α ≤ c‖g; γ; β; 0;Q(k)‖1+α,

‖ϕ(k)
m ; γ; β; 0;Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α ≤

≤ c‖ϕk; γ; β; 0;Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α,

то, враховуючи замiну (19), оцiнку (10) i не-
рiвностi (40), (41) при k = 0, 1, . . . , N одер-
жимо оцiнку (18).

Доведення теореми 1. Права частина
нерiвностi (18) не залежить вiд m. Крiм
того, послiдовностi {u(0)

m } ≡ {um}, {u(1)
m } ≡

{d1(γ(1) − β
(1)
i , t)d2(γ(2) − β

(2)
i , x)∂xium},

{u(2)
m } ≡ {d1(2γ(1), t)d2(2γ(2), x)∂tum},

{u(3)
m } = {d1(γ(1) − β

(1)
i , t)d2(γ(2) −

β
(2)
i , x)d1(γ(1) − β(1)

j , t)d2(γ(2) − β(2)
j , x)

∂xi∂xjum} рiвномiрно обмеженi i рiвно-
степенно неперервнi в областях Q(k). За
теоремою Арчела iснують пiдпослiдовностi
{u(µ)

m(j)}, рiвномiрно збiжнi в Q(k) до {u(µ)
0 }

при
m(j) −→ ∞, µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Переходя-
чи до границi при m(j) −→ ∞ в задачi
(6) – (9), одержимо, що u(t, x) = u

(0)
0

– єдиний розв’язок задачi (1) – (4),
u ∈ H2+α(γ; β; 0;Q).
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