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IСНУВАННЯ ТА ЄДИНIСТЬ В ЗАДАЧАХ ДИНАМIКИ ВIКОВОЇ
СТРУКТУРИ БIОЛОГIЧНИХ ПОПУЛЯЦIЙ З ВНУТРIШНЬОВИДОВОЮ

КОНКУРЕНЦIЄЮ

Розглядається неперервна модель динамiки вiкової структури популяцiї з внутрiшньови-
довою конкуренцiєю. Математичною моделлю є некласична крайова задача для рiвняння з
частинними похiдними першого порядку. Доводиться теорема про iснування та єдинiсть не-
вiд’ємного розв’язку. Вивчається питання iснування стацiонарного розподiлу вiкового складу.

We consider continuous models of the age structure dynamics for populations with an interior
genus competition. As a mathematical model we take a nonclassical boundary value problem for a
first order partial differential equation. We prove a theorem on the existence and uniqueness of a
nonnegative solution. We also study the existence of a stationary distribution for the age structure.

1. Вступ
Моделювання популяцiйної динамiки з

урахуванням змiни вiкової структури є однi-
єю з важливих задач математичної екологiї.
Аналiтичне дослiдження математичних мо-
делей вiкової структури бiологiчних угрупо-
вань сприяє бiльш глибокому розумiнню за-
кономiрностей розвитку бiологiчних систем.

Класична модель динамiки вiкового
складу (модель фон Фоерстера) має вигляд
[1]

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −d(τ)x, t, τ > 0, (11)

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (12)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0, (13)

де x(τ, t) – вiкова густина особин популя-
цiї вiку τ в момент часу t. Рiвняння (11)
описує процес виживання популяцiї, крайо-
ва умова (12) – процес народжування. Фун-
кцiї d(τ), b(τ) характеризують процеси ви-
живання та народжування, а функцiя ϕ(τ)
в (13) задає початковий розподiл вiкового
складу при t = 0.

Такi лiнiйнi моделi довгий час були об’-
єктом дослiдження i використовувалися на
практицi [2].

В останнiй час придiляється увага мо-
делям динамiки вiкової структури, що вра-

ховують вплив конкуренцiї мiж особинами,
яка виникає при умовах нестачi ресурсiв для
процесiв народжуваностi та виживання. В
цьому випадку функцiї народжування та ви-
живання залежать не тiльки вiд параметра
τ , але й вiд фазової змiнної x. Це приводить
до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних [3–5]. Модель, що вра-
ховує мiжвiкову конкуренцiю, вивчалася в
роботi [3].

Метою даної роботи є дослiдження моде-
лi динамiки вiкової структури бiологiчних
популяцiй, що враховує внутрiшньовидову
конкуренцiю.

2. Постановка задачi. Модель, що вра-
ховує наявнiсть внутрiшньовидової конку-
ренцiї, має вигляд

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) +

∞∫

0

a(τ, s, t)x(s, t)ds
]
x,

τ, t > 0, (21)

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (22)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0. (23)

В цiй моделi основною характеристикою
вiкової структури є густина чисельностi по-
пуляцiї x(τ, t) (або густина бiомаси) так,
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що
∞∫

0

x(τ, t)dτ = N(t) визначає загальну

кiлькiсть особин популяцiї в момент часу t.
Параметри d(τ, t), b(τ, t) – це функцiї, що
визначають природну смертнiсть та наро-
джуванiсть особин вiку τ в момент часу t,
функцiя a(τ, s, t) описує ефект конкуренцiї
мiж особинами вiкiв τ та s в момент ча-

су t так, що вираз
∞∫

0

a(τ, s, t)x(s, t)ds задає

швидкiсть зменшення чисельностi особин вi-
ку τ внаслiдок конкуренцiї з усiма особина-
ми бiологiчного угруповання.

Задачу (21) – (23) надалi називатимемо
популяцiйною задачею.

Зробимо такi припущеннi вiдносно пара-
метрiв моделi (2):

а) d(τ, t), b(τ, t) ∈ C(R+,R+), ϕ(τ) ∈
C1(R+) ∩ L1(R+), R+ = [0,∞);

б) d(τ, t), b(τ, t), ϕ(τ) ≥ 0 для всiх τ, t ≥ 0;
в) a(τ, s, t) – неперервна, невiд’ємна й

обмежена в областi τ , s, t ≥ 0;
г) b(τ, t) має компактний носiй при ко-

жному t ≥ 0 (графiк функцiї b(τ, t) при фi-
ксованому t ≥ 0 наведений на рис. 1);

д) ϕ(0) =

∞∫

0

b(τ, 0)ϕ(τ)dτ .

Рис. 1
Будемо розглядати ще лiмiтованi попу-

ляцiї, тобто популяцiї, для яких при будь-
якому t > 0 iснує τ0 ∈ (τ1(t), τ2(t)) таке, що
a(τ0, s, t) > 0 при s ∈ (τ1(t), τ2(t)).

3. Iснування та єдинiсть розв’язку
популяцiйної задачi

Для дослiдження системи (2) застосуємо
метод iнтегрування вздовж характеристик.

При t > τ виконаємо замiну t = τ + q, q > 0,
тодi x(τ, t) = x(τ, τ + q) = x̂(τ). При цьому
рiвняння (21) набуде вигляду

dx̂

dτ
= −(d(τ, τ + q) + S(τ, τ + q))x̂(τ),

де

S(τ, t) =

∞∫

0

a(τ, s, t)x(s, t)ds,

або
dx̂

dτ
= −(d̂(τ) + Ŝ(τ))x̂(τ), (3)

де

d̂(τ) = d(τ, τ + q), Ŝ(τ) = S(τ, τ + q).

Iнтегруючи (3), знаходимо

x̂(τ) = x̂(0)e
−

τ∫
0

(ŝ(ξ)+Ŝ(ξ))dξ
,

або в змiнних τ , t отримуємо

x(τ, t) = Ω(t−τ)e
−
(

τ∫
0

d(ξ,ξ+t−τ)dξ+
τ∫
0

S(ξ,ξ+t−τ)dξ

)
,

(4)
де Ω(t) = x(0, t) – густина новонароджених
особин.

Аналогiчно, при t ≤ τ за допомогою за-
мiни τ = t + q, q > 0 знаходимо

x(τ, t) = ϕ(τ − t)e
−
(

t∫
0

d(ξ+τ−t,ξ)+
t∫
0

S(ξ+τ−t,ξ)dξ

)
.

(5)
У спiввiдношеннях (4), (5) невiдомими є
Ω(t), S(τ, t).

Одержимо iнтегральнi рiвняння для цих
невiдомих.

Для компактностi їх запису введемо по-
значення:

B(τ, t) =





e
−

t∫
0

d(ξ+τ−t,ξ)dξ
, t ≤ τ,

e
−

τ∫
0

d(ξ,ξ+t−τ)dξ
, t > τ,

(6)

K(τ, t) = b(τ, t)B(τ, t), (7)

P(τ, t) =





t∫

0

S(ξ + τ − t, ξ)dξ, t ≤ τ,

τ∫

0

S(ξ, ξ + t− τ)dξ, t > τ.

(8)
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Спiввiдношення (4), (5) у нових позначен-
нях перепишемо у виглядi

x(τ, t) =

{
ϕ(τ − t)B(τ, t)e−P(τ,t), t ≤ τ,
Ω(t− τ)B(τ, t)e−P(τ,t), t > τ.

(9)
Пiдставляючи (9) в (22), одержимо

Ω(t) =

t∫

0

K(τ, t)Ω(t− τ)e−P(τ,t)dτ+

+

∞∫

t

K(τ, t)ϕ(τ − t)e−P(τ,t)dτ,

або

Ω(t) =

t∫

0

K(τ, t)Ω(t− τ)e−P(τ,t)dτ + G(t),

(10)
де

G(t) =

∞∫

0

K(t + τ, t)ϕ(τ)e−P(t+τ,t)dτ.

Аналогiчно виписуємо рiвняння для S(τ, t)
у виглядi

S(τ, t) =

t∫

0

a(τ, s, t)B(s, t)e
−

s∫
0

S(ξ,ξ+t−s)dξ×

×Ω(t− s)ds +

∞∫

0

a(τ, t + s, t)B(s + t, t)

×e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
ϕ(s)ds.

Позначимо в першому iнтегралi t− s = s′

i збережемо для s′ позначення s. Отримаємо

S(τ, t) =

t∫

0

A(τ, t− s, t)e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+

+

∞∫

0

Φ(τ, t + s, t)e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
ds, (11)

де
A(τ, s, t) = a(τ, s, t)B(s, t),

Φ(τ, s, t) = A(τ, s, t)ϕ(s− t).

Доведемо таке твердження.
Теорема. Якщо виконуються умови а)

– д), то популяцiйна задача має єдиний
невiд’ємний розв’язок x(τ, t) ∈ C([0,∞) ×
[0, T ]), диференцiйовний вздовж характери-
стик t = τ .

Доведення. Нехай C1
+[0, T ] = {f ∈

C1[0, T ], f ≥ 0, T > 0}. Враховуючи фор-
мули (4), (5) для доведення теореми доста-
тньо довести, що iнтегральнi рiвняння (10),
(11) мають єдиний розв’язок в класi дода-
тних диференцiйовних функцiй.

Розглянемо спочатку рiвняння (10), яке
при фiксованому S(τ, t) є лiнiйним iнте-
гральним рiвнянням Вольтерри вiдносно
Ω(t), а значить за умов а) – г) має єдиний
невiд’ємний розв’зок Ω(t) ∈ C1

+[0, T ]. Позна-
чимо цей розв’язок через Ω(S)(t). Тодi рiв-
няння (11) можна переписати у виглядi

S = Ψ(S), (12)

де

Ψ(S) =

t∫

0

A(τ, t− s, t)e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+

+

∞∫

0

Φ(τ, t + s, t)e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
ds. (13)

Доведемо, що оператор Ψ, визначений
формулою (13), має єдину нерухому точку
в просторi

H = {S, S ∈ C+[0,∞)× [0, T ],

‖S − Φ‖ ≤ r, r > 0},
де

Φ =

∞∫

0

a(τ, t + s, t)ϕ(s)ds,

‖S‖ = max
t∈[0,T ]

sup
τ∈[0,∞)

|S(τ, t)|.

Покажемо, що Ψ вiдображає простiр H в
себе i є стискаючим. Для всiх S ∈ H з (10)
одержуємо оцiнку

Ω(S)(t) ≤ β0

t∫

0

Ω(S)(τ)dτ + β0Φ, (14)
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де

β0 = ‖b(τ, t)‖, Φ =

∞∫

0

ϕ(τ)dτ.

Згiдно з лемою Гронуола-Беллмана з (14)
випливає, що

Ω(S)(t) ≤ β0Φeβ0t. (15)

Використовуючи (11), (15) знаходимо

|S(τ, t)− Φ(τ, t)| ≤
t∫

0

A(τ, t− s, t)×

×e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+

+

∞∫

0

a(τ, t + s, t)ϕ(s)|B(t + s, t)− 1|ds ≤

≤ aΦ‖B(t + s, t)− 1‖+ aΦ(eβ0T − 1),

де
a = max

t∈[0,T ]
sup

τ,s∈[0,∞)

|a(τ, s, t)|.

Враховуючи нерiвнiсть

|ez − 1| ≤ |z|e|z|

i позначення (6), одержуємо

‖B(t + s, t)− 1‖ ≤ ‖d(τ, t)‖Te‖d(τ,t)‖T .

Тепер за рахунок вибору достатньо ма-
лого T > 0 можна забезпечити виконання
нерiвностi ‖S − Φ‖ < r.

Доведемо, що вiдображення S = Ψ(S) є
стискаючим для достатньо малих T > 0.
Для цього виберемо S1, S2 ∈ H i оцiнимо
‖Ψ(S1)−Ψ(S2)‖.

Для цього покладемо

Ψ(S1)−Ψ(S2) = Q1 + Q2 + Q3,

де

Q1 =

t∫

0

A(τ, t− s, t)Ω(S1)(s)
(
e
−

s∫
0

S1(ξ,ξ+s)dξ−

−e
−

s∫
0

S2(ξ,ξ+s)dξ)
ds,

Q2 =

t∫

0

A(τ, t− s, t)e
−

s∫
0

S2(ξ,ξ+s)dξ×

×(Ω(S1)(s)− Ω(S1)(s))ds,

Q3 =

∞∫

0

Φ(τ, t + s, t)
(
e
−

t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ−

−e
−

t∫
0

S2(ξ+s,ξ)dξ)
ds.

Оцiнимо

∣∣∣e
−

t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ − e
−

t∫
0

S2(ξ+s,ξ)dξ∣∣∣ =

= e
−

t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ∣∣∣1− e

t∫
0

(S1(ξ+s,ξ)−S2(ξ+s,ξ))dξ∣∣∣ ≤

≤ e

∣∣∣ t∫
0

(S1(ξ+s,ξ)−S2(ξ+s,ξ))dξ

∣∣∣×

×
∣∣∣

t∫

0

(S1(ξ + s, ξ)− S2(ξ + s, ξ))dξ
∣∣∣ ≤

≤ CT‖S1 − S2‖,
де C – деяка стала.

Тим самим для Q1, Q3 одержимо оцiнку

‖Q1‖+ ‖Q3‖ ≤ K1T‖S1 − S2‖,
де K1 – деяка стала.

Подiбним чином оцiнимо ‖Q2‖. Тодi
‖Q2‖ ≤ K2T‖S1 − S2‖, де K2 – деяка стала.
Звiдси

‖Ψ(S1)−Ψ(S2)‖ ≤ (K1 + K2)T‖S1 − S2‖.
Значення T можна вибрати так, щоб

(K1 + K2)T < 1.
Таким чином, вiдображення S = Ψ(S) є

стискаючим. Звiдси випливає, що рiвняння
(12) має один й тiльки один розв’язок, який
можна продовжити до будь-якого T > 0.

Зауваження. Для неперервностi ча-

стинних похiдних
∂x

∂τ
,

∂x

∂t
в областi t ≥ 0,

τ ≥ 0, t 6= τ потрiбно вимагати iснування
неперервних похiдних d′t, d′τ , a′t, a′τ , b′τ , b′t, ϕ′τ .
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4. Iснування та єдинiсть стацiонар-
них розв’язкiв популяцiйної задачi

При моделюваннi динамiки поведiнки
бiологiчних угруповань особливу роль вiдi-
грають стацiонарнi режими, оскiльки саме
цi режими найчастiше реалiзуються в при-
родi. Тому їх дослiдження має конкретне
практичне значення як iстотний крок на
шляху розумiння природних процесiв.

Стацiонарнi розв’язки x(τ) рiвнянь (21),
(22) визначаються з системи

∂x

∂τ
= −

[
d(τ) +

∞∫

0

a(τ, s)x(s)ds
]
x, (161)

x(0) =

∞∫

0

b(τ)x(τ)dτ. (162)

Для спрощення викладок припустимо,
що a(τ, s) = γ(τ)p(s), тодi (161) набуде ви-
гляду

dx

dτ
= −[d(τ) + γ(τ)S]x, (17)

де

S =

∞∫

0

p(s)x(s)ds. (18)

Розв’язком рiвняння (17) є функцiя

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
. (19)

Пiдставляючи (19) в (162), одержимо, що
крiм нульового розв’язку, iснує ще нетри-
вiальний стацiонарний розв’язок. Для його
знаходження маємо рiвняння

1 = Φ(S), (20)

де

Φ(S) =

∞∫

0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ.

Оскiльки Φ′(S) < 0 при S ≥ 0 i Φ(0) =
∞∫

0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ , то рiвняння (20) має єди-

ний корiнь S > 0 при умовi, що Φ(0) > 1
(рис. 2).

Рис. 2
Використовуючи позначення (18), для

значення x(0), що фiгурує в розв’язку (19),
маємо

x(0) =
S

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

,

тобто ненульовий стацiонарний розв’язок
задачi (17), (162) набуває вигляду

x(τ) = S
e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

.

Вiн iснує при умовi, що бiологiчний по-
тенцiал

P =

∞∫

0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ > 1.

5. Приклад. Розглянемо систему вигля-
ду

∂x

∂τ
+

dx

dt
= −

[(
α− 1

α

)
+

∞∫

0

x(s, t)ds
]
x(τ, t),

x(0, t) =

∞∫

0

αx(τ, t)dτ,

де α – деяка константа, що задовольняє умо-
ву α > 1.

Безпосередньою перевiркою переконує-
мося, що це рiвняння має стацiонарний
розв’язок x(τ) = e−ατ .

Бiологiчний потенцiал при цьому P =
α2

α2 − 1
> 1.
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