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ЛОКАЛIЗАЦIЯ РЕГУЛЯРНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ПАРАБОЛIЧНИХ ТИПУ
ШИЛОВА РIВНЯНЬ IЗ НЕВIД’ЄМНИМ РОДОМ

Для регулярних розв’язкiв параболiчних типу Шилова рiвнянь iз змiнними коефiцiєнта-
ми обмеженої гладкостi та невiд’ємним родом, якi на початковiй гiперплощинi t = 0 мають
узагальненi граничнi значення типу розподiлiв Гельфанда I.М. i Шилова Г.Є., дослiджується
питання про можливiсть посилення збiжностi цього розв’язку при t → +0 у випадку, ко-
ли початковий розподiл f має локальнi додатньо хорошi властивостi. За умов, що порядок
гладкостi коефiцiєнтiв не нижчий за порядок рiвняння, доведено покомпактну рiвномiрну
стосовно просторової змiнної збiжнiсть до нуля розв’язку рiвняння разом iз його можливи-
ми похiдними при наближеннi до початкової гiперплощини на тiй частинi, де f = 0. Для
окремого класу рiвнянь, який охоплює випадок параболiчностi за Петровським, такий ефект
посилення збiжностi розв’язку з’ясовано у випадку, коли початковий розподiл f на деякiй
частинi гiперплощини є неперервною або неперервно диференцiйовною до певного порядку
функцiєю.

Ключовi слова: параболiчнi рiвняння типу Шилова, задача Кошi, регулярний розв’язок,
принцип локалiзацiї.

The question about the possibility of increasing the convergence of this solution for t → +0
in the case when the initial distribution f has local positive good properties is investigated.This
question is concidered for regular solutions of the Shilov-type parabolic equations with variable
coefficients of limited smoothness and non-negative genius, which in the initial hyperplane t = 0
have generalized boundary date of distributions by the Gelfand-Shilov type. The solution of the
question has the compact uniform convergence to zero. This convergence is proven by conditions
that the order of smoothness of the coefficients is not lower than the order of the equation.This
effect of increasing the convergence of the solution is reseached for equations with parabolicity
of Petrovs’kyy in the case when the initial distribution f on a certain part of the hyperplane is
continuous or continuously differentiable to a certain order by a function.

Keywords: Shilov-type parabolic systems, Caushy problem, regular solution, principle of locali-
zation.

Вступ. Характерною рисою параболi-
чних рiвнянь i систем рiвнянь iз частин-
ними похiдними є експоненцiальне спадан-
ня в околi нескiнченно вiддалених просто-
рових точок їх фундаментального розв’язку
задачi Кошi. Цей факт дозволяє здiйснюва-
ти постановку задачi Кошi для таких рiв-
нянь з початковими даними з досить ши-
роких класiв, серед елементiв яких є уза-
гальненi функцiї i, встановлювати коректну
розв’язнiсть цiєї задачi в класичному розу-
мiннi [1-4]. Проте таке розширення класу
початкових даних неминуче призводить до
послаблення границi при формулюваннi по-
чаткової умови. У зв’язку з цим, природньо
постає питання про можливiсть локального
посилення збiжностi в початковiй умовi за-

дачi Кошi у випадку, коли початковий роз-
подiл локально володiє "хорошими" власти-
востями, тобто постає задача про "принцип
локалiзацiї" розв’язку.

Зазначимо, що вперше подiбна задача бу-
ла розглянута в теорiї тригонометричних
рядiв [5]. Дослiдження, пов’язанi з встанов-
ленням принципу локалiзацiї для розв’язкiв
параболiчних за Петровським i за Шиловим
систем проводилися в працях [4,6,7], а для
параболiчних типу Шилова систем iз змiн-
ними коефiцiєнтами необмеженої гладкостi,
в працi [8].

У данiй роботi це питання дослiджує-
ться для регулярних розв’язкiв одного кла-
су параболiчних типу Шилова рiвнянь iз
невiд’ємним родом, розглянутих в [9,10,14].
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Тут одержанi в [8] результати про локалiза-
цiю розв’язку, поширюються вже на випа-
док коефiцiєнтiв обмеженої гладкостi.

1. Попереднi вiдомостi. Нехай T > 0,
Rn – дiйсний n-вимiрний простiр з нормою
‖ · ‖, Zn+ – множина всiх n-вимiрних муль-
тиiндексiв, ΠM := {(t;x)|t ∈ M,x ∈ Rn};
| z |+:=| z1 | +...+ | zn |, zl := zl11 ...z

ln
n , якщо

z ∈ Rn i l ∈ Zn+; i – уявна одиниця. Че-
рез S позначимо простiр Л. Шварца, а че-
рез Sβ,β>0, – простiр типу S Гельфанда I.М.
i Шилова Г.Є. [11]; S ′ i S ′β – вiдповiднi топо-
логiчно спряженi простори.

Розглянемо диференцiальне рiвняння по-
рядку p для (t;x) ∈ Π(0;T ] вигляду

∂tu(t;x) := {P0(t; i∂x) + P1(t, x; i∂x)}u(t;x).
(1)

iз диференцiальними виразами

P0(t; i∂x) =
∑
|q|≤p

aq(t)i
|q|∂qx,

P1(t, x; i∂x) =
∑
|k|≤p1

ak(t;x)i|k|∂kx ,

при цьому рiвняння

∂tu(t;x) = P0(t; i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ],
(2)

– параболiчне за Г.Є. Шиловим у смузi Π[0;T ]

iз показником параболiчностi h, 0 < h ≤ p,
зведеним порядком p0 та невiд’ємним родом
µ [1], а порядок p1 групи молодших членiв
пiдпорядкований наступнiй умовi:

0 ≤ p1 < h− n(1− hµ/p0).

Такi рiвняння в [12] запропоновано називати
параболiчними типу Шилова рiвняннями iз
змiнними коефiцiєнтами.

Для (1) задамо початкову умову

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ S ′1−α, α := µ/p0, (3)

яку розумiтимемо як слабку збiжнiсть у
просторi S ′1−α, тобто

〈u(t; ·), ϕ〉−→
t→0+
〈f, ϕ〉 (∀ϕ ∈ S1−α).

Позначимо через Ŝ ′β сукупнiсть усiх регу-
лярних узагальнених функцiй iз Ŝ ′β. Зазна-
чимо, що f iз S ′β належить до Ŝ ′β, якщо його

дiя визначається рiвнiстю

〈f, ϕ〉 =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx (∀ϕ ∈ Sβ)

за допомогою деякої вимiрної за Лебегом
функцiї f(·), для якої майже скрiзь на Rn

виконується оцiнка

| f(x) |≤ cδe
δ‖x‖1/β

при кожному δ > 0 iз додатною величиною,
залежною лише вiд δ.

Вважатимемо тут, що коефiцiєнти aq(t) i
ak(t;x) системи (1) на множинi Π[0;T ] є непе-
рервними за змiнною t рiвномiрно стосовно
x, неперервно диференцiйовними за змiнною
x до порядку α∗ ≥ p включно i обмеженими
разом iз своїми похiдними комплекснозна-
чними функцiями.

За таких умов у [9,13] побудовано фунда-
ментальний розв’язок Z(t, x; τ, ξ) задачi Ко-
шi для рiвняння (1) у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = G(t, τ ;x− ξ) +W (t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

де G(t, τ ; ·)– фундаментальний розв’язок за-
дачi Кошi для рiвняння (2), а

W (t, x; τ, ξ) =

∫ t

τ

dβ

∫
Rn
G(t, β;x− y)×

×Φ(β, y; τ, ξ)dy.

тут Φ(t, x; τ, ξ) :=
∑∞

l=1Kl(t, x; τ, ξ) – фун-
кцiональний ряд, в якому

K1(t, x; τ, ξ) := P1(t, x; i∂x)G(t, τ ;x− ξ),

Kl(t, x; τ, ξ) :=

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K1(t, x; β, y)×

×Kl−1(β, y; τ, ξ), l > 1.

Накладенi тут умови на коефiцiєнти систе-
ми (1) та на порядок p1 групи молодших чле-
нiв, для функцiї Z(t, x; τ, ξ) при {x, ξ} ⊂ Rn

i 0 ≤ τ < t ≤ T забезпечуть її диференцiйов-
нiсть за змiнною t один раз, а за просторо-
вими змiнними x i ξ вiдповiдно до порядкiв
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α∗ + p1 i α∗ включно, а також, виконання
таких оцiнок [13]:

| ∂rξ∂qxZ(t, x; τ, ξ) |≤ c(t− τ)−
n+|r+q|+

h ×

×e−δ
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

; (4)

| ∂rξΦ(t, x+ ξ; τ, ξ) |≤ c(t− τ)−
n+p1
h ×

×e−δ
(
‖x‖

(t−τ)α

) 1
1−α

. (5)

( тут | r |+≤ α∗, | q |+≤ α∗+ p1 i α0 := αn+
+ 1− n+p1

h
> 0 ).

Цi результати, у свою чергу, дозволили
встановити розв’язнiсть задачi Кошi (1),(3)
у такому виглядi [10]: нехай початковий роз-
подiл f iз S ′1−α є елементом класу Ŝ ′1−α, тодi
регулярним розв’язком задачi Кошi (1),(3) є
функцiя

u(t;x) = 〈f, Z(t, x; 0, ·)〉, (t;x) ∈ Π(0;T ],
(6)

яка на множинi Π(0;T ] диференцiйовна за
змiнною t один раз, а за x – аж до порядку
α∗ + p1 включно, причому справджуються
формули

∂tu(t;x) = 〈f, ∂tZ(t, x; 0, ·)〉,

∂qxu(t;x) = 〈f, ∂qxZ(t, x; 0, ·)〉.

2. Властивiсть локалiзацiї розв’язку.
Розв’язок задачi Кошi (1), (3) при t → +0
прямує до узагальненої початкової функцiї
f у слабкому сенсi збiжностi. Однак, може
трапитися, що f збiгається iз гладкою фун-
кцiєю на деякiй частинi Rn, тому виникає за-
питання чи буде в цьому випадку вiдбувати-
ся локальне посилення збiжностi розв’язку
до свого граничного значення. Вiдповiдь на
це запитання з’ясовується у цьому пунктi.

Теорема 1. Нехай функцiя u(t;x)–
розв’язок задачi Кошi (1),(3), побудований
за початковою функцiєю f iз Ŝ ′1−α, яка на
множинi Q ⊂ Rn дорiвнює нулю, причому
u(t;x) = 〈f, Z(t, x; 0, ·)〉 . Тодi на кожному
компактi K ⊂ Q похiднi ∂qxu(t;x), | q |+≤
α∗ + p1, при t→ +0 збiгаються до нуля рiв-
номiрно стосовно змiнної x.

Доведення. Як вiдомо (див. [11]), серед
елементiв простору Sβ є фiнiтнi функцiї, то-
му розглянемо фiнiтну функцiю η(·) ∈ S1−α
таку, що supp η ⊂ Q i η(x) = 1, x ∈ K1. Тут
K1– деяка компактна множина iз Q, яка охо-
плює K без точок дотику, тобто K ⊂ K1 ⊂ Q
i

‖ ξ − x ‖≥ a > 0, x ∈ K, ξ ∈ Rn/K1.

Покладемо за означенням γ(·) := 1− η(·)
i, скориставшись лiнiйнiстю функцiонала f ,
подамо похiдну ∂qxu(t;x) при (t;x) ∈ Π(0;T ] у
виглядi

∂qxu(t;x) = 〈f, η(·)∂qxZ(t, x; 0, ·)〉+

+〈f, γ(·)∂qxZ(t, x; 0, ·)〉, | q |+≤ α∗ + p1,

Звiдси, урахувавши рiвнiсть f = 0 на Q,
знаходимо

∂qxu(t;x) = tβ/h
∫

Rn/K1

f(ξ)ωβ,qt (x; ξ)dξ,

β > 0 | q |+≤ α∗ + p1, (t;x) ∈ Π(0;T ],

де

ωβ,qt (x, ·) := t−β/hγ(·)∂qxZ(t, x; 0, ·).

Отже, для доведення теореми, необхiдно
при деякому β > 0 встановити оцiнку

| ωβ,qt (x; ξ) |≤ cqe
−δ‖ξ‖

1
1−α

, 0 < t� 1,

ξ ∈ Rn/K1, x ∈ K,
iз оцiночними величинами cq i δ не залежни-
ми вiд t, x i ξ.

Урахувавши належнiсть η(·) ∈ S1−α,
оцiнки (4),(7) та iснування додатних сталих
δ0 i δ1 таких, що

δ0‖ξ‖
1

1−α−δ1‖x‖
1

1−α ≤ δ

2
‖x+ξ‖

1
1−α , {x, ξ} ⊂ Rn,

знаходимо

| ωβ,qt (x, ξ) |≤ t−
β
h

(
| ∂qxZ(t, x; 0, ξ) | +

+ | η(ξ) || ∂qxZ(t, x; 0, ξ) |
)
≤ ct−

n+β+|q|+
h ×

×e−δ
(
‖x−ξ‖
tα

) 1
1−α

≤ ce−
δ
2
‖x−ξ‖

1
1−α×
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× sup
ε∈[0;1]

{t−
n+β+|q|+

h e−
δ
2

( a
εα

)
1

1−α } ≤ cqe
−δ‖ξ‖

1
1−α×

× sup
x∈K1

{eδ1‖x‖
1

1−α }, 0 < t� 1, ξ ∈ Rn/K1,

x ∈ K, β > 0.

Теорему доведено.
Теорема 2. Нехай для системи (1) ви-

конується умова 2α0 + p1/h > 1, тодi якщо
початковий розподiл f iз класу Ŝ1−α збiгає-
ться на множинi Q ⊂ Rn iз неперервно ди-
ференцiйовного до порядку q0 ∈ Zn+ фун-
кцiєю g(·), то для всiх k ∈ Zn+ таких, що
| k |+≤ min{α∗; | q0 |+}, похiдна ∂kxu(t;x) вiд-
повiдного розв’язку задачi Кошi (1),(3), то
зображається формулою (6), при t → +∞
рiвномiрно прямує до ∂kg(x) стосовно x на
кожному компактi K ⊂ Q.

Доведення. Нехай K, K1, η(·) i γ(·)
величини iз доведення теореми 1. Ураху-
вавши рiвностi f − g = 0 на Q та γf = 0 на
K1, безпосередньо з твердження теореми 1 i
зображення

∂kxu(t;x) = 〈η(f − g), ∂kxZ(t, x; 0, ·)〉+

+〈ηg, ∂kxZ(t, x; 0, ·)〉+ 〈γf, ∂kxZ(t, x; 0, ·)〉,
| k |+≤ α∗,

випливає, що доведення вихiдної теоре-
ми потребує лише встановлення граничного
спiввiдношення

〈ηg, ∂kxZ(t, x; 0, ·)〉
x∈K

−−−−−−→
−−−−−−→
t→+0

∂kx(ηg(x))

| k |+≤ min{α∗, | q0 |+}, (8)

яке, з огляду на структуру Z рiвносильне

〈ηg, ∂kxG(t, 0;x− ·)〉+

+〈ηg, ∂kxW (t, x; 0, ·)〉
x∈K

−−−−−−→
−−−−−−→
t→+0

∂kx(ηg),

тут

ηg(ξ) :=

{
η(ξ)g(ξ), ξ ∈ Q,
0, ξ ∈ Rn/Q.

Звiдси, зваживши на спiввiдношення [8]

〈ηg, ∂kxG(t, 0;x− ·)〉
x∈K

−−−−−−→
−−−−−−→
t→+0

∂kx(ηg(x)),

| k |+≤| q0 |+,
приходимо до висновку, що для доведення
(8), достатньо встановити граничне спiввiд-
ношення

Rk(t;x) :=

∫
Rn

∂kxW (t, x; 0, ξ)ηg(ξ)dξ
x∈K

−−−−−−→
−−−−−−→
t→+0

0,

| k |+≤ min{α∗, | q0 |+}.
Скориставшись теоремою Фубiнi та здiй-
снивши вiдповiдну замiну змiнних iнтегру-
вання, одержимо

Rk(t;x) :=

t∫
0

dβ

∫
Rn

(
G(t, β; y)×

×
∫
Rn
∂kx
(
Φ(β, x− y; 0, x+ ζ)ηg(x+ ζ)

)
dζ
)
dy.

Урахувавши тепер фiнiтнiсть похiдних
∂lx(ηg)(x), оцiнку (5) i твердження [12]
∃δ > 0 ∀k ∈ Zn+ ∃ck > 0 ∀τ ∈ [0;T )
∀t ∈ (τ ;T ] ∀x ∈ Rn :

| ∂kxG(t, τ ;x) |≤ ck(t − τ)−
n+|k|+

h e−δ(
‖x‖

(t−τ)α )
1

1−α
,

для x ∈ Q, k ∈ Zn+, | k |+≤ min{α∗, | q0 |+} i
0 ≤ τ < t ≤ T знаходимо:

| Rk(t;x) |≤
k∑
l=0

C l
k

t∫
0

dβ

∫
Rn

(
| G(t, β; y)×

× |
∫
Rn

| ∂k−lx Φ(β, x− y; 0, x+ ζ) |

× | ∂lx+ζηg(x+ ζ) | dζ
)
dy ≤

≤ C0
k

t∫
0

(
(t− β)−

n
hβ−

n+p1
h ×

×
∫
Rn

(
e−δ
(
‖y‖

(t−β)α

)) 1
1−α×

×
∫
Rn

(
e−δ
(
‖ζ−y‖
βα

)) 1
1−α

dζ
)
dy
)
dβ =

= C0
k

t∫
0

(t− β)α0+
p1
h
−1βα0−1dβ×
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×
(∫
Rn

e−δ‖z‖
1

1−α
dz
)2

≡ ĉ0
k(t− τ)2α0+

p1
h
−1×

×B(α0 + p1/h;α0)

(тут B(·, ·)– бета-функцiя Ейлера).
Одержана оцiнка забезпечує виконання

(8) при α0 + p1/h > 1.
Теорема доведена.
Зауваження. Умова 2α0 + p1/h > 1 ви-

конується, зокрема, коли p = h. Оскiльки в
цьому випадку p0 = h, µ = 1, тому

α0 +
p1

h
− 1 = 2(1 +

n

h
− n+ p1

h
) +

p1

h
− 1 =

= 2(1− p1

h
)− (1− p1

h
) = 1− p1

h
> 0.
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