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РIВНIСТЬ КАРЛЕМАНА ДЛЯ МУЛЬТИПЛIКАТИВНО ПЕРIОДИЧНОЇ
МЕРОМОРФНОЇ ФУНКЦIЇ В ПРОКОЛЕНОМУ ЗАМИКАННI ВЕРХНЬОЇ

ПIВПЛОЩИНИ

Доведено рiвнiсть Карлемана для мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй
в проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.
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Carleman formula for multiplicatively periodic meromorphic functions in the punctured closure
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Рiвнiсть Карлемана [1] для мероморфних
функцiй є достатньо вiдомою в теорiї розпо-
дiлу значень мероморфних функцiй i має на-
стiльки багато застосувань, що їй присвяче-
нi цiлi монографiї [2]. Рiзновиди формул та-
кого типу для рiзноманiтних областей отри-
мувалися в рiзний час рiзними авторами.

Теорiя мультиплiкативно перiодичних
мероморфних функцiй у C∗ = C\{0} бу-
ла розроблена О. Раузенбергером [3]. Ж.
Валiрон назвав такi функцiї локсодромни-
ми, адже у випадку недiйсного q точки, у
яких така функцiя приймає одне i те ж зна-
чення, лежать на логарифмiчних спiралях.
Образи цих спiралей на сферi Рiмана пере-
тинають кожен меридiан пiд одним i тим же
кутом i називаються локсодромними криви-
ми (λoξoζ - кривий, δρoµoζ - шлях). В log-
полярних координатах це прямi лiнiї. Теорiя
таких функцiй тiсно пов’язана з теорiєю елi-
птичних функцiй: за допомогою локсодром-
них функцiй спрощується побудова елiпти-
чних. Зважаючи на можливiсть рiзноманi-
тного застосування таких об’єктiв, постало
питання вивчення рiзних класiв мультиплi-
кативно перiодичних вiдображень довiльних
однорiдних просторiв.

Зокрема, одна з останнiх робiт в цьо-
му напрямку присвячена вивченню власти-
востей мультиплiкативно перiодичних меро-

морфних функцiй в проколеному замиканнi
верхньої пiвплощини [4].

В нашiй роботi ми доводимо рiвнiсть типу
Карлемана (формулу Карлемана) для таких
функцiй.

Нехай H = {z : Im z > 0} i H∗ = H\{0}.
Зафiксуємо q: 0 < q < 1. Позначимо At =
{z ∈ H : qt < |z| ≤ t}, t > 0. Зауважимо, що⋃
t>0

At = H∗.

Мал. 1 Пiвкiльце At

Означення 1. Функцiя f називається
мероморфною в H∗, якщо вона мероморфна
в замиканнi кожного пiвкiльця At, t > 0.

Означення 2. Мероморфна в H∗ фун-
кцiя f називається мультиплiкативно пе-
рiодичною з мультиплiкатором q, 0 < q <
1, якщо для всiх z ∈ H∗ виконується рiв-
нiсть

f(qz) = f(z). (1)

Клас таких функцiй позначимо черезMq.
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Нехай f – мультиплiкативно перiодична
мероморфна функцiя вH∗. Припустимо, що
f не має анi нулiв, анi полюсiв на R \ {0}.
Нехай z0 ∈ H∗, f(z0) 6= 0,∞, i log f(z) визна-
чений спiввiдношенням

log f(z) = log f(z0) +

z∫
z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ,

Наступна теорема є основним результа-
том даної роботи.

Теорема. Нехай f ∈ Mq, f 6= const i
f(z) 6= 0,∞ на R\{0}. Нехай a ∈ C, zn =
rne

iαn – a-точки функцiї f , а wn = ρne
iβn –

полюси f в At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}.
Тодi

r∫
qr

∑
qt<rn≤t

(
qktk−1

rnk
− rn

k

tk+1

)
sin kαndt =

=

r∫
qr

∑
qt<ρn≤t

(
qktk−1

ρnk
− ρn

k

tk+1

)
sin kβndt

для всiх r > 0 при кожному k ∈ Z.

Д о в е д е н н я. Розглянемо спочатку
випадок a = 0, тобто коли a-точки є нулями
функцiї f .

Нехай zn – нулi функцiї f у пiвкiльцi At.
Застосовуючи теорему про лишки до фун-
кцiй zk f

′(z)
f(z)

та z−k f
′(z)
f(z)

у пiвкiльцi At, отри-
муємо ∫

∂At

zk
f ′(z)

f(z)
dz =

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|zn|≤t

wn
k

 , (2)

i ∫
∂At

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz =

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

1

znk
−

∑
qt<|zn|≤t

1

wnk

 . (3)

Оскiльки межа пiвкiльця складається з
чотирьох частин:

∂At = Γ−qt ∪ Γt ∪ [qt, t] ∪ [−t,−qt],

де Γqt,Γt – пiвкiльця з радiусами qt, t вiдпо-
вiдно i з центрами в початку координат, то
рiвностi (4), (5) набудуть вигляду∫

Γt

zk
f ′(z)

f(z)
dz +

−qt∫
−t

zk
f ′(z)

f(z)
dz+

+

∫
Γ−qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz +

t∫
qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz =

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|zn|≤t

wn
k

 , (4)

та ∫
Γt

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz +

−qt∫
−t

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz+

+

∫
Γ−qt

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz +

t∫
qt

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz =

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

1

znk
−

∑
qt<|zn|≤t

1

wnk

 . (5)

Параметризуючи кривi, що є шляхами iн-
тегрування, використовуючи рiвнiсть (1) та

властивiсть f ′(qz) =
1

q
f ′(z), що виконується

для функцiй з класуMq, з рiвностей (4), (5)
отримаємо

π∫
0

itk+1ei(k+1)ϕf
′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ−

−
π∫

0

itk+1qkei(k+1)ϕf
′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ+

+

t∫
qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz +

−qt∫
−t

zk
f ′(z)

f(z)
dz =
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= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|zn|≤t

wn
k

 , (6)

та

i

π∫
0

1

tk−1ei(k−1)ϕ

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ−

−i
π∫

0

1

qktk−1ei(k−1)ϕ

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ+

+

t∫
qt

f ′(τ)

f(τ)

dτ

τ k
+

−qt∫
−t

f ′(z)

f(z)

dz

zk
=

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

1

znk
−

∑
qt<|zn|≤t

1

wnk


вiдповiдно.

Подiливши (6) на tk+1 тa проiнтегрував-
ши по t вiд qr до r, матимемо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|wn|≤t

wn
k

 dt

tk+1
=

=

r∫
qr

 t∫
qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
+

+

r∫
qr

 −qt∫
−t

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
+

+i(1− qk)
r∫

qr

 π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
ei(k+1)ϕdϕ

 dt.
Змiнюючи порядок iнтегрування за теоре-
мою Фубiнi, з останньої рiвностi отримуємо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|wn|≤t

wn
k

 dt

tk+1
=

=

r∫
qr

 t∫
qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
+

+

r∫
qr

 −qt∫
−t

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
+

+ i(1− qk)
π∫

0

ei(k+1)ϕ

 r∫
qr

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dt

 dϕ. (7)

Позначимо

I1 =

r∫
qr

 t∫
qt

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
,

I2 =

r∫
qr

 −qt∫
−t

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 dt

tk+1
.

(8)

Застосовуючи означення (1) та позначення
(8) до (7), отримаємо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|wn|≤t

wn
k

 dt

tk+1
=

= i(1−qk)
π∫

0

[
log f(reiϕ)− log f(qreiϕ)

]
eikϕdϕ

+ I1 + I2. (9)

Аналогiчними мiркуваннями, застосова-

ними до iнтегралу
∫
∂At

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz, показуємо,

що виконується рiвнiсть

2πiqk
r∫

qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

znk
−
∑

qt<|wn|≤t

1

wnk

 tk−1dt =

= i(qk−1)

π∫
0

[
log f(reiϕ)−log f(qreiϕ)

]
e−ikϕdϕ+

+ qkI3 + qkI4, (10)

де I3 =

r∫
qr

 t∫
qt

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 tk−1dt,
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I4 =

r∫
qr

 −qt∫
−t

1

zk
f ′(z)

f(z)
dz

 tk−1dt.

Додаючи спiввiдношення (9) тa (10),
отримуємо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn
k −

∑
qt<|wn|≤t

wn
k

 dt

tk+1
+

+2πqki

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

znk
−
∑

qt<|wn|≤t

1

wnk

 tk−1dt =

=2(qk−1)

π∫
0

[
log f(reiϕ)−log f(qreiϕ)

]
sin kϕdϕ+

+ I1 + I2 + qkI3 + qkI4. (11)

Оскiльки log |f(reiϕ)| − log |f(qreiϕ)| = 0,
то, взявши дiйснi частини рiвностi (11), ма-
тимемо

2πRe

i r∫
qr

∑
qt<|zn|≤t

zn
k dt

tk+1

−

−2πRe

i r∫
qr

∑
qt<|wn|≤t

wn
k dt

tk+1

+

+2πRe

iqk r∫
qr

∑
qt<|zn|≤t

1

znk
tk−1dt

−
−2πRe

iqk r∫
qr

∑
qt<|wn|≤t

1

wnk
tk−1dt

 =

= Re
(
I1 + I2 + qkI3 + qkI4

)
. (12)

Iнтегруючи частинами у iнтегралах
I1, I2, I3, I4 та беручи дiйснi частини, отри-
муємо наступнi рiвностi

Re I1 =

r∫
qr

1

tk+1
(tk log |f(t)|−(qt)k log |f(qt)|)dt−

−k
r∫

qr

1

tk+1

t∫
qt

zk−1 log |f(z)|dzdt =

= (1− qk)
r∫

qr

log |f(t)|dt
t

+

+

r∫
qr

 t∫
qt

zk−1 log |f(z)|dz

 d

(
1

tk

)
.

В другому iнтегралi останнього спiввiд-
ношення застосуємо iнтегрування частина-
ми ще раз

(1− qk)
r∫

qr

log |f(t)|dt
t

+

+
1

rk

r∫
qr

tk−1 log |f(t)|dt−

− 1

(qr)k

qr∫
q2r

tk−1 log |f(t)|dt−

−
r∫

qr

1

t

[
log |f(t)| − qk log |f(qt)|

]
dt =

=
1

rk

r∫
qr

tk−1 log |f(t)|dt−

− 1

(qr)k

qr∫
q2r

tk−1 log |f(t)|dt.

Зробивши пiдстановку r = qτ в першо-
му iнтегралi, отримаємо Re I1 = 0. Аналогi-
чним чином доводиться, що Re I2 = 0.

Знайдемо дiйсну частину третього iнте-
грала,

Re I3 =

r∫
qr

tk−1(k

t∫
qt

1

zk+1
log |f(z)|dz)dt+

+

r∫
qr

tk−1

[
1

tk
log |f(t)| − 1

(qt)k
log |f(qt)|

]
dt
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Розкривши дужки, отримаємо, як i в по-
передньому випадку, два iнтеграли. Про-
iнтегрувавши частинами в першому та
об’єднавши доданки в другому, отимаємо
рiвнiсть (

1− 1

qk

) r∫
qr

log |f(t)|dt
t

+

+rk
r∫

qr

1

tk+1
log |f(t)|dt−

−(rq)k
qr∫

q2r

1

tk+1
log |f(t)|dt−

−
r∫

qr

(tk
log |f(t)|
tk+1

− q log |f(qt)|
(qt)k+1

)dt =

=

(
1− 1

qk

) r∫
qr

log |f(t)|dt
t
−

−
(

1− 1

qk

) r∫
qr

log |f(t)|dt
t

+

+rk
r∫

qr

log |f(t)| dt
tk+1
− (qr)k

qr∫
q2r

log |f(t)| dt
tk+1

= 0.

Зробивши, як i ранiше, пiдстановку r =
qτ в першому iнтегралi, отримаємо Re I3 =
0. Схожим чином доводиться, що Re I4 = 0.

Зi спiввiдношення (12) отримуємо

2πRe

i r∫
qr

∑
qt<|zn|≤t

zn
k dt

tk+1

−

−2πRe

i r∫
qr

∑
qt<|wn|≤t

wn
k dt

tk+1

+

+2πRe

iqk r∫
qr

∑
qt<|zn|≤t

1

znk
tk−1dt

−

− 2πRe

iqk r∫
qr

∑
qt<|wn|≤t

1

wnk
tk−1dt

 = 0. (13)

З урахуванням позначень zn = rne
iαn тa

wn = ρne
iβn , результатом обчислення дiйсної

частини рiвностi (13) буде
r∫

qr

∑
qt<rn≤t

(
qktk−1

rnk
− rn

k

tk+1

)
sin kαndt−

−
r∫

qr

∑
qt<ρn≤t

(
qktk−1

ρnk
− ρn

k

tk+1

)
sin kβndt = 0.

Це доводить теорему у випадку a = 0. За-
гальний випадок отримується застосуван-
ням доведеного до функцiї f(z)− a. �

Як наслiдок, у випадку голоморфної
функцiї f отримуємо наступний результат.

Наслiдок. Нехай функцiя f є голомор-
фною i мультиплiкативно перiодичною з
мультиплiкатором q, 0 < q < 1, у H∗,
f 6= const i f(z) 6= 0,∞ на R\{0}. Нехай,
крiм того, точки zn = rne

iαn є a-точками
функцiї f , a ∈ C. Тодi для всiх r > 0 та
кожного k ∈ Z, справедливе спiввiдношення

r∫
qr

∑
qt<rn≤t

(
qktk−1

rnk
− rn

k

tk+1

)
sin kαndt = 0.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Гольдберг А. А., Островский И. В. (1970). Ра-
спределение значений мероморфных функций. Мо-
сква: Наука

2. Айзенберг Л. А. (1990). Формулы Карлемана
в комплексном анализе. Новосибирск: Наука.

3. Rausenberger O. (1884). Lehrbuch der Theorie
der periodischen Funktionen einer Variabeln. Leipzig:
Druck und Ferlag von B.G.Teubner.

4. Khoroshchak V. S., Sokulska N. B. (2014)
Multiplicatively periodic meromorphic functions in
the upper halfplane. Matematychni Studii, 42 (2),
143–148.

116 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 1–2.


