
УДК 517.958

c©2018 р. В.Ю. Слюсарчук

Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування, м. Рiвне
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IЗ ВIДХИЛЮВАЛЬНИМ АРГУМЕНТОМ

Побудовано математичну модель Сонячної системи, що враховує скiнченну швидкiсть гра-
вiтацiї.
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A mathematical model of the solar system is constructed, which takes into account the finite
speed of gravity.

Keywords: a mathematical model of the solar system with a finite velocity of gravity.

1. Вступ. Стаття присвячена застосува-
нню диференцiальних рiвнянь iз вiдхилю-
вальним аргументом до побудови матема-
тичних моделей руху системи n матерiаль-
них точок (тiл) пiд дiєю закону всесвiтнього
тяжiння, зокрема, до побудови математич-
ної моделi Сонячної системи. Для побудува-
ння таких моделей створено належнi умови:
перше – побудовано теорiю диференцiально-
функцiональних рiвнянь (див., наприклад,
[1]– [11]); друге – встановлено, що швидкiсть
гравiтацiї є скiнченною [12,13].

Завдяки тому, що гравiтацiйний вплив
одного тiла на iнше не може вiдбуватися ми-
ттєво, а потрiбний час, за який гравiтацiй-
не поле проходить вiдстань мiж цими тiла-
ми, то природним є те, що математичнi мо-
делi руху систем n матерiальних точок ма-
ють бути системами iз пiслядiєю. Тому для
вивчення динамiки таких систем найбiльш
прийнятним є математичний апарат, в осно-
ву якого покладено теорiю диференцiальних
рiвнянь iз запiзнювальним аргументом.

Iз моменту вiдкриття I. Ньютоном (1643–
1727) закону всесвiтнього тяжiння, опуб-
лiкованому в його знаменитих Philosophi-
ae Naturalis Principia mathematica в 1687 р.,
для математичного формулювання задач n
тiл використовувалися системи звичайних
диференцiальних рiвнянь, а не диференцi-
альнi рiвняння з вiдхилювальним аргумен-
том, оскiльки вважалося, що швидкiсть гра-
вiтацiї дорiвнює нескiнченностi i гравiтацiй-

не поле поширюється миттєво вiд джерела,
як би далеко вiд нього не знаходитися.

Для двох окремих значень n ∈ {1, 2} за-
дача n тiл розв’язана повнiстю ще Ньюто-
ном. Розв’язок задачi про рух одного тi-
ла мiститься уже в першому законi Ньюто-
на (тiло рухається рiвномiрно i прямолiнiй-
но). Використовуючи звичайнi диференцi-
альнi рiвняння, Ньютон знайшов загальний
розв’язок задачi двох тiл i надав йому гео-
метричної форми (траєкторiями руху одно-
го тiла вiдносно другого i вiдносно центра
мас є конiчнi перерiзи). Пiзнiше Л. Ейлер
(1707–1783) надав розв’язку задачi двох тiл
близьку до сучасної аналiтичну форму.

На вiдмiну вiд випадку двох тiл задача
трьох тiл не допускає загального розв’язку.

Через свою важливiсть для рiзних наук
про природу задача трьох тiл прикувала до
себе увагу багатьох математикiв i механi-
кiв. Ж. Лагранж, К. Якобi, А. Пуанкаре,
Дж. Бiркгоф та iншi затратили на цю за-
дачу багато рокiв наполегливої працi, отри-
мали багато вагомих результатiв i розвину-
ли новi методи, однак побудувати загальний
розв’язок так i не вдалось.

Г. Брунс i А. Пуанкаре довели, що при
n = 3 для задачi n тiл не можна знайти за-
гальний розв’язок, який би виражався через
алгебраїчнi або через однозначнi трансцен-
дентнi функцiї координат i швидкостей тiл.

Хоча загальний розв’язок задачi трьох
тiл отримати не вдалось, давно вiдомi точ-
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нi частинi розв’язки цiєї задачi. У 1772 р.
Лагранж опублiкував свiй знаменитий ме-
муар ”Про задачу трьох тiл”, у якому вка-
зав на iснування двох класiв рухiв у задачi
трьох тiл, що описуються нескладними ма-
тематичними формулами (iснування таких
частиних розв’язкiв було вiдмiчено Ейлером
ще в 1767 р.).

Зазначимо, що важливi результати сто-
совно задач n тiл при n ≥ 2 появлялись про-
тягом XIX i XX столiття i появляються за-
раз (див. [14]–[21]).

Використання в небеснiй механiцi мате-
матичного апарату загальної теорiї вiднос-
ностi дозволило дослiдити цiлий ряд реля-
тивiстських ефектiв у русi небесних тiл [22–
24].

Математичнi труднощi дослiдження за-
дачi n тiл iз використанням звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь зростають iз рос-
том числа тiл. Для довiльного n задача
не розв’язана до сих пiр, хоча iснує цiлий
ряд аналiтичних i числових методiв, орiєн-
тованих на використання комп’ютерiв, що
можуть дати наближений розв’язок задачi.
При сучасному станi математики загальний
розв’язок задачi n тiл при n ≥ 3 з викорис-
танням звичайних диференцiальних рiвнянь
можна знайти тiльки з допомогою нескiнче-
нних рядiв.

Однак математичнi моделi руху n тiл з
урахуванням закону всесвiтнього тяжiння i
використанням звичайних диференцiальних
рiвнянь не є точними, оскiльки не врахо-
вують скiнченну швидкiсть гравiтацiї. Це
не дозволяє використовувати їх на великих
промiжках часу, оскiльки такi моделi дають
великi похибки. Точнiшими є моделi, що
враховують дiю кожного тiла на iншi тiла
системи, зумовленi запiзненнями гравiтацiй-
них полiв, породжених кожним тiлом. У
таких моделях замiсть звичайних диферен-
цiальних рiвнянь потрiбно використовувати
диференцiальнi рiвняння iз запiзнювальним
аргументом. Такi моделi наведемо у подаль-
шому.

2. Класична модель Сонячної систе-
ми. У межах цього пункту будемо вважати,

що дiя кожної матерiальної точки на iншу
здiйснюється миттєво. Розглянемо систе-
му n+ 1 матерiальних точок M0,M1, . . . ,Mn

з масами m0,m1, . . . ,mn вiдповiдно. Рух
цих точок будемо розглядати в прямоку-
тнiй системi координат x, y, z з початком
координат у точцi O. Систему коорди-
нат вважатимемо iнерцiальною. Потрiбно
побудувати математичну модель руху то-
чок Mi, i = 0, n, використовуючи радiуси-
вектори ri(t), i = 0, n, цих точок як фун-
кцiї часу, якщо на кожну точку дiють тiль-
ки сили всесвiтнього тяжiння зi сторони iн-
ших точок системи. Положення точок Mi,
i = 0, n, визначається їх радiусами-вектора-
ми

ri(t) = xi(t)i+ yi(t)j + zi(t)k, i = 0, n,

де xi(t), yi(t) i zi(t) – координати точки Mi в
момент часу t. Тодi рiвняння руху точок си-
стеми визначаються за допомогою другого
закону Ньютона та закону всесвiтнього тя-
жiння i мають вигляд

mi
d2ri(t)

dt2
=

=
∑
j 6=i

Gmimj

|rj(t)− ri(t)|3
(rj(t)− ri(t)),

i = 0, n,

(1)

де G – гравiтацiйна стала, |rj(t) − ri(t)| –
евклiдова довжина вектора rj(t)− ri(t),

Gmimj

|rj(t)− ri(t)|3
(rj(t)− ri(t)) – сила, з якою

точка Mj притягує точку Mi (за законом
всесвiтнього тяжiння). Напрямок цiєї сили
збiгається з напрямком вектора rj(t) − ri(t)
[15,16].

Зазначимо, що у випадку n = 9 систему
рiвнянь (1) можна використовувати для ви-
вчення руху Сонця i планет, якщо не врахо-
вувати дiю на них iнших складових Соняч-
ної системи (астероїдiв, комет тощо), Галак-
тики та скiнченну швидкiсть гравiтацiї.

Для визначення радiусiв-векторiв точок
Mi, i = 0, n, потрiбно знати початковi умови:

r
(0)
i = ri(t0),

dr
(0)
i

dt
=
dri(t0)

dt
,

i = 0, n,

(2)
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тобто значення радiусiв-векторiв i векторiв
швидкостi всiх точок системи в початковий
момент часу t0, або значення радiусiв-векто-
рiв точок у моменти часу t1 i t2 (t1 6= t2): r

(1)
i = ri(t1),

r
(2)
i = ri(t2),
i = 0, n.

(3)

Зазначимо, що задачi знаходження роз-
в’язкiв системи (1), що задовольняють умо-
ви (2) або (3), i вивчення їх властивостей є
основними в небеснiй механiцi.

Бiльш точною математичною моделлю
Сонячної системи є наступна система дифе-
ренцiальних рiвнянь

mi
d2ri(t)

dt2
=

=
∑
j 6=i

Gmimj

|rj(t)− ri(t)|3
(rj(t)− ri(t)) + F i(t),

i = 0, n,
(4)

при n = 9, що крiм дiї на точки системи сил,
породжених iншими точками, враховує ще
iншi сили F i(t), породженi численною гру-
пою малих планет – астероїдами, кометами,
пиловими супутниками планет тощо, а та-
кож Галактикою, та умови (2) або (3).

Далi будемо вважати, що в системi (4)m0

– маса Сонця, а m3 – маса Землi. Запишемо
систему диференцiальних рiвнянь, що опи-
сує рух Сонця та Землi. Це є наступна си-
стема рiвнянь

m0
d2r0(t)

dt2
=

=
Gm0m3

|r3(t)− r0(t)|3
(r3(t)− r0(t)) + F

∗
0(t),

m3
d2r3(t)

dt2
=

=
Gm3m0

|r0(t)− r3(t)|3
(r0(t)− r3(t)) + F

∗
3(t),

(5)
де

F
∗
0(t) =

=
∑

j 6∈{0,3}

Gm0mj

|rj(t)− r0(t)|3
(rj(t)− r0(t)) + F 0(t)

i
F
∗
3(t) =

=
∑

j 6∈{0,3}

Gm3mj

|rj(t)− r3(t)|3
(rj(t)− r3(t)) + F 3(t).

(6)
Вважається, що сили F ∗0(t) i F ∗3(t) вiдомi.
У другому рiвняннi системи (5), як видно

з (6) та таблицi I, запозиченої з [25] (с. 114),
сила F ∗3(t) є значно меншою, нiж сила, що
визначається першим доданком правої ча-
стини цього рiвняння. Це випливає з того,
що маса Сонця m0 у 332958 разiв бiльша ма-
си Землim3, а маса найважчої планетиЮпi-
тер бiльша маси Землi в 318 разiв.

Таблиця I

Назва Велика Ексцен- Маса, в
планети пiввiсь триси- одини-

a, тет, e цях маси
в а.о. Землi

Меркурiй 0,387 0,206 0,055
Венера 0,723 0,007 0,815
Земля 1,000 0,017 1,000
Марс 1,524 0,093 0,107
Юпiтер 5,203 0,048 318
Сатурн 9,539 0,056 95,2
Уран 19,19 0,047 14,6
Нептун 30,07 0,009 17,2
Плутон 39,52 0,253 0,002

Звiдси на пiдставi методiв теорiї збурень ви-
пливає, що рух Сонця i Землi на малих про-
мiжках часу мало вiдрiзняється вiд руху, що
описується простiшою системою

m0
d2r0(t)

dt2
=

=
Gm0m3

|r3(t)− r0(t)|3
(r3(t)− r0(t)) + F

∗
0(t),

m3
d2r3(t)

dt2
=

=
Gm3m0

|r0(t)− r3(t)|3
(r0(t)− r3(t)).

(7)
У цiй системi вiдкинути силу F ∗0(t) не мож-
на, оскiльки на пiдставi таблицi I та зако-
ну всесвiтнього тяжiння вплив Юпiтера та
Сатурна на Сонце бiльший, нiж вплив Зем-
лi на Сонце. Тому систему (5) не можна за-
мiнити ще простiшою системою, нiж (7), а
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саме, системою

m0
d2r0(t)

dt2
=

=
Gm0m3

|r3(t)− r0(t)|3
(r3(t)− r0(t)),

m3
d2r3(t)

dt2
=

=
Gm3m0

|r0(t)− r3(t)|3
(r0(t)− r3(t)).

(8)

Зазначимо, що дослiдження системи (8) –
це дослiдження задачi двох тiл.

Iз наведеного випливає, що навiть у ви-
падку класичних моделей Сонячної систе-
ми, що є простiшими реальних систем, до-
слiдження таких моделей не є тривiальним.

3. Принцип запiзнювання гравiта-
цiйного поля. У теорiї Ньютона швидкiсть
гравiтацiї дорiвнює нескiнченностi i гравiта-
цiйне поле поширюється миттєво вiд джере-
ла, як би далеко вiд нього не знаходитися.
З iншого боку теорiя вiдносностi Ейнштейна
постулює, що швидкiсть гравiтацiї має бу-
ти рiвною швидкостi свiтла. Розглянутi в
п. 2 моделi руху системи матерiальних то-
чок побудованi з використанням припущен-
ня, що дiя однiєї точки на iншу здiйснюєть-
ся з нескiнченною швидкiстю. Це є недолi-
ком розглянутих моделей та математичних
моделей, що дослiджуються в класичнiй не-
беснiй механiцi. Насправдi, швидкiсть гра-
вiтацiї є скiнченною. Копейкiн С. М. i Фо-
малонт Е. показали, що швидкiсть гравiта-
цiї збiгається зi швидкiстю свiтла [13]. Вико-
ристання цiєї властивостi гравiтацiї дає змо-
гу суттєво покращити математичну модель
руху системи матерiальних точок та мате-
матичну модель Сонячної системи.

Далi з’ясуємо вплив скiнченної швидкостi
гравiтацiї на вигляд математичних моделей,
розглянутих у п. 2.

Щоб не ускладнювати викладення мате-
рiалу, обмежимося розглядом системи двох
матерiальних точок Mi i Mj з масами mi i
mj, рух яких описується радiусами-вектора-
ми ri(t) i rj(t) вiдповiдно (ми вважаємо, що
rj(t) 6= ri(t)). Цi точки рухаються зi швид-

костями

vi(t) =
dri(t)

dt
i vj(t) =

drj(t)

dt
.

Нагадаємо, що використовується нерухома
система координат iз початком координат у
точцi O. Наведемо систему рiвнянь, що опи-
сує рух точок Mi i Mj i враховує швидкiсть
гравiтацiї. Спочатку з’ясуємо, яка сила дiє
на точку Mi в момент часу t, вважаючи, що
на точки Mi i Mj не дiють iншi сили, крiм
сили, з якою притягуються точки. Ця сила
не збiгається iз силою

F ji(t) =
Gmimj

|rj(t)− ri(t)|3
(rj(t)− ri(t)) (9)

як у теорiї Ньютона, а збiгається iз силою

F jiτ (t) =

=
Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
(rj(t− τji(t))− ri(t)),

(10)
що враховує швидкiсть гравiтацiї. Запiзне-
ння гравiтацiї τji(t) в (10) визначається за
допомогою спiввiдношення

cτji(t) = |rj(t− τji(t))− ri(t)|, (11)

де c – швидкiсть гравiтацiї. Справдi (див.
рис. 1),

A
*

6vj(t)

C:

rj(t− τji(t))

B

o

o

z

�vi(t)

D

O

j

rj(t)

ri(t)

ri(t− τji(t))

Рис. 1

Нехай точки Mj i Mi рухаються по вiдпо-
вiдним траєкторiям, частини яких зображе-
нi на рис. 1, i в момент часу t−τji(t), де τji(t)
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задовольняє (11), знаходяться в точках C i
D вiдповiдно. За промiжок часу [t− τji(t), t]
точка Mj перемiститься з точки C в точку
A, а точка Mi – з точки D в точку B. Цього
промiжку часу достатньо, щоб гравiтацiйне
поле зi швидкiстю c поширилося iз точки C
в точку B. Отже, в момент часу t на точку
B дiє не сила (9), а сила (10).

За допомогою аналогiчних мiркувань
приходимо до висновку, що точка Mi при-
тягує точку Mj iз силою

F ijτ (t) =

=
Gmjmi

|ri(t− τij(t))− rj(t)|3
(ri(t− τij(t))− rj(t)),

де запiзнення τij(t) задовольняє спiввiдно-
шення

cτij(t) = |ri(t− τij(t))− rj(t)|, (12)

аналогiчне (11).
Ураховуючи знайденi сили, що дiють на

точки Mi i Mj в момент часу t, отримуємо
на пiдставi другого закону Ньютона систему
рiвнянь, що описує рух цих точок. Ця сис-
тема має вигляд

mi
d2ri(t)

dt2
=

=
Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
×

×(rj(t− τji(t))− ri(t)),

mj
d2rj(t)

dt2
=

=
Gmjmi

|ri(t− τij(t))− rj(t)|3
×

×(ri(t− τij(t))− rj(t)).

(13)

Очевидно, що в рiвняннях системи (13)
можна зробити скорочення на вiдмiннi вiд 0
маси mi i mj вiдповiдно.

Побудову системи (13) можна було б вва-
жати завершеною, якби було обґрунтовано
iснування функцiй τji(t) i τij(t), для яких ви-
конуються спiввiдношення (11) i (12). Ця
прогалина легко усувається за допомогою
наступних нескладних мiркувань.

Зафiксуємо довiльний момент часу t i
розглянемо випадок, коли для швидкостей

vi(t) i vj(t) руху точок Mi i Mj виконується
спiввiдношення

max{|vi(s)|, |vj(s)|} ≤ v0

для всiх моментiв часу s iз вiдрiзка [t− T, t]
(тут v0 i T – додатнi скалярнi величини, при-
чому v0 значно менше c) i

cT > v0T + |rj(t)− ri(t)|. (14)

Тодi для неперервної на вiдрiзку [0, T ] функ-
цiї

g(τ) = cτ − |rj(t− τ)− ri(t)| (15)

з урахуванням (14) виконуються спiввiдно-
шення

g(0) < 0

i
g(T ) = cT − |rj(t− T )− ri(t)| ≥

≥ cT − |rj(t− T )− rj(t)| − |rj(t)− ri(t)| ≥
≥ cT − v0T − |rj(t)− ri(t)| > 0.

Тому на пiдставi теореми Больцано-Кошi
[26] (с. 168) iснує така точка τ ∗ ∈ (0, T ), що

g(τ ∗) = 0,

тобто
cτ ∗ = |rj(t− τ ∗)− ri(t)|.

Така точка на промiжку (0, T ) єдина, оскiль-
ки завдяки (15) на цьому промiжку

g(τ)

dτ
= c+

(vj(t− τ), rj(t− τ)− ri(t))
2|rj(t− τ)− ri(t)|

≥

≥ c− |vj(t− τ)|
2

≥ c− v0

2
> 0.

Очевидно, що τ ∗ залежить вiд t.
Отже, iснування функцiї τji(t) обґрунто-

вано.
Аналогiчно обґрунтовується iснування

функцiї τij(t).
Зазначимо, що завдяки теоремам про не-

явну функцiю [26] (с. 449–453), застосовним
до (11) i (12), функцiї τji(t) i τij(t) є дифе-
ренцiйовними i, отже, неперервними.

Принцип запiзнювання гравiтацiйного
поля полягає в тому, що в момент часу t
точка Mi (точка B) притягується не до
точки Mj (точки A), а до точки C, що
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збiгається з Mj в момент часу t− τji(t),
де τj,i(t) задовольняє (11). Сила, що дiє на
точку Mi, визначається формулою (10).

4. Модель Сонячної системи, що
враховує швидкiсть гравiтацiї. У по-
дальшому будемо враховувати скiнченну
швидкiсть гравiтацiї.

Завдяки розглянутому в п. 3 принципу
запiзнення гравiтацiйного поля рух системи
матерiальних точок M0,M1, . . . ,Mn з маса-
ми m0,m1, . . . ,mn по вiдношенню до iнерцi-
альної системи координат з початком коор-
динат у точцi O описуватися наступною си-
стемою диференцiальних рiвнянь iз вiдхи-
лювальним аргументом

mi
d2ri(t)

dt2
=

=
∑
j 6=i

Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
×

×(rj(t− τji(t))− ri(t)) + F i(t),
i = 0, n,

(16)

де функцiя τji(t) задовольняє рiвнiсть (11),
а F i(t) – сила, що й у системi (4). Тут

Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
(rj(t− τji(t))− ri(t)) –

сила тяжiння, зумовлена дiєю (притягува-
нням) точки Mi точкою Mj (на пiдставi за-
кону всесвiтнього тяжiння й урахування за-
пiзнення τji(t) гравiтацiї).

Теорiя диференцiальних рiвнянь iз вiд-
хилювальним аргументом викладена в [1]–
[11].

Система (16), очевидно, описує рух точок
M0,M1, . . . ,Mn краще, нiж система (4), ос-
кiльки враховує швидкiсть гравiтацiї.

Для описання руху матерiальних точок
M0,M1, . . . ,Mn також потрiбно використо-
вувати для системи (16) додатковi умови,
що є складнiшими, нiж аналогiчнi умови (2)
i (3) у випадку системи (1).

Розглянемо двi задачi, використовуючи
функцiї

τj(t) = max
i=0,n, i6=j

τji(t), j = 0, n.

Задача 1. Зафiксуємо довiльнi момент
часу t0 i неперервнi на вiдрiзках [t0 −

τi(t0), t0], i = 0, n, векторнi функцiї ϕ0,i(s) i
ϕ1,i(s), i = 0, n, вiдповiдно. Потрiбно знайти
розв’язки ri(t), i = 0, n, системи (16), що за-
довольняють початковi умови

ri(s) = ϕ0,i(s),
dri(s)

ds
= ϕ1,i(s),

s ∈ [t0 − τi(t0), t0],
i = 0, n.

(17)

Задача 2. Нехай t1 i t2 – довiльнi момен-
ти часу, для яких t1 < t2 − τji(t2), для всiх
i = 0, n, j = 0, n i i 6= j. Розглянемо двi-
чi неперервно диференцiйовнi на вiдрiзках
[t1−τi(t1), t1] i [t2−τi(t2), t2], i = 0, n, векторнi
функцiї ψ1,i(s) i ψ2,i(s), i = 0, n, вiдповiдно.
Потрiбно знайти розв’язки ri(t), i = 0, n, си-
стеми (16), що задовольняють умови ri(s1) = ψ1,i(s1), s1 ∈ [t1 − τi(t1), t1],

ri(s2) = ψ2,i(s2), s2 ∈ [t2 − τi(t2), t2],
i = 0, n.

(18)
При n = 9 систему (16) разом з умо-

вами (17) або (18) можна розглядати як
математичну модель Сонячної системи,
що враховує швидкiсть гравiтацiї.

Задачi знаходження розв’язкiв системи
(16), що задовольняють умови (17) або (18),
можна використовувати, наприклад, при
виведеннi на орбiти планет Сонячної систе-
ми штучних об’єктiв або при визначеннi ор-
бiт небесних тiл Сонячної системи (напри-
клад, астероїдiв) за даними їх позицiйних
спостережень.

Очевидно, що дослiджувати систему (16)
з умовами (17) або (18) важче, нiж систему
(4) з умовами (2) або (3). Не зважаючи на
це, завдяки наявностi в системi (16) вiдхи-
лень аргументу, причиною яких є запiзнен-
ня гравiтацiї, можна отримати новi власти-
востi руху матерiальних точок цiєї системи.

5. Оцiнки для τji(t) в (16). У системi
рiвнянь (16) залежнi вiд часу t вiдхилення
аргументу τji(t), i = 0, n, j = 0, n, i 6= j,
при n = 9 можуть набувати досить великих
значень. Згiдно з (11) i (12) вiдхилення τji(t)
залежить як вiд вiдстанi мiж точками Mi i
Mj, так i вiд швидкостей руху цих точок.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 1–2. 109



Наведемо нижнi та верхнi оцiнки для
τ01(t), τ02(t), . . . , τ09(t), що вiдповiдають пла-
нетам Сонячної систем, ураховуючи данi
таблицi I.

Завдяки принципу запiзнення гравiтацiй-
ного поля, (11) та елiптичностi траєкторiй
планет Сонячної системи для τ0i(t), i = 1, 9,
виконуються спiввiдношення

(1− ei)ai − vτ0i(t) ≤ τ0i(t)c ≤

≤ (1 + ei)ai + vτ0i(t), i = 1, 9,

де v – швидкiсть руху Сонця, ai i ei – ве-
лика пiввiсь i ексцентриситет i-тої планети
(точкиMi) вiдповiдно (згiдно з таблицею I).
Звiдси отримуємо, що для i = 1, 9

(1− ei)ai
c+ v

≤ τ0i(t) ≤
(1 + ei)ai
c− v

.

На пiдставi цих нерiвностей, даних табли-
цi I, а також того, що Сонце рухається нав-
коло ядра Галактики зi швидкiстю близько
v = 21700 м/cек, c = 299792458 м/cек i аст-
рономiчна одиниця а.о.=1495977870691 м,
отримаємо оцiнки для τ0i(t), i = 1, 9 (див.
таблицю II).

Таблиця II

Планета Оцiнки для τ0i(t), в сек

Меркурiй 153, 32 < τ01(t) < 232, 92
Венера 358, 22 < τ02(t) < 363, 34
Земля 490, 48 < τ03(t) < 507, 34
Марс 689, 7 < τ04(t) < 831, 27
Юпiтер 2471, 51 < τ05(t) < 2721, 15
Сатурн 4493, 12 < τ06(t) < 5026, 94
Уран 9125, 17 < τ07(t) < 10026, 7
Нептун 14868, 95 < τ08(t) < 15141, 22
Плутон 14730, 27 < τ09(t) < 24711, 79

Аналогiчнi оцiнки для τji(t), i, j = 1, 9,
i 6= j, можна було б навести й у випадку,
коли i 6= 0. Зазначимо, що, наприклад,

max
t
τ09(t) < max

t
τ39(t).

Тут τ39(t) – запiзнення, з яким гравiтацiйне
поле Плутона приходить до Землi в момент
часу t.

Iз таблицi II видно, що запiзнення τji(t),
i, j = 0, 9, i 6= j, у системi (16) при n = 9
є достатньо великими. Знехтувати цими за-
пiзненнями (тобто замiнити систему (16) си-
стемою (4)) при дослiдженнi динамiки Со-
нячної системи на великих промiжках часу
не можна. Цей висновок випливає з власти-
востей розв’язкiв звичайних диференцiаль-
них рiвнянь i диференцiальних рiвнянь iз
вiдхилювальним аргументом та зв’язку мiж
ними.

6. Можливi застосування побудо-
ваної моделi руху матерiальних точок.
Звернемо увагу лише на деякi можливi за-
стосування математичної моделi руху мате-
рiальних точок, що враховує швидкiсть гра-
вiтацiї.

1. Цю модель можна використовувати
для дослiдження руху планет. Система ди-
ференцiальних рiвнянь iз вiдхилювальним
аргументом (16) точнiше описує динамiку
Сонячної системи, нiж система звичайних
диференцiальних рiвнянь (4), що не вра-
ховує скiнченну швидкiсть гравiтацiї. При
кiлькiсному описуваннi руху планет не обiй-
тись без потужної обчислювальної технiки.
При цьому потрiбно разом iз системою (16)
та умовами (17) або (18) використовувати
спiввiдношення (11) i (12) для знаходження
τji(t) i τij(t). Потрiбно також звертати ува-
гу на точнiсть даних про розмiщення пла-
нет та їх швидкостей не в якийсь конкре-
ний момент часу (як у класичнiй небеснiй
механiцi), а на промiжках часу (див. умо-
ви (17) i (18)), довжини яких можуть бути
достатньо великими (наприклад, для Землi
та Плутона згiдно з таблицею II довжини
цих промiжкiв дорiвнюють близько 8, 32 хв.
i 328, 68 хв. вiдповiдно).

Побудованi математичнi моделi з пiслядi-
єю дадуть змогу точнiше описувати рух ко-
мет та передбачати такi явища як затемне-
ння планет, парад планет i таке iнше.

2. Наведенi в п. 3–5 дослiдження є важ-
ливими для спостережень за рухом астеро-
їдiв та передбачень про траєкторiї їх руху,
оскiльки зiткнення астероїдiв iз планетами
призводять до небажаних наслiдкiв.
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3. Побудованi системи рiвнянь iз пiсля-
дiєю полегшать розв’язання проблем пере-
мiщення штучних об’єктiв у межах Соня-
чної системи, оскiльки дадуть змогу буду-
вати точнiшi математичнi моделi їх руху.
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