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ПРО ТОЧКОВО РОЗРИВНI ВIДОБРАЖЕННЯ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В
РЕГУЛЯРНИХ ПРОСТОРАХ

Дослiджуються зв’язки мiж точковою розривнiстю та рiзними типами квазiнеперервностi
для вiдображень зi значеннями в регулярних просторах. Зокрема, встановлено, що квазiне-
перервнiсть та деякi її аналоги рiвносильнi у випадку точково розривних вiдображень.
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The relationships between pointwise discontinuity and various types of quasicontinuity to
mappings with values in regular spaces are researched. In particular, it is shown that the quasi-
continuity and some of its analogues are equivalent in the case of pointwise discontinuous mappings.
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1. Вступ. При дослiдженнi рiзно-
манiтних властивостей функцiй та вiдобра-
жень завжди привабливою залишається не-
перервнiсть. Це спонукало до введення зна-
чної кiлькостi рiзних ослаблень неперервно-
стi та подальшого їх вивчення. Властиво-
стi аналогiв неперервностi розглядалися ба-
гатьма математиками. За останнi десяти-
лiття у цьому напрямi глибокi результати
були отриманi у працях В.К. Маслюченка
та його учнiв, зокрема, у дослiдженнях
В.В. Нестеренка [1 - 5].

У цiй роботi розглядаються точково роз-
ривнi вiдображення, якi дiють з довiльного
топологiчного простору в регулярний про-
стiр. Основною метою дослiджень є вста-
новлення зв’язкiв мiж точковою розривнi-
стю та рiзновидами квазiнеперервностi.

2. Основнi поняття. Нехай X та Y
– топологiчнi простори, f : X −→ Y – вiд-
ображення, C(f) – множина точок непе-
рервностi i D(f) – множина точок розрив-
ностi вiдображення f . Як звичайно, позна-
чимо n-вимiрний евклiдiв простiр через Rn.
Через A, IntA i FrA позначимо вiдповiдно
замикання, внутрiшнiсть та межу довiльної
множини A ⊆ X. Множину A топологiчно-
го простору X називатимемо просто вiдкри-
тою, якщо вона є об’єднанням вiдкритої i
нiде не щiльної множин [5, 7].

Надалi потрiбнi такi означення. Вiдобра-
ження f називається:

• квазiнеперервним у точцi x ∈ X [5],
якщо для будь-яких околiв V точки
f(x) в Y i U точки x в X iснує вiдкри-
та непорожня множина G в X така, що
G ⊆ U i f(G) ⊆ V ;

• сильно квазiнеперервним [6], якщо
f(U) ⊆ f(U ∩ C(f)) для довiльної вiд-
критої непорожньої множини U в X;

• псевдоквазiнеперервним [5], якщо для
довiльної вiдкритої множини U в X
та довiльної множини E в X такої,
що U ⊆ E iснує вiдкрита непорожня
множина G в X така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ f(E);

• просто неперервним [5, 7], якщо про-
образ кожної вiдкритої множини є про-
сто вiдкритою множиною ;

• ледь неперервним у точцi x ∈ X [5, 8],
якщо для довiльного околу V точки
f(x) в Y iснує вiдкрита непорожня мно-
жина G в X така, що f(G) ⊆ V ;

• майже квазiнеперервним у точцi
x ∈ X [5, 9], якщо для будь-яких око-
лiв V i U точок f(x) i x вiдповiдно в
Y та X iснує множина A в X така, що
IntA 6= ∅, A ⊆ U i f(A) ⊆ V ;
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• майже ледь неперервним у точцi
x ∈ X [5], якщо Intf−1(V ) 6= ∅ для
кожного околу V точки f(x) в Y .

Вiдображення f : X → Y є квазiнепе-
рервним, ледь неперервним, майже квазi-
неперервним чи майже ледь неперервним,
якщо воно є таким у кожнiй точцi x ∈ X.

Будуть потрiбнi наступнi вiдомi характе-
рiзацiї ледь неперервностi [5, с. 104] та ква-
зiнеперервностi [2]. Вiдображення f : X →
Y мiж топологiчними просторами X i Y :

(1) ледь неперервне тодi i тiльки тодi, ко-
ли f(A) ⊆ f(A) для довiльної всюди щiльної
множини A в X;

(2) квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, ко-
ли для кожної вiдкритої непорожньої мно-
жини U в X та щiльної в U множини E ма-
ємо, що f(U) ⊆ f(E).

3. Точкова розривнiсть та рiзновиди
квазiнеперервностi. В.К. Маслюченко
увiв цiкаву рiзновиднiсть квазiнеперервно-
стi – поняття сильної квазiнеперервностi [6].
В [6] також показано, що сильна квазiнепе-
рервнiсть рiвносильна одночаснiй квазiнепе-
рервностi та точковiй розривностi. Вияв-
ляється, що якщо в топологiчному просто-
рi X задано точково розривне вiдображен-
ня f зi значеннями в регулярному просто-
рi Y i образ f(M) деякої пiдмножини то-
чок M ⊆ X, в яких вiдображення f майже
ледь неперервне, є всюди щiльним в множи-
нi усiх точок образа f(X), то це вiдображе-
ння майже ледь неперервне у кожнiй точцi
x ∈ X i, бiльш того, воно ледь неперерв-
не. Однак, за вище названих умов навiть
додаткова вимога всюди щiльностi в X мно-
жини точок Q, Q 6= X, в яких вiдображе-
ння f є майже квазiнеперервним, не забез-
печує квазiнеперервностi f у кожнiй точцi
простору X. На це вказує приклад, наданий
автору В.В. Нестеренком. Цей приклад, як
приклад 1, буде наведений пiзнiше. Якщо
ж точково розривне вiдображення f зi зна-
ченнями в регулярному просторi Y є майже
квазiнеперервним у кожнiй точцi x ∈ X, то
воно буде квазiнеперервним та, згiдно з [6],
сильно квазiнеперервним.

Отже, мають мiсце такi твердження.

Теорема 1. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр i f : X →
Y – вiдображення, для якого виконуються
умови:

1) f точково розривне;
2) iснує всюди щiльна в образi f(X) мно-

жина B ⊆ f(X), така, що Intf−1(V ) 6= ∅
для кожного околу V будь-якої точки y ∈ B
в Y .

Тодi вiдображення f ледь неперервне.
Доведення. Покажемо спочатку, що

образ f(C(f)) множини C(f) точок непе-
рервностi вiдображення f щiльний в множи-
нi f(X). Припустимо, що це не так. Тодi
для замикання образа f(C(f)) в просторi Y
виконується f(X) \ f(C(f)) 6= ∅. Оскiль-
ки Y – регулярний простiр, то за припу-
щенням iснують точка y0 ∈ f(X) \ f(C(f))
та вiдкрита в Y множина V0, такi, що
y0 ∈ V0 i V0 ∩ f(C(f)) = ∅. З того, що
f(X) ⊆ B, випливає, що для будь-якої то-
чки y ∈ f(X) i кожного її околу V в Y
виконується B ∩ V 6= ∅. Отже, iснує точка
y1 ∈ V0 така, що y1 ∈ B i тому Intf−1(V0) 6=
∅. Звiдси та з всюди щiльностi в просторi
X множини точок неперервностi C(f) ма-
ємо, що C(f) ∩ Intf−1(V0) 6= ∅, внаслiдок
чого iснують точка x0 ∈ C(f) та її вiдкри-
тий в X окiл U0 ⊆ Intf−1(V0), такi, що
f(U0) ⊆ f(X) \ V0. Тодi з одного боку,
f(U0) ⊆ f(X) \ V0, а з iншого боку, оскiль-
ки множина f−1(V0) щiльна в Intf−1(V0), то
U0 ∩ f−1(V0) 6= ∅. Одержали суперечнiсть.

Взявши до уваги включення
f(X) ⊆ f(C(f)), тепер переконаємось в
тому, що для довiльної всюди щiльної
в просторi X множини A виконується
f(X) ⊆ f(A). Тодi, згiдно з вище наве-
деною характерiзацiєю ледь неперервностi
(1), теорема буде доведеною. Припустимо,
що для деякої всюди щiльної множини
A1 в X ї ї образ f(A1) не є щiльним в
множинi f(X). Тодi знайдеться в про-
сторi Y вiдкрита множина W1, така, що
W1 ∩ f(X) 6= ∅ i W1 ∩ f(A1) = ∅. Вра-
ховуючи щiльнiсть множини f(C(f)) в
образi f(X), маємо, що W1 ∩ f(C(f)) 6= ∅.
Отже, iснують точка x1 ∈ f−1(W1) ∩ C(f)
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та її вiдкритий окiл U1 в X такi, що
f(U1) ⊆ W1. Оскiльки U1 ∩ A1 6= ∅, то
f(U1 ∩ A1) ⊆ f(U1) ∩ f(A1) 6= ∅, всупереч
тому, що f(U1) ⊆ f(X) \ f(A1).

Теорема доведена.
Зрозумiло, що довiльне ледь неперерв-

не вiдображення є майже ледь неперерв-
ним, але не навпаки. З теореми 1 випливає,
що якщо точково розривне вiдображення f
зi значеннями в регулярному просторi Y є
майже ледь неперервним, то воно i ледь не-
перервне. Враховуючи цi факти, маємо на-
ступне твердження.

Теорема 2. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр. Тодi то-
чково розривне вiдображення f : X → Y
ледь неперервне тодi i тiльки тодi, коли во-
но є майже ледь неперервним.

Беручи до уваги, що кожне майже квазi-
неперервне вiдображення є майже ледь не-
перервним, з теореми 1 одержуємо i таке
твердження.

Теорема 3. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр i f : X → Y
– точково розривне вiдображення. Якщо
iснує пiдмножина M ⊆ X, в кожнiй точцi
якої вiдображення f є майже квазiнеперерв-
ним, така, що її образ f(M) щiльний в мно-
жинi f(X), то f – ледь неперервне вiдобра-
ження.

Наступний приклад показує, що за умов
теореми 1 вiдображення f не зобов’язане бу-
ти квазiнеперервним i, навiть, майже квазi-
неперервним у кожнiй точцi простору X.

Приклад 1. Функцiя f : R → R визна-
чається так:

f(x) =
{
x,x 6=0,
1,x=0.

Зрозумiло, що для f виконуються всi
умови теореми 1. Ця функцiя точково роз-
ривна i майже ледь неперервна (бiльш то-
го, вона є розривною лише в однiй точцi
x = 0 i неперервною в усiх iнших точках
простору R). Однак, в точцi x = 0 фун-
кцiя f не є майже квазiнеперервною i, от-
же, не є квазiнеперервною, бо для околу

U = (−1

4
,
1

4
) цiєї точки i для прообраза

f−1(V ) околу V = (
1

2
,
3

2
) точки f(0) маємо,

що U ∩ f−1(V ) = {0}(одноточкова множина
U ∩ f−1(V ) нiде не щiльна в околi U).

Якщо замiсть умови 2) в теоремi 1 для
вiдображення f вимагати майже квазiнепе-
рервнiсть у кожнiй точцi простору X , то
f буде квазiнеперервним. Отже, вiрне таке
твердження.

Теорема 4. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр, f : X → Y
– точково розривне i майже квазiнеперервне
вiдображення. Тодi вiдображення f квазiне-
перервне.

Доведення. Переконаємось в тому, що
для кожної вiдкритої непорожньої множи-
ни U в X та щiльної в U множини E має-
мо, що f(U) ⊆ f(E). Тодi за вище наведе-
ною характерiзацiєю квазiнеперервностi (2)
вiдображення f буде квазiнеперервним у ко-
жнiй точцi x ∈ X.

Для цього покажемо, що звуження
g = f |U вiдображення f на кожну вiдкри-
ту непорожню множину U ⊆ X є майже
квазiнеперервним вiдображенням. Оскiль-
ки будь-який окiл довiльної точки топологi-
чного простору мiстить вiдкритий окiл цiєї
точки, то обмежимось розглядом лише вiд-
критих околiв. Нехай U ⊆ X – довiльна вiд-
крита непорожня пiдмножина, x ∈ U – до-
вiльна точка множини U , V – довiльний вiд-
критий окiл точки f(x) в просторi Y . Вi-
зьмемо будь-яку вiдкриту множину G ⊆ X,
таку, що x ∈ G ⊆ U . Тому G – вiдкритий
окiл точки x як в X, так i в U . Розглянемо
звуження g = f |U вiдображення f на мно-
жину U . Оскiльки вiдображення f майже
квазiнеперервне у точцi x ∈ U ⊆ X, то iснує
множина A в X, така, що IntA 6= ∅, A ⊆ G
i f(A) ⊆ V . Тодi для вiдображення g має-
мо, що ∅ 6= G ∩ IntA ⊆ U , g(x) = f(x) ∈ V
i g(A) = f(A) ⊆ V . Внаслiдок довiльностi
вибору точки x ∈ U , звiдси випливає, що
вiдображення g майже квазiнеперервне.

Нехай знову ∅ 6= U ⊆ X – довiльна
вiдкрита множина i E – щiльна множина
в U . За умовою Y – регулярний простiр.
Тодi образ f(U) ⊆ Y також є регулярним
простором. Оскiльки множина C(f) всю-
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ди щiльна в X, то вона щiльна i в множи-
нi U . З попереднього випливає, що звуже-
ння g = f |U вiдображення f на множину U
є майже квазiнеперервним вiдображенням.
Отже, будучи точково розривним, вiдобра-
ження g задовольняє усi умови теореми 3
i тому воно ледь неперервне. Тодi, згiдно
з вище наведеною характерiзацiєю ледь не-
перервностi (1), маємо, що A = U ∩ E i
f(U) = g(U) ⊆ g(A) = f(A) ⊆ f(E).

Теорема 4 доведена.
З доведення теореми 4 безпосередньо ви-

пливає наступне твердження.
Теорема 5. Якщо виконуються умови

теореми 4, то f – сильно квазiнеперервне
вiдображення.

Розглянемо точково розривне вiдображе-
ння f : X → Y зi значеннями в регулярно-
му просторi Y , таке, що звуження g = f |U
вiдображення f на кожну вiдкриту непоро-
жню пiдмножину U ⊆ X є майже ледь не-
перервним вiдображенням. Нехай ∅ 6= U
– довiльна вiдкрита множина в просторi X.
Зрозумiло, що її образ f(U) – регулярний
простiр. При цьому множина C(f) точок
неперервностi вiдображення f щiльна в мно-
жинi U . Так само, як i в теоремi 4, вiзьмемо
звуження g = f |U вiдображення f на вiд-
криту множину U . Оскiльки g – точково
розривне i майже ледь неперервне вiдобра-
ження зi значеннями в регулярному просто-
рi g(U), де g(U) = f(U), то за теоремою 2
вiдображення g є ледь неперервним. Тодi,
згiдно з наведеними характерiзацiями ледь
неперервностi (1) та квазiнеперервностi (2),
звiдси маємо, що f -квазiнеперервне вiдобра-
ження.

З iншого боку, вiдомо [10, p.134], що якщо
вiдображення f є квазiнеперервним, то його
звуження g = f |U на кожну вiдкриту непо-
рожню пiдмножину U ⊆ X є також квазiне-
перервним i, отже, майже ледь неперервним
вiдображенням. З цього i попереднього ви-
пливає таке твердження, яке є доповненням
до теорем 2 i 4.

Теорема 6. Нехай X – топологi-
чний простiр, Y – регулярний простiр i
f : X → Y – точково розривне вiдображен-

ня. Тодi f є квазiнеперервним тодi i тiльки
тодi, коли звуження g = f |U вiдображення f
на кожну вiдкриту непорожню пiдмножину
U ⊆ X є майже ледь неперервним.

Теорема 6 залишається справедливою
для довiльних топологiчних просторiв X, Y
i довiльного вiдображення f , якщо в твер-
дженнi цiєї теореми замiнити майже ледь
неперервнiсть звуження g вiдображення f
на ледь неперервнiсть. Це безпосередньо
випливає з характерiзацiй ледь неперервно-
стi (1) та квазiнеперервностi (2) i результату
(Theorem 3), отриманого в [10, p.134].

Очевидно, що кожне квазiнеперервне
вiдображення є майже квазiнеперервним.
Враховуючи, що сильна квазiнеперервнiсть
рiвносильна одночаснiй квазiнеперервно-
стi та точковiй розривностi [6], згiдно з
теоремою 4, маємо ще одне твердження.

Теорема 7. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр. Тодi для
точково розривного вiдображення f : X →
Y наступнi умови рiвносильнi:

а) f сильно квазiнеперервне;
б) f квазiнеперервне;
в) f майже квазiнеперервне.
Що стосується псевдоквазiнеперервностi,

то вона не рiвносильна квазiнеперервностi
навiть за умови точкової розривностi вiд-
ображень в евклiдових просторах. На це
вказує такий приклад [5, с.115].

Приклад 2. Функцiя f : R → R, яка
визначається так:

f(x) =
{

1,x=0,
0,x 6=0

псевдоквазiнеперервна i, очевидно, точково
розривна, але вона не є квазiнеперервною.
Отже, ця функцiя, будучи точково розрив-
ною i псевдоквазiнеперервною, не задоволь-
няє жодної з рiвносильних умов, наведених
в теоремi 7.

4. Точкова розривнiсть та псевдо-
квазiнеперервнiсть. Вiдомо [5, с.58], що
для псевдоквазiнеперервного вiдображення
f зi значеннями в топологiчному просторi Y ,
який задовольняє другу аксiому злiченностi,
множина D(f) точок розриву є першої ка-
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тегорiї. Звiдси вiдразу випливає для берiв-
ського простору X точкова розривнiсть вiд-
ображення f : X → Y як тiльки воно є псев-
доквазiнеперервним. Приклад, наведений в
[5, с.117], показує, що обернене твердження
не вiрне. Отже, не кожне точково розрив-
не вiдображення є псевдоквазiнеперервним.
У наступному твердженнi встановлюються
умови, за яких точково розривне вiдображе-
ння є псевдоквазiнеперервним.

Теорема 8. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр i точково
розривне вiдображення f : X → Y задо-
вольняє наступну умову:

(∗) якщо пiдмножина N ⊆ Y , N 6= f(X)
нiде не щiльна в Y , то її прообраз f−1(N)
нiде не щiльний в X.

Тодi вiдображення f псевдоквазiнепе-
рервне.

Доведення. Оскiльки псевдоквазiнепе-
рервнiсть рiвносильна простiй неперервно-
стi [5, с.118], то досить переконатися в тому,
що прообраз кожної вiдкритої в Y множи-
ни є просто вiдкритою множиною, тобто є
об’єднанням вiдкритої i нiде не щiльної мно-
жин в X.

Нехай вiдображення f не є псевдоква-
зiнеперервним i, отже, воно не є просто
неперервним. Тодi iснує вiдкрита непоро-
жня множина V в Y така, що множина
Fr(f−1(V )) щiльна в деякiй вiдкритiй
непорожнiй множинi U в X. Внаслiдок
замкненостi будь-якої межi, маємо, що
U ⊆ Fr(f−1(V )) = f−1(V ) ∩X \ f−1(V ),
або, що те саме, U ⊆ f−1(V ) i
U ⊆ X \ f−1(V ). Множина FrV = V \ V
нiде не щiльна в Y . Тому за умовою (∗)
її прообраз f−1(FrV ) нiде не щiльний в
X. Оскiльки множина C(f) точок непе-
рервностi вiдображення f всюди щiльна
в X i, отже, щiльна в U , то iснує точка
x0 ∈ (U \ f−1(FrV )) ∩ C(f) 6= ∅. Мо-
жливi два випадки: або f(x0) ∈ V , або
f(x0) ∈ f(X) \ V .

Припустимо спочатку, що
f(x0) ∈ f(X) \ V . Оскiльки Y – регу-
лярний простiр i x0 ∈ C(f), то iсну-
ють вiдкритi множини V1 в Y та U1 в

X такi, що f(x0) ∈ V1, V1 ∩ V = ∅ i
x0 ∈ U1 ⊆ U, f(U1) ⊆ V1. Тодi з того, що
U ⊆ f−1(V ) випливає, що U1 ∩ f−1(V ) 6= ∅.
Отже, f(U1) ∩ V 6= ∅. Отримали супере-
чнiсть з тим, що f(U1) ⊆ f(X) \ V .

Нехай тепер f(x0) ∈ V . Оскiльки x0

– точка неперервностi вiдображення f , то
iснує вiдкрита в X множина U0 ⊆ U така,
що x0 ∈ U0 i f(U0) ⊆ V . Внаслiдок того,
що U ⊆ X \ f−1(V ) випливає, що множина
X \ f−1(V ) щiльна в U0. Тодi з одного бо-
ку f(U0) ∩ (f(X) \ V ) 6= ∅, а з iншого боку
f(U0) ⊆ V . Знову одержали суперечнiсть.
Таким чином, припущення хибне. Теорема
8 доведена.

Умови теореми 8 не можна послабити,
вiдмовившись вiд вимоги (∗). На це вказує
приклад, який згадувався ранiше i наведе-
ний в [5, с.117]. Ось вiн.

Приклад 3. Нехай Q – множина рацiо-
нальних точок. Функцiю f : R → R визна-
чимо так:

f(x) =
{ 1
n
,x=m

n
∈Q,

0,x∈R\Q.

.
Побудована функцiя вiдома як функцiя

Рiмана. Функцiя f не є псевдоквазiнепе-
рервною, однак вона точково розривна i не
задовольняє умову (∗) теореми 8, бо множи-
на N = {0} нiде не щiльна в R, а її прообраз
f−1(N) = R \ Q – всюди щiльна множина
iррацiональних точок.

Якщо для вiдображення f виконується
f(X)\Intf(X) = ∅, то в умовi (∗) теореми 8
можна вимагати нiде не щiльнiсть пiдмно-
жини N лише в самому образi f(X). Отже,
справедливе таке твердження.

Теорема 9. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр i f : X → Y
– точково розривне вiдображення, що задо-
вольняє такi умови:

1) f(X) ⊆ Intf(X);
2) прообраз f−1(N) довiльної нiде не

щiльної в образi f(X) множини N нiде не
щiльний в X.

Тодi f – псевдоквазiнеперервне вiдобра-
ження.
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Доведення. Вiдомо [11, с.77], що
якщо множина M нiде не щiльна в Y , то
перетин M ∩ Intf(X) нiде не щiльний в
множинi Intf(X). Враховуючи умову 1)
маємо, що Intf(X) ⊆ f(X) ⊆ Intf(X).
Звiдси випливає, що
Intf(X) ⊆ f(X) ⊆ Intf(X) = Intf(X),
тобто f(X) = Intf(X). Оскiльки перетин
M ∩ f(X) нiде не щiльний в замиканнi
образа f(X), то множина M ∩ f(X) нiде не
щiльна в образi f(X) [11, с.77]. Тому кожна
множина N ⊆ f(X), яка нiде не щiльна в Y ,
буде нiде не щiльною i в образi f(X). Отже,
якщо пiдмножина N ⊆ f(X) нiде не щiльна
в просторi Y , то за умовою 2) її прообраз
f−1(N) є нiде не щiльною множиною в
просторi X. Тодi, згiдно з теоремою 8,
вiдображення f псевдоквазiнеперервне.

Якщо при вiдображеннi f для кожної
множини A ⊆ X, IntA 6= ∅ маємо
Intf(A) 6= ∅, то умову (∗) теореми 8 можна
послабити, замiнивши її на умову 2) теоре-
ми 9. Тодi, беручи до уваги теореми 8 i 9,
приходимо до такого твердження.

Теорема 10. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – регулярний простiр i f : X → Y
– точково розривне вiдображення, для якого
виконуються умови:

1) якщо A ⊆ X i IntA 6= ∅, то
Intf(A) 6= ∅;

2) прообраз f−1(N) довiльної нiде не
щiльної в f(X) множини N нiде не щiльний
в X.

Тодi вiдображення f псевдоквазiнепе-
рервне.

Доведення. Переконаємось споча-
тку в тому, що f(C(f)) ⊆ Intf(X).
Припустимо, що це не так. Тодi
f(C(f)) ∩ (f(X) \ Intf(X)) 6= ∅. Отже,
iснують точка y0 ∈ f(C(f)) i, внаслiдок
регулярностi простору Y , вiдкритий в Y ї ї
окiл V0 такий, що V0 ∩ Intf(X) = ∅. Нехай
x0 ∈ f−1(y0) ∩ C(f). Тодi iснує вiдкритий в
X окiл U0 точки x0 такий, що f(U0) ⊆ V0.
Звiдси, згiдно з умовою 1) маємо, що
Int(V0 ∩ f(X)) 6= ∅. А це неможливо, тому
що V0 ∩ f(X) ⊆ f(X) \ Intf(X). Отже,
припущення не вiрне.

Вiзьмемо замикання Intf(X) внутрi-
шностi образа f(X). З доведення те-
ореми 9 випливає, що кожна множина
N ⊆ f(X) ∩ Intf(X), яка нiде не щiльна
в Y , нiде не щiльна i в f(X). Зокрема
перетин f(X) ∩ Fr(Intf(X)), будучи нiде
не щiльною множиною в Y , нiде не щiль-
ний в f(X). Тому за умовою 2) множина
f−1(f(X) ∩ Fr(Intf(X))) нiде не щiльна в
X.

Розглянемо тепер доповнення
f(X) \ Intf(X) замикання внутрi-
шностi образа f(X). Його прообраз
f−1(f(X) \ Intf(X)) є нiде не щiльною
множиною в X. Якщо це не так, то iснує
вiдкрита непорожня множина G1 в X, така,
що множина f−1(f(X) \ Intf(X)) щiльна в
G1. Оскiльки множина точок неперервностi
C(f) щiльна в X ⊇ G1, то iснують точка
x1 ∈ C(f) \ f−1(f(X) ∩ Fr(Intf(X))) i
вiдкрита в X множина U1 ⊆ G1, такi, що
x1 ∈ U1 i f(U1) ⊆ Intf(X), всупереч тому,
що f(U1) ∩ (f(X) \ Intf(X)) 6= ∅.

Нехай N ⊆ f(X) – довiльна пiд-
множина. Образ f(X) можна записа-
ти у виглядi об’єднання двох множин
f(X) \ Intf(X) i f(X) ∩ Intf(X). Тодi
N = (N ∩ (f(X) \ Intf(X))) ∪ (N ∩ Intf(X))
i f−1(N) є об’єднанням двох про-
образiв f−1(N ∩ (f(X) \ Intf(X))) та
f−1(N ∩ Intf(X)). Згiдно з доведе-
ним f−1(f(X) \ Intf(X)) – нiде не
щiльна множина в X. Тому множина
f−1(N ∩ (f(X) \ Intf(X))) теж нiде не
щiльна в X. Якщо N ⊆ f(X) – нiде
не щiльна множина в Y , то пiдмножина
N ∩ Intf(X) ⊆ f(X) ∩ Intf(X) нiде не
щiльна в образi f(X) i, отже, її прообраз
f−1(N ∩ Intf(X)) нiде не щiльний в X.
Звiдси випливає, що прообраз f−1(N) нiде
не щiльної в Y множини N ⊆ f(X) є нiде
не щiльною множиною в X. Оскiльки при
цьому вiдображення f точково розривне, то
воно задовольняє усi умови теореми 8. Тому
f – псевдоквазiнеперервне вiдображення.
Теорема доведена.

Умови в теоремах 8, 9 та 10 є iстотними.
Жодну з цих умов не можна вiдкинути. На
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це вказує ще один приклад , який наведений
в [12, с.34].

Приклад 4. Нехай, як i в прикладi 3,
Q – множина рацiональних точок. Функцiю
f : R→ R визначимо так:

f(x) =
{
x,x∈Q,
−x,x∈R\Q.

Ця функцiя бiєктивна i множина її зна-
чень – весь простiр R. Очевидно, що зву-
ження g1 = f |Q i g2 = f |R\Q функцiї f
вiдповiдно на множини Q та R \ Q є го-
меоморфiзмами. Нехай N – довiльна нi-
де не щiльна множина в образi f(R). Зро-
зумiло, що кожна з множин N ∩ f(Q) i
N ∩ f(R \ Q) нiде не щiльна вiдповiдно в
множинi f(Q) та в множинi f(R \ Q). То-
му їх прообрази f−1(N ∩ f(Q)) = g−1

1 (N) та
f−1(N ∩ f(R \Q)) = g−1

2 (N) нiде не щiльнi
як в множинi Q, так i в множинi R\Q, а, от-
же, нiде не щiльнi в просторi R. Тодi множи-
на f−1(N) = f−1(N∩f(Q))∪f−1(N∩f(R\Q))
нiде не щiльна в R. Отже, умова (∗) теоре-
ми 8 виконується. Однак, функцiя f не є
точково розривною (вона неперервна лише в
однiй точцi x = 0 i розривна в усiх iнших то-
чках простору R) i не є псевдоквазiнеперерв-
ною (для будь-якого вiдкритого iнтервала I
в R\{0} виконується f(I\Q) ⊆ R\f(I ∩Q)).

Цей приклад демонструє, що з умови (∗)
теореми 8 не випливає точкова розривнiсть
i псевдоквазiнеперервнiсть вiдображення.

Автор вдячна Маслюченку Володимиру
Кириловичу i Нестеренку Василю
Володимировичу за цiннi зауваження
та поради, якi допомогли пiдготувати цю
статтю.
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9. Borsík, J., Doboš, J. (1991). On decompositions
of quasicontinuity. Real Analysis Exchange, 16, 292-
305.

10. Noiri, T. (1973). On semi-continuous mappi-
ngs. Atti della Accademia nazionale dei Lincei.
Rendiconti della Classe di scienze fisiche, matematiche
e naturali, Serie 8, 54, 132-136.

11. Куратовский, К. (1966). Топология, (Том 1).
Москва: Мир.

12. Гелбаум, Б., Олмстед, Дж. (1967). Контр-
примеры в анализе. Москва: Мир.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 1–2. 103


