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УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМ ПРО ЗВ’ЯЗКИ МIЖ НАРIЗНИМИ I
СУКУПНИМИ АНАЛОГАМИ НЕПЕРЕРВНОСТI

Показано, що для берiвського простору X, топологiчного простору Y з не бiльш, нiж
злiченною псевдобазою i топологiчного простору Z кожне горизонтально ледь неперервне
вiдображення f : X × Y → Z, у якого множина тих точок x ∈ X, що вертикальний x-
розрiз fx = f(x, ·) : Y → Z є майже ледь неперервним, залишкова в X, є сукупно майже ледь
неперервним. Ця теорема розвиває попереднi результати Я.Борсiка, О.Ванксо i В.Маслюченка
на цю тему.

We prove the following result. Let X be a Baire space, Y a topological space with at most
countable pseudobase, Z a topological space and let a mapping f : X × Y → Z be horizontal
somewhat continuous. Assume that the set of all points x ∈ X for which the vertical x-section
fx = f(x, ·) : Y → Z is nearly somewhat continuous, is residual in X. Then f is jointly nearly
somewhat continuous. This theorem develops previous results on the subject of Ya.Borsik, O.Vancso
and V.Maslyuchenko.

1.Вступ. В оглядi З.Пьотровського [1]
було сформульовано три питання щодо
зв’язкiв мiж деякими нарiзними i сукупни-
ми послабленнями неперервностi. Одне з
них стосувалося зв’язку мiж нарiзною ледь
неперервнiстю i сукупною майже ледь не-
перервнiстю. Вiдповiдь на це питання була
отримана у працях [2-4]. Пiзнiше в працi [5]
були одержанi значно загальнiшi результа-
ти на цю тему. Зокрема, там замiсть класу
SS нарiзно ледь неперервних вiдображень
розглядалися ширшi класи ShSn i ShS го-
ризонтально ледь неперервних вiдображень,
якi майже ледь неперервнi чи ледь непе-
рервнi вiдносно другої змiнної вiдповiдно, i
встановлювалося, що всi функцiї з цих кла-
сiв мають певнi сукупнi властивостi, напри-
клад, вказувалися умови на простори X, Y i
Z, за яких виконується включення ShSn(X×
Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z), а не тiльки включе-
ння SS(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z), як бу-
ло ранiше. Правда, цей загальнiший резуль-
тат про включення ShSn ⊆ Sn не охоплю-
вав результат Я.Борсiка з [2], оскiльки в йо-
го теоремi ледь неперервнiсть вiдносно дру-
гої змiнної вимагалася не для всiх точок x
з X, а лише для точок з деякої залишко-
вої в X множини, тобто замiсть класу SS
у нього розглядався клас, який ми позна-

чаємо символом SS̃. Тому постало питання
про пiдсилення результату з [5] так, щоб во-
но включало i результат Я.Борсiка [2], тоб-
то про отримання теореми про включення
ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z).

У цiй статтi ми, модифiкуючи мiркуван-
ня з [5], отримуємо теорему про включення
ShS̃n ⊆ Sn. Крiм того, узагальнюємо i твер-
дження про три iнших включення з теореми
4 працi [5]. До того ж, ми даємо вiдповiдь
на одне питання, поставлене в [3]. Попереднi
версiї поданих тут результатiв були анонсо-
ванi в тезах [6-8].

2. Основнi означення i позначення.
Нехай X i Y – топологiчнi простори, f :
X → Y – вiдображення i x ∈ X. Кажуть, що
f ледь неперервне, ледь майже неперервне,
квазiнеперервне чи майже квазiнеперервне
в точцi x, якщо воно задовольняє вiдповiд-
но одну з наступних умов:

S : для кожного околу V точки f(x) в Y
iснує така вiдкрита непорожня множина G
в X, що f(G) ⊆ V ;

Sn : для кожного околу V точки f(x) в Y
iснує така множина A в X, що intA 6= ∅ i
f(A) ⊆ V ;

K : для довiльних околiв U i V точок x
i f(x) у просторах X i Y вiдповiдно iснує
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така вiдкрита непорожня множина G в X,
що G ⊆ U i f(G) ⊆ V ;

Kn : для довiльних околiв U i V точок
x i f(x) у просторах X i Y вiдповiдно iснує
така множина A у просторi X, що A ⊆ U ,
intA 6= ∅ i f(A) ⊆ V .

Вiдображення називається ледь непе-
рервним, ледь майже неперервним, квазi-
неперервним чи майже квазiнеперервним,
якщо воно є таким у кожнiй точцi просто-
ру X. Цi властивостi позначаються вiдпо-
вiдно символами S, Sn, K i Kn, а сукупностi
всiх таких функцiй f : X → Y – символами
S(X, Y ), Sn(X, Y ), K(X,Y ) i Kn(X, Y ). Вза-
галi, для довiльної властивостi P вiдобра-
жень символ P (X, Y ) означає сукупнiсть
всiх вiдображень f : X → Y , якi мають вла-
стивiсть P .

Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори i
f : X × Y → Z – вiдображення. Для то-
чки p = (x, y) ∈ X × Y покладемо fx(y) =
fy(x) = f(x, y). Для властивостi P вiдобра-
жень нехай

XP (f) = {x ∈ X : fx ∈ P (Y, Z)}
i

YP (f) = {y ∈ Y : fy ∈ P (X,Z)}
Якщо Q ще одна властивiсть вiдображень,
то ми покладаємо:

PQ(X × Y, Z) = {f ∈ ZX∈Y :

XQ(f) = X i YP (f) = Y };

PQ̃(X × Y, Z) = {f ∈ ZX∈Y :

XQ(f) залишкова в X i YP (f) = Y }.
Нагадаємо, що залишкова множина B у

топологiчному просторi X – це множина, до-
повнення A = X\B до якої є множиною
першої категорiї, тобто подається у виглядi

A =
∞⋃

n=1

An, де множини An нiде не щiльнi в

X, що означає, що intAn 6= ∅.
Вiдображення f : X×Y → Z називається

горизонтально ледь неперервним чи гори-
зонтально квазiнеперервним у точцi p =
(x, y) ∈ X × Y , якщо вона задовольняє вiд-
повiдно одну з наступних умов:

Sh : для довiльного околу W точки f(x, y)
у просторi Z iснують вiдкрита непорожня
множина G в X i точка b ∈ Y , такi, що
f(G× {b}) ⊆ W ;

Kh : для довiльних околiв U, V i W точок
x, y i f(x, y) у просторах X,Y i Z вiдповiдно
iснують вiдкрита непорожня множина G в
X i точка b ∈ Y , такi, що G ⊆ U, b ∈ V i
f(G× {b}) ⊆ W .

Вiдображення f : X × Y → Z назива-
ється горизонтально ледь неперервним чи
горизонтально квазiнеперервним, якщо во-
но є таким у кожнiй точцi p = (x, y) добутку
X×Y . Цi властивостi ми позначаємо симво-
лами Sh, Kh вiдповiдно.

Нехай Q – деяка властивiсть вiдобра-
жень. Ми покладаємо

ShQ(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y :

f ∈ Sh(X × Y, Z) i XQ(f) = X},

ShQ̃(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y :

f ∈ Sh(X × Y, Z) i XQ(f) залишкова в X}.
Аналогiчно вводяться класи

KhQ(X × Y, Z) i KhQ̃(X × Y, Z).
Нарештi, вiдображення f : X × Y → Z

називається змiшано майже ледь неперерв-
ним у точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для
кожного околу W точки f(x, y) у Z iснують
множини A i V у просторах X i Y вiдповiд-
но, такi, що intA 6= ∅, V – вiдкрита непоро-
жня в Y i f(A × V ) ⊆ W , i просто змiша-
но майже ледь неперервним, якщо воно є
таким у кожнiй точцi добутку X ×Y . Суку-
пнiсть усiх таких вiдображень f : X×Y → Z
позначається символом Pns(X × Y, Z).

3. Допомiжнi твердження. Ми будемо
спиратися надалi на такi два твердження.

Лема 1. Нехай G – вiдкрита множина у
просторi X, A ⊆ X i G ⊆ A . Тодi G ⊆ G ∩ A.

Доведення. Нехай x ∈ G. Тодi x ∈ A,
адже G ⊆ A. Множина G, будучи вiдкри-
тою, є околом кожної своєї точки, зокрема,
точки x. Нехай U – довiльний окiл точки x в
X. Тодi U ∩G теж буде околом точки x. Але
ж x – це точка дотику множини A, отже ,
(U ∩G)∩A 6= ∅. Тодi i U ∩ (G ∩ A) 6= ∅,
отже, x ∈ G ∩ A.
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Кажуть, що топологiчний простiр X бе-
рiв чи берiвський, якщо кожна непорожня
вiдкрита множина G в X є множиною дру-
гої категорiї, тобто не є множиною першої
категорiї.

Лема 2. Нехай X – берiвський простiр,
E – залишкова множина в X i G – вiдкрита
непорожня множина в X. Тодi перетин E∩G
є множиною другої категорiї в X.

Доведення. За умовою доповнення
X\E – це множина першої категорiї в
X. Оскiльки G\E ⊆ X\E, то i рiзниця
G\E буде множиною першої категорiї в
X. Оскiльки X – берiвський простiр, то
G – це множина другої категорiї в X. Але
G = (G∩ E)∪ ( G \ E). Якби перетин G∩E
був множиною першої категорiї, то такою
ж була б i множина G, адже об’єднання
двох множин першої категорiї залишається
множиною першої категорiї. Але G – це
множина другої категорiї, отже, таким же
буде i перетин G ∩ E.

Як i в [5] ми будемо використовувати
одну властивiсть горизонтально квазiнепе-
рервних вiдображень [5, теорема 2] i наслi-
док з неї [5, теорема 3].

Лема 3. Нехай X,Y i Z – топологiчнi про-
стори, U i V – вiдкритi множини у просто-
рах X i Y вiдповiдно, A ⊆ X, U ⊆ A i f :
X×Y → Z – горизонтально квазiнеперервне
вiдображення. Тодi f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Лема 4. Нехай X, Y i Z – топологiчнi
простори, причому простiр X регулярний,
i f : X × Y → Z – горизонтально квазiне-
перервне i змiшано майже ледь неперервне
вiдображення. Тодi f буде сукупно ледь не-
перервним.

4. Основнi результати. Наступна тео-
рема узагальнює теорему 4 з [5]. Нагадає-
мо, що псевдобазою топологiчного простору
Y називається така система V його вiдкри-
тих множин, що для кожної вiдкритої непо-
рожньої множини G в X iснує непорожня
множина V з V , така, що V ⊆ G.

Теорема 1. Нехай X – берiвський
простiр, Y – топологiчний простiр, який
має не бiльш, нiж злiченну псевдобазу
V = { Vn : n ∈ N} i Z – довiльний
топологiчний простiр. Тодi:

(i) ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z);

(ii) ShS̃(X × Y, Z) ⊆ Pns(X × Y, Z);

(iii) KhK̃n(X × Y, Z) ⊆ Kn(X × Y, Z);

(iv) KhK̃(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z), якщо
простiр Z регулярний.

Доведення. (i). Нехай f ∈ ShS̃n(X × Y, Z)
i p0 ∈ X × Y . Доведемо, що вiдображення f
майже ледь неперервне в точцi p0.

Нехай W – вiдкритий окiл точки z0 =
f(p0) у просторi Z. Оскiльки f горизонталь-
но ледь неперервне в точцi p0, то iснують
вiдкрита непорожня множина G в X i то-
чка b ∈ Y , такi, що f(G × {b}) ⊆ W . Для
кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ G : (∃Bn,x)(Bn,x ⊆ Vn ⊆ Bn,x)

i (fx(Bn,x) ⊆ W )}.
За умовою множина T = XSn(f) є зали-

шковою в X. Оскiльки множина G вiдкри-
та в X i непорожня, то за лемою 2 перетин
P = G ∩ T – це множина другої категорiї в
X.

Доведемо, що P ⊆
∞⋃

n=1

An. Справ-

дi, нехай x ∈ P . Тодi вiдображення
fx : Y → Z буде майже ледь непе-
рервним, адже x ∈ T , зокрема, воно бу-
де таким i в точцi b. Оскiльки x ∈ G, то
fx(b) = f(x, b) ∈ f(G× { b }) ⊆ W , отже
fx(b) ∈ W . З вiдкритостi W випливає, що W
– це окiл точки fx(b). Вiдображення fx май-
же ледь неперервне, тому iснує така множи-
на B в Y , що H = intB 6= ∅ i fx(B) ⊆ W .
Оскiльки H – це вiдкрита непорожня мно-
жина в Y , а V – псевдобаза, то iснує та-
кий номер n, що ∅ 6= Vn ⊆ H. Покладемо
Bn,x = B ∩ Vn. Оскiльки Vn ⊆ H ⊆ B, то
Vn ⊆ B i Bn,x ⊆ Vn ⊆ Bn,x за лемою 1. Крiм
того, fx(Bn,x) ⊆ fx(B) ⊆ W . Отже, x ∈ An i
потрiбне включення доведене.

Оскiльки P – це множина другої кате-

горiї в X i P ⊆
∞⋃

n=1

An , то iснує такий

номер m, що Am буде десь щiльною мно-
жиною, тобто U = intAm 6= ∅. За лемою
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1 для множини A = U ∩ Am будемо ма-
ти, що A ⊆ U ⊆ A. Покладемо V = Vm i
E =

⋃
x∈A

({x} × Bm,x). Оскiльки A ⊆ Am,

то f({x} × Bm,x) = fx(Bm,x) ⊆ W для
кожного x ∈ A. Тому

f(E) =
⋃
x∈A

f({x} × Bm,x) ⊆ W.

Оскiльки U ⊆ A i V ⊆ Bm,x для кожного
x ∈ A, то, як легко перевiрити, U ×V ⊆ E.
Тому intE 6= ∅, адже intE ⊇ U × V 6= ∅ i
множина U×V вiдкрита в X×Y . Це показує,
що вiдображення f є майже ледь неперерв-
ним в точцi p0.

(ii). Нехай f ∈ ShS̃(X × Y, Z). Покажемо,
що f ∈ Pns(X×Y, Z). Нехай p0 ∈ X×Y i W –
вiдкритий окiл точки z0 = f(p0) у просторi
Z. З горизонтальної ледь неперервностi вiд-
ображення f у точцi p0 випливає, що iсну-
ють вiдкрита непорожня множина G в X i
точка b ∈ Y , такi, що f(G × {b}) ⊆ W .
Покладемо T = XS(f), P = G ∩ T i An =
{x ∈ G : fx(Vn) ⊆ W}. Оскiльки для ко-
жного x ∈ P вiдображення fx ледь непе-

рервне, то, як легко перевiрити, P ⊆
∞⋃

n=1

An.

З леми 2 випливає, що P є множиною дру-
гої категорiї, отже, iснує такий номер m, що
U = intAm 6= ∅. За лемою 1 для множини
A = U∩Am будемо мати, що A ⊆ U ⊆ A. Не-
хай V = Vm i E = A× V . Оскiльки A ⊆ Am,
то fx(V ) = fx(Vm) ⊆ W для кожного
x ∈ A.

Таким чином, f(A × V ) ⊆ W i
intA = U 6= ∅, отже, вiдображення f
є змiшано майже ледь неперервним у точцi
p0, а значить, f ∈ Pns(X × Y, Z).

(iii). Нехай f ∈ KhK̃n(X × Y, Z) i p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y . Доведемо, що f є май-
же квазiнеперервним у точцi p0. Розглянемо
довiльнi вiдкритi околи U точки x0 у про-
сторi X i V точки y0 у просторi Y . Для
того, щоб вiдображення f було майже ква-
зiнеперервним у точцi p0, досить показати,
що звуження g = f |U×V є майже ледь не-
перервним у точцi p0. Оскiльки множини
U i V вiдкритi у вiдповiдних просторах, то

XKn(f) ∩ U ⊆ UKn(g) ⊆ U . За умовою мно-
жина XKn(f) є залишковою в X, тобто до-
повнення X\XKn(f) є множиною першої ка-
тегорiї в X. Але

U\UKn(g) ⊆ U\(XKn(f) ∩ U) =

= U\XKn(f) ⊆ X\XKn(f),

отже, i U\UKn(g) – це множина першої ка-
тегорiї в X. Але множина U вiдкрита в X i
U\UKn(g) ⊆ U , тому рiзниця U\UKn(g) бу-
де множиною першої категорiї i в пiдпро-
сторi U , а значить, множина UKn(g) буде за-
лишковою в U . З вiдкритостi U i V легко
вивести, що звуження g буде теж горизон-
тально квазiнеперервною функцiєю як i f .
Таким чином, g ∈ KhK̃n(U × V, Z) i тим
бiльше g ∈ ShS̃n(U × V, Z). Вiдкритий пiд-
простiр U берiвського простору X сам буде
берiвським простором, а вiдкритий пiдпро-
стiр V простору Y з не бiльш, нiж злiчен-
ною псевдобазою сам буде мати не бiльш,
нiж злiченну псевдобазу. Тому ми можемо
застосовувати твердження (i), згiдно з яким
g ∈ Sn(U×V, Z), зокрема, g буде майже ледь
неперервним у точцi p0, що й треба було до-
вести.

(iv). Нехай f ∈ KhK̃(X × Y, Z) i
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Доведемо, що вiд-
ображення f квазiнеперервне в точцi p0. Не-
хай U – вiдкритий окiл точки x0 в X i V
– вiдкритий окiл точки y0 в Y . Для дове-
дення квазiнеперервностi вiдображення f у
точцi p0 досить показати, що його звуження
g = f |U×V буде ледь неперервним у точцi p0.
Легко перевiрити, що g ∈ KhK̃(U × V, Z), а
значить, i g ∈ ShS̃(U × V, Z). З тверджен-
ня (ii) випливає, що вiдображення g змiша-
но майже ледь неперервне. Оскiльки воно
ще й горизонтально неперервне, то за лемою
4 g буде ледь неперервним вiдображенням,
зокрема, буде таким i в точцi p0, що й треба
було довести.

5. Вiдповiдь на одне питання Ван-
ксо. У працi [3] О.Ванксо довiв, що включе-
ння SS(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z) виконує-
ться, коли X – берiвський простiр, Y – топо-
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логiчний простiр з другою аксiомою злiчен-
ностi i Z – метризовний простiр. Зрозумiло,
що цей результат легко вивести з тверджень
(i) чи (ii) теореми 1. Тут же вiн поставив пи-
тання: чи має мiсце вказане включення, ко-
ли X – берiвський простiр, Y – сепарабель-
ний простiр з першою аксiомою злiченностi
i Z – регулярний простiр? Сам автор висло-
вив припущення, що вiдповiдь на це питання
негативна. Насправдi ж це не так, що ми й
встановимо у даному пунктi. Для доведення
буде потрiбна

Лема 5. Нехай X – сепарабельний топо-
логiчний простiр з першою аксiомою злiчен-
ностi. Тодi X має не бiльш, нiж злiченну
псевдобазу.

Доведення. Нехай A = {an : n ∈ N} –
не бiльш, нiж злiченна всюди щiль-
на в X множина. Для кожного номе-
ра n iснує не бiльш, нiж злiченна ба-
за Un = {Un,k : k ∈ N} вiдкри-
тих околiв точки an. Легко перевiри-
ти, що не бiльш, нiж злiченна система

U =
∞⋃

n=1

Un = {Un,k : (n, k) ∈ N2} вiдкритих

непорожнiх в X множин буде псевдобазою
простору X. Справдi, нехай G – вiдкрита
непорожня множина в X. Оскiльки A = X,
то iснує такий номер n, що an ∈ G. Але
G – це окiл точки an, тому iснує такий
номер k, що Un,k ⊆ G. Це i показує, що U –
псевдобаза в X.

Звiдси легко виводиться результат, який
дає позитивну вiдповiдь на питання Ванксо.

Теорема 2. Нехай X – берiвський про-
стiр, Y – сепарабельний топологiчний про-
стiр з першою аксiомою злiченностi, Z –
довiльний топологiчний простiр. Тодi

ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z)

i
ShS̃(X × Y, Z) ⊆ Pns(X × Y, Z).

Доведення. Це негайно випливає з леми 5
i тверджень (i) та (ii) теореми 1.

Оскiльки

SS(X×Y, Z) ⊆ ShS̃n(X×Y, Z) ⊆ ShS̃(X×Y, Z)

i Pns(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z),

то з теореми 2 випливає, що вiдповiдь на
питання Ванксо позитивна.

З теореми 1 випливають всi результати
праць [2 - 5], що дають вiдповiдь на пробле-
му Пьотровського i сумiжнi питання.
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