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УСЕРЕДНЕННЯ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ З МАКСИМУМОМ

Розглядається система дискретних рiвнянь, яка мiстить максимум стану на iнтервалi пере-
дiсторiї. Для такої системи обґрунтовано застосування методу усереднення у випадку неперi-
одичної та перiодичної правої частини. Доведено близкiсть розв’язкiв заданої та вiдповiдної
усередненої систем.
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The discrete system that described as difference equations with maximum is considered in
our paper. The application of the averaging method in the case of nonperiodic and periodic
righthand side is justified for such system. The proximity of solutions of the original system and
the corresponding averaged system is proved.
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1. Вступ
Стан будь-якої системи визначається су-

купнiстю станiв всiх її пiдсистем. Такi пiд-
системи подiляються на два типи: iз скiн-
ченним числом станiв i нескiнченним. Пiд-
системи першого типу називають дискре-
тними, а другого – неперервними. Далеко не
кожний динамiчний процес може бути пред-
ставлений у виглядi неперервної системи.
Наприклад, все, що ми знаємо в даний час
про нервову систему тварин i людини, вка-
зує на те, що вирiшальну роль в її роботi вi-
дiграє взаємодiя пiдсистем (нейронiв) з дис-
кретними станами. Для опису таких про-
цесiв використовуються системи рiзницевих
рiвнянь. Дискретнi системи з’являються та-
кож, наприклад, при моделюваннi процесiв,
якi вимiрюються через певнi промiжки ча-
су, або в яких присутнiй вплив iмпульсного
характеру.

В той же час поточний стан дослiджува-
ної системи може залежати вiд стану в попе-
реднi промiжки часу, тобто, мати характер
запiзнення. Iснує особливий тип систем iз
запiзненням, в якому еволюцiйнi рiвняння
мають залежнiсть вiд максимуму дослiджу-
ваної функцiї на деякому попередньому про-
мiжку часу, що вносить новi специфiчнi вла-
стивостi системи. Наприклад, в теорiї ав-
томатичного керування рiзними технiчними

системами, часто виникає закон регулюван-
ня, який ґрунтується на максимумi значень
деякого параметра в iнтервалi передiсторiї.
Тому дослiдження дискретних систем з ма-
ксимумом є актуальним.

Застосування асимптотичних методiв,
зокрема методу усереднення, для дослiдже-
ння складних систем з малим параметром
широко розповсюджене, протягом багатьох
рокiв здiйснювалася розробка методу усе-
реднення для систем рiзномiнтної природи.
Зокрема, обгрунтування методу усереднен-
ня для систем рiзницевих рiвнянь було здiй-
снене в роботах [1] i [2] за умови неперерв-
ностi функцiй, що знаходяться в правiй ча-
стинi рiвнянь. Загальна схема усереднення
систем дискретних рiвнянь стандартного ви-
ду та задач керування такимим системами
приведена в работi [3]. Застосування мето-
ду усереднення до дискретних систем iз за-
пiзненням та до вiдповiдних задач керуван-
ня представлене в роботi [4]. Застосування
методу усереднення для неперервних систем
з максимумом представлене в [5].

Дана стаття присвячена обгрунтуванню
методу усереднення для дискретних систем
iз максимумом у випадку перiодичної та не-
перiодичної правої частини.

Робота органiзована наступним чином: у
другiй секцiї ми даємо постановки задач, якi
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розглядаються, необхiднi означення та фор-
мюлювання теорем, у третiй секцiї наведено
доведення теорем.

2. Постановки задач та основнi ре-
зультати

2.1. Усереднненя неперiодичних
дискретних систем з максимумом

Розглянемо дискретну систему з макси-
мумом та з малим параметром:

xi+1 = xi + ε · f
(
i, xi,max

s∈Jhi
xs

)
,

xj = ψ(j), j ∈ Jh0 = {−h,−h+ 1, ..., 0} ,
(1)

де xi ∈ D ⊂ Rn – поточний стан си-
стеми, D – область у просторi Rn, iн-
декс i визначає поточний момент дискре-
тного часу, причому i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N},
Jhi = {i− h, i− h+ 1, ..., i}, N = E (Lε−1),
L = const, E (a) – цiла частина числа a,
f
(
i, xi,maxs∈Jhi xs

)
: I × D × D → Rn –

задана n-вимiрна функцiя, ε > 0 – малий
параметр, h – задане цiле число, яке визна-
чає величину iнтервалу передiсторiї, причо-
му 0 ≤ h < N , ψ(j) : Jh0 → Rn – задана
n-вимiрна функцiя.

Означення. Розв’язком системи дискре-
тних рiвняннь (1) будемо назвати {xi, i ∈ I}
– множину значеннь xi ∈ D, якi отриманi за
рекурентною формулою (1) у кожнiй точцi
дискретного часу i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N}.

Враховуючи, що максимум max
s∈Jhi

xs визна-

чений для довiльного i ∈ I та цiлого 0 ≤
h < N , розв’язок {xi, i ∈ I} системи дискре-
тних рiвняннь (1) iснує, якщо задана фун-
кцiя f

(
i, xi,maxs∈Jhi xs

)
визначена для всiх

xi ∈ D, i ∈ I та цiлого 0 ≤ h < N .
Нехай в системi (1) iснує середнє функцiї

f (i, w1, w2), тобто

f0

(
w1, w2

)
= lim

p→∞

1

p
·
q+p−1∑
j=q

f
(
j, w1, w2

)
(2)

рiвномiрно вiдносно цiлого q ≥ 0 i w1, w2 ∈
D.

Системi (1) поставимо у вiдповiднiсть на-
ступну усереднену систему:

yi+1 = yi + ε · f0

(
yi,max

s∈Jhi
ys

)
,

yj = ψ(j), j ∈ Jh0 = {−h,−h+ 1, ..., 0} .
(3)

Дослiдимо питання близкостi розв’язку
{xi, i ∈ I} системи (1) та розв’язку {yi, i ∈ I}
системи (3) на скiнченному асимптотично
великому промiжку дискретного часу i ∈
I = {0, 1, 2, ..., N}, N = E (Lε−1).

Теорема 1. Нехай в Q = {i ∈ I;xi ∈ D}
виконанi наступнi умови:

1) функцiя f (i, w1, w2) рiвномiрно обме-
жена сталою M та задовiльнює умову
Лiпшиця по w1, w2 зi сталою λ;

2) ψ(j) приймає скiнченнi значення на
множинi

{
j ∈ Jh0

}
;

3) рiномiрно вiдносно цiлого q ≥ 0 та w1,
w2 ∈ D iснує лiмiт (2);

4) розв’язок {yi, i ∈ I} усередненої систе-
ми (3) при yj = ψ(j) ∈ D′ ⊂ D, j ∈ Jh0
разом зi своїм ρ-околом належить обла-
стi D.

Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 iснує
ε0 (η, L) > 0, що для будь-якого ε ∈ (0, ε0]
та будь-якого i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N}, N =
E (Lε−1) виконується нерiвнiсть

‖xi − yi‖ ≤ η, (4)

де {xi, i ∈ I} i {yi, i ∈ I} – розв’язки систем
рiвняннь (1) i (3) вiдповiдно.

2.2. Усереднення перiодичних дис-
кретних систем з максимумом

Розглянемо систему

xi+1 = xi + ε · f
(
i, xi,max

s∈Jhi
xs

)
,

xj = ψ(j), j ∈ Jh0 = {−h,−h+ 1, ..., 0} ,
(5)

де функцiя f
(
i, xi,maxs∈Jhi xs

)
є перiоди-

чною, тобто для будь-якого i ∈ I виконує-
ться рiвнiсть

f

(
i+ T, xi,max

s∈Jhi
xs

)
=f

(
i, xi,max

s∈Jhi
xs

)
. (6)
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Тодi можемо побудувати середнє за перi-
одом:

f0

(
w1, w2

)
=

1

T

T∑
j=1

f
(
j, w1, w2

)
. (7)

Системi (5) поставимо у вiдповiднiсть на-
ступну усереднену систему:

yi+1 = yi + ε · f0

(
yi,max

s∈Jhi
ys

)
,

yj = ψ(j), j ∈ Jh0 = {−h,−h+ 1, ..., 0} .
(8)

Наступна теорема встановлює умови
близькостi розв’язку {xi, i ∈ I} системи (5)
та розв’язку {yi, i ∈ I} системи (8) на скiн-
ченному асимптотично великому промiжку
дискретного часу i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N},
N = E (Lε−1).

Теорема 2. Нехай в Q = {i ∈ I;xi ∈ D}
виконанi умови 1), 2) та 4) теореми 1 та,
окрiм того, функцiя f

(
i+ T, xi,maxs∈Jhi xs

)
є перiодичною по i, тобто задовольняє рiв-
нiсть (6).

Тодi для будь-якого L > 0 iснують такi
ε0 > 0 та C > 0, що для будь-якого ε ∈
(0, ε0] та будь-якого i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N},
N = E (Lε−1) виконується нерiвнiсть

‖xi − yi‖ ≤ Cε, (9)

де {xi, i ∈ I} и {yi, i ∈ I} – розв’язок систем
рiвняннь (5) i (8) вiдповiдно.

Запропонованi схеми усереднення мо-
жуть бути використанi при дослiдженнi
керованих дискретних систем з максиму-
мом, зокрема при обгрунтуваннi чисельно-
асимптотичного методу розв’язання задачi
оптимального керування дискретною систе-
мою з максимумом.

3. Доведення теорем
3.1. Доведення теореми 1
Доведення. Нехай {xi, i ∈ I} –

розв’язок вихiдної системи (1), а {yi, i ∈ I}
– розв’язок усередненої системи (3) при
xj = yj = ψ(j) ∈ D′ ⊂ D, j ∈ Jh0 =
{−h,−h+ 1, ..., 0}. Iз умови 4) теореми
маємо, що розв’язок усередненої системи
разом з ρ-околом належить областi D.

Виберемо довiльне η > 0, η ≤ ρ та зафi-
ксиємо його.

Систему (1) та усереднену систему (3) по-
дамо у виглядi

xi+1 = ψ(0) + ε

i∑
j=0

f

(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
, (10)

yi+1 = ψ(0) + ε
i∑

j=0

f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)
(11)

та оцiнимо рiзницю мiж вiдповiдними зна-
ченнями до моменту виходу xi з областi D:

‖xi+1 − yi+1‖ =

=

∥∥∥∥∥ε
i∑

j=0

f

(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
−

−ε
i∑

j=0

f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ ε

i∑
j=0

∥∥∥∥∥f
(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
−f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥+

+ε

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ (12)

Враховуєчи умову 1) теореми нерiвнiсть
(12) приймає вигляд:

‖xi+1 − yi+1‖ ≤

≤ ελ·
i∑

j=0

(
‖xj − yj‖+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

xs −max
s∈Jhj

ys

∥∥∥∥∥
)

+

+ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤ 2ελ ·
i∑

j=0

δj+

+ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ , (13)
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де
δj = max

l∈Jhj
‖xl − yl‖ . (14)

Нерiвнiсть (13) виконується для будь-
якого i ∈ {0, 1, 2, ..., N − 1}, тодi

δN ≤ 2ελ ·
N−1∑
j=0

δj+

+ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ . (15)

Для оцiнки другого доданку у нерiвностi
(15) виберемо позитивне цiле значення p (ε),
яке має наступнi властивостi:

lim
ε→0

p (ε) = +∞, lim
ε→0

ε · p (ε) = 0. (16)

На множинi I = {0, 1, 2, ..., N} зафiксу-
ємо точки kp, якi вiддаленi одна вiд одної
на вiдстань p = p (ε), при цьому отримає-
мо повiльно мiнливий час. Вибiр значеннь k
визначимо iз умови

kp ≤ L

ε
, (17)

тому

Nk = E

(
L

εp

)
, (18)

k ∈ Ik = {0, 1, 2, ..., Nk} .
Виберемо довiльний момент часу i ∈ I

та визначимо вiдповiдне значення повiльно-
го часу k ∈ Ik таке, що i ∈ [kp, (k + 1) · p).
Щоб оцiнити другий доданок у (15), видiли-
мо окремо суму на k-ому промiжку:∥∥∥∥∥

i∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥
kp−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
i∑

j=kp

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ . (19)

В нерiвностi (19) оцiнимо спочатку дру-
гий доданок. Так як за умови 1) теоре-
ми функцiя f (·, ·, ·) рiвномiрно обмежена, то
обмеженим є її середє, яке отримане за фор-
мулою (2). Отже, при i ∈ [kp, (k + 1) · p) ма-
ємо ∥∥∥∥∥

i∑
j=kp

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

i∑
j=kp

∥∥∥∥∥f
(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥+

+
i∑

j=kp

∥∥∥∥∥f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤ 2pM. (20)

Тепер перетворимо перший доданок у
(19) наступним чином:∥∥∥∥∥

kp−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f

(
j, ylp,max

s∈Jhlp
ys

)]∥∥∥∥∥+
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+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, ylp,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
ylp,max

s∈Jhlp
ys

)]∥∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)p−1∑
j=lp

[
f0

(
ylp,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

(l+1)p−1∑
j=lp

∥∥∥∥∥f
(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f

(
j, ylp,max

s∈Jhlp
ys

)∥∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, ylp,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
ylp,max

s∈Jhlp
ys

)]∥∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

(l+1)p−1∑
j=lp

∥∥∥∥∥f0

(
ylp,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ 2λ ·

k−1∑
l=0

(l+1)p−1∑
j=lp

(‖yj − ylp‖+

+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

ys −max
s∈Jhlp

ys

∥∥∥∥∥
)

+

+p ·
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥1

p

(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, ylp,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
ylp,max

s∈Jhlp
ys

)]∥∥∥∥∥ . (21)

Використовуючи умову 1) теореми та
враховуючи, що j ∈ (lp, (l + 1) · p], оцiнимо
складовi першого доданку в (21).

(l+1)p−1∑
j=lp

(
‖yj − ylp‖+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

ys −max
s∈Jhlp

ys

∥∥∥∥∥
)
≤

≤
(l+1)p−1∑
j=lp

(
ε

j−1∑
r=lp

∥∥∥∥f0(yr,max
r∈Jhr

ys)

∥∥∥∥+ εMp

)
≤

≤ εM

(l+1)p−1∑
j=lp

(j − lp+ p) =

= εM

(
3

2
p2 − 1

2
p

)
≤ 2εMp2. (22)

Оцiнимо другий доданок у (21). Зважаю-
чи на умову 3) теореми, iснує спадаюча фун-
кцiя θ(p), яка задовольняє умову

lim
p→∞

θ (p) = 0

i така, що∥∥∥∥∥∥1

p

(l+1)p−1∑
j=lp

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhlp
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhlp
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤ θ(p). (23)

З нерiвностi (21), враховуючи отриманi
оцiнки (22), (23), випливає оцiнка першого
доданку в (19):∥∥∥∥∥

kp−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤ 4λk ·εMp2+pk ·θ(p) ≤

≤ 4pλLM + pk · θ(p) (24)

При цьому з нерiвностi (19), враховуючи
(20), (24), отримаємо оцiнку∥∥∥∥∥

i∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−
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−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
4pλLM + pk · θ(p) + 2pM. (25)

Тодi нерiвнiсть (15) має вигляд

δN ≤ 2ελ ·
N−1∑
j=0

δj + 4εpλLM + Lθ (p) + 2εpM.

(26)
Застосовуючи дискретний аналог леми

Гронуола-Беллмана [6] до нерiвностi (26),
отримаємо

δN ≤ (4εpλLM + Lθ (p) + 2εpM) · e2λL. (27)

Iз означення функцiї θ (p) та спiввiдноше-
ння (16) випливає, що

lim
ε→0

(4εpλLM + Lθ (p) + 2εpM) = 0. (28)

Це означає, що для довiльно обраних η >
0 и L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що
для всiх ε ∈ (0, ε0] и i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N} з
нерiвнсотi (27) випливає оцiнка (4). Врахо-
вуючи спосiб вибору η > 0(η ≤ ρ) та умову
4) теореми, маємо, що до моменту t = Lε−1

всi xi будуть залишатися в областi D. Тео-
рема доведена.

3.2. Доведення теореми 2
Доведення. Нехай {xi, i ∈ I} –

розв’язок початкової системи (5), а
{yi, i ∈ I} – розв’язок усередненої систе-
ми (8) при xj = yj = ψ(j) ∈ D′ ⊂ D, j ∈
Jh0 = {−h,−h+ 1, ..., 0}. Iз умови 4) теоре-
ми маємо, що розв’язок усередненої системи
разом з ρ-околом належить областi D.

Виберемо довiльне η > 0, η ≤ ρ та за-
фiксиємо його. Систему (5) та усереднену
систему (8) подамо у виглядi

xi+1 = ψ(0) + ε
i∑

j=0

f

(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
, (29)

yi+1 = ψ(0) + ε

i∑
j=0

f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)
(30)

та оцiнимо рiзницю мiж вiдповiдними зна-
ченнями:

‖xi+1 − yi+1‖ =

∥∥∥∥∥ε ·
i∑

j=0

f

(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
−

−ε ·
i∑

j=0

f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ ε ·

i∑
j=0

∥∥∥∥∥f
(
j, xj,max

s∈Jhj
xs

)
−

−f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥+

+ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ . (31)

Враховуючи умову 1) теореми нерiвнiсть
(31) приймає вигляд:

‖xi+1 − yi+1‖ ≤ ελ ·
i∑

j=0

(‖xj − yj‖+

+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

xs −max
s∈Jhj

ys

∥∥∥∥∥
)

+

+ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤ 2ελ ·

i∑
j=0

δj + ε ·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ , (32)

де
δj = max

l∈Jhj
‖xl − yl‖ . (33)

Нерiвнiсть (32) виконується для будь-
якого i ∈ {0, 1, 2, ..., N − 1}, тодi

δN ≤ 2ελ·
N−1∑
j=0

δj+ε·

∥∥∥∥∥
i∑

j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ . (34)
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Оцiнимо другий доданок у нерiвностi
(34). Для цього множину I = {0, 1, 2, ..., N}
пройдему з кроком T та зафiксуємо точки
kT, k ∈ Ik = {0, 1, 2, ..., nk}, при цьому отри-
маємо повiльно мiнливий час. Вибiр зна-
ченнь k визначимо iз умови

kT ≤ L

ε
, (35)

тому

Nk = E

(
L

εT

)
, k ∈ Ik = {0, 1, 2, ..., Nk} .

(36)
Виберемо довiльний момент часу i ∈ I

та визначимо вiдповiдне значення повiльно-
го часу k ∈ Ik таке, що i ∈ [kT, (k + 1) · T ).
Щоб оцiнити другий доданок у (34), видiли-
мо окремо суму на k-ом промiжку:∥∥∥∥∥

i∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥
kT−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
i∑

j=kT

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ . (37)

В нерiвностi (37) оцiнимо спочатку дру-
гий доданок. Так як за умовою 1) теоре-
ми функцiя f (·, ·, ·) рiвномiрно обмежена, то
обмеженим є її середє, яке отримане за фор-
мулою (7). Отже, при i ∈ [kT, (k + 1) · T )
отримаємо∥∥∥∥∥

i∑
j=kT

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

i∑
j=kT

∥∥∥∥∥f
(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥+

+
i∑

j=kT

∥∥∥∥∥f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤ 2TM. (38)

Тепер перетворимо перший доданок у
(37) наступним чином:∥∥∥∥∥

kT−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)T−1∑
j=lT

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)T−1∑
j=lT

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f
(
j, ylT ,max

s∈JhlT
ys

)]∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)T−1∑
j=lT

[
f

(
j, ylT ,max

s∈JhlT
ys

)
−

−f0

(
ylT ,max

s∈JhlT
ys

)]∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)T−1∑
j=lT

[
f0

(
ylT ,max

s∈JhlT
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤

k−1∑
l=0

(l+1)T−1∑
j=lT

∥∥∥∥∥f
(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f
(
j, ylT ,max

s∈JhlT
ys

)∥∥∥∥+
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+
k−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
(l+1)T−1∑
j=lT

[
f

(
j, ylT ,max

s∈JhlT
ys

)
−

−f0

(
ylT ,max

s∈JhlT
ys

)]∥∥∥∥+

+
k−1∑
l=0

(l+1)T−1∑
j=lT

∥∥∥∥f0

(
ylT ,max

s∈JhlT
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ 2λ ·

k−1∑
l=0

(l+1)T−1∑
j=lT

(‖yj − ylT‖+

+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

ys − max
s∈JhlT

ys

∥∥∥∥∥
)
. (39)

Використовуючи умову 1) теореми та врахо-
вуючи, що j ∈ (lT, (l + 1) · T ], оцiнимо скла-
довi першого доданку в (39).

(l+1)T−1∑
j=lT

(
‖yj − ylT‖+

∥∥∥∥∥max
s∈Jhj

ys − max
s∈JhlT

ys

∥∥∥∥∥
)
≤

≤
(l+1)T−1∑
j=lT

(
ε

j−1∑
r=lT

∥∥∥∥f0(yr,max
r∈Jhr

ys)

∥∥∥∥+ εMT

)
≤

≤ εM

(l+1)T−1∑
j=lT

(j − lT + T ) =

= εM

(
3

2
T 2 − 1

2
T

)
≤ 2εMT 2. (40)

З нерiвностi (39), враховуючи отриману
оцiнку (40), випливає оцiнка першого додан-
ку в (37):∥∥∥∥∥

kT−1∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤
≤ 4λk · εMT 2 ≤ 4TλLM. (41)

При цьому з нерiвностi (37) враховуючи
(38), (23) отримаємо оцiнку∥∥∥∥∥

i∑
j=0

[
f

(
j, yj,max

s∈Jhj
ys

)
−

−f0

(
yj,max

s∈Jhj
ys

)]∥∥∥∥∥ ≤ 4TλLM+2TM. (42)

Тодi нерiвнiсть (34) має вигляд

δN ≤ 2ελ ·
N−1∑
j=0

δj + 4εTλLM + 2εTM. (43)

Застосовуючи дискретний аналог леми
Гронуола-Беллмана [6] до нерiвностi (43),
отримаємо

δN ≤ (4εTλLM + 2εTM) · e2λL. (44)

Таким чином випливає, що

lim
ε→0

(4εTλLM + 2εTM) = 0. (45)

Це означає, що для довiльно обраних η >
0 и L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що
для всiх ε ∈ (0, ε0] и i ∈ I = {0, 1, 2, ..., N} з
нерiвнсотi (45) випливає оцiнка (9). Теорема
доведена.
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