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ПРО ВIДСТАНЬ ДО МНОЖИН КВАЗIНЕПЕРЕРВНИХ У ТОЧЦI
ФУНКЦIЙ

Доведено, що для топологiчного простору X з першою аксiомою злiченностi, неiзольованої
точки x0 в X, для якої множина {x0} замкнена, i довiльної обмеженої функцiї f : X → R, яка
неперервна при x 6= x0, рiвномiрне вiдхилення d(f,Kx0(X)) функцiї f вiд простору Kx0(X)
всiх квазiнеперервних у точцi x0 функцiй g : X → R дорiвнює половинi вiдстанi вiд f(x0) до
граничної множини C(ḟ , x0), де ḟ = f |X\{x0}.

It is proven, that for the first-countable space X, nonisolated point x0 from X, for which
the set {x0} is closed, and any bounded function f : X → R, that is continuous for x 6= x0,
uniform distance d(f,Kx0(X)) from function f to space Kx0(X) of all quasi-continuous in the
point x0 functions g : X → R is half of the distance from f(x0) to the cluster set C(ḟ , x0), where
ḟ = f |X\{x0}.

1. Вступ.
Вiдомо, що рiвномiрна вiдстань вiд до-

вiльної функцiї f : X → R, заданої на
нормальному просторi X, до простору C(X)
всiх неперервних функцiй g : X → R дорiв-
нює 1

2
||ωf ||, де ωf — коливання функцiї f , а

||h|| = sup
x∈X

|h(x)|.
Цей результат для метризовних просто-

рiв фактично встановив Г.Ган [1], явно йо-
го не сформулювавши. Для паракомпактно-
го простору X, обмеженої функцiї
f : X → R i простору Cb(X) всiх обмеже-
них неперервних функцiй g : X → R рiв-
нiсть d(f, Cb(X)) = 1

2
||ωf || була доведена в

монографiї [2]. Загальна версiя була отри-
мана в працi [3] i анонсована в [4]. Дове-
дення базується на теоремi Гана-Д’єдонне-
Тонґа-Катетова [5, с.105].

На сьогоднi вiдомо дуже багато анало-
гiв неперервностi: квазiнеперервнiсть, ледь
неперервнiсть, майже неперервнiсть, тощо.
Тому природно виникає питання про знахо-
дження вiдстанi вiд довiльної функцiї
f : X → R до пов’язаних з тим чи iн-
шим аналогом неперервностi функцiональ-
них класiв. Така робота була розпочата в
[6], де були знайденi вiдстанi d(f,K0(R)) вiд
деяких конкретних функцiй f : X → R
до простору K0(R) всiх квазiнеперервних у
точцi 0 функцiй g : R → R. Для розгля-

дуваних там функцiй f виконувалася рiв-
нiсть D(f) = {0} (D(f) — це множина то-
чок розриву функцiї f). Тут ми значно роз-
виваємо цей результат, знаходячи вiдстань
d(f,Kx0(X)) до множини Kx0(X) всiх квазi-
неперервних у точцi x0 функцiй g : X → R
функцiї f : X → R, яка неперервна при
x 6= x0.

2. Квазiнеперервнi вiдображення
Нехай X i Y — топологiчнi простори,

f : X → Y — вiдображення i x0 ∈ X.
Вiдображення f : X → Y називається

квазiнеперервним у точцi x0 з X, якщо для
довiльних околiв U i V точок x0 i y0 = f(x0)
у просторах X i Y вiдповiдно iснує така вiд-
крита непорожня множина G в X, що G ⊆ U
i f(G) ⊆ V , i просто квазiнеперервним, якщо
воно квазiнеперервне в кожнiй точцi x з X.

Сукупнiсть усiх квазiнеперервних у точцi
x0 дiйснозначних функцiй f : X → R ми
позначаємо символом Kx0(X), а сукупнiсть
усiх квазiнеперервних функцiй f : X → R
через K(X).

3. Верхня та нижня границi функцiї.
Нехай E ⊆ R. Для точки x0 ∈ R i числа

δ > 0 покладемо E+
δ (x0) = E ∩ (x0, x0 + δ).

Точка x0 називається граничною справа для
E, якщо E+

δ (x0) 6= Ø для кожного δ > 0.
Множину всiх граничних справа точок для
E ми позначимо симолом E+. Для функцiї
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f : E → R i точки x0 ∈ E+ покладемо

M+
f (x0; δ) = sup

x∈E+
δ (x0)

f(x),

m+
f (x0; δ) = inf

x∈E+
δ (x0)

f(x),

l = f(x0 + 0) = inf
δ>0

M+
f (x0; δ)

i l = f(x0 + 0) = sup
δ>0

m+
f (x0; δ)

Зрозумiло, що −∞ ≤ l ≤ l ≤ ∞. Якщо зву-
ження f |E+

δ (x0) обмежене для деякого δ > 0,
то числа l i l будуть скiнченними. Зауважи-
мо, що числа l i l позначаються ще так:

l = lim
x→x0+0

f(x) i l = lim
x→x0+0

f(x)

i називаються вiдповiдно правосторонньою
верхньою чи правосторонньою нижньою
границею функцiї f у точцi x0.

Аналогiчно вводяться числа

l = f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x)

i l = f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x)

для точок x0 ∈ E−, де E− — множина точок,
граничних злiва для множини E.

Наступне твердження легко вивести з
означень.

Лема 1. Нехай f : [x0, +∞) → R — деяка
функцiя. Тодi:

1) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0, x0 + δ))
(f(x) < f(x0 +0)+ ε), якщо f(x0 +0) > −∞;

2) (∀ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ (x0, x0 + δ))
(f(x) > f(x0 +0)− ε), якщо f(x0 +0) < +∞;

3) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0, x0 + δ))
(f(x) > f(x0 +0)− ε), якщо f(x0 +0) < +∞;

4) (∀ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ (x0, x0 + δ))
(f(x) < f(x0 +0)+ ε), якщо f(x0 +0) > −∞;

Лема 2. Нехай f : [x0, +∞) → R — фун-
кцiя, у якої числа l = f(x0 +0) i l = f(x0 +0)
скiнченнi. Тодi

1) якщо функцiя f неперервна при
x > x0 i l ≤ f(x0) ≤ l, то f буде квазiнепе-
рервною в точцi x0;

2) якщо f(x0) /∈ [l, l], то f не є квазiнепе-
рервною в точцi x0.

Доведення. 1). Позначимо y0 = f(x0). Вi-
зьмемо довiльнi додатнi числа ε i δ i покла-
демо V = (y0−ε, y0 +ε) i U = [x0, x0 +δ). По-
кажемо, що iснує таке ξ, що x0 < ξ < x0 + δ
i f(ξ) ∈ V .

За лемою 1 iснують такi точки x∗ i x∗, що
{x∗, x∗} ⊆ (x0, x0 + δ) = G, f(x∗) > l − ε, а
f(x∗) < l + ε.

Припустимо, що f(x∗) < y0 + ε. Оскiльки
f(x∗) > l− ε i l ≥ y0, то f(x∗) > y0− ε, отже,

y0 − ε < f(x∗) < y0 + ε

i належнiсть f(ξ) ∈ V виконується при
ξ = x∗.

Нехай f(x∗) > y0 − ε. Оскiльки f(x∗) <
< l + ε i l ≤ y0, то f(x∗) < y0 + ε, отже,

y0 − ε < f(x∗) < y0 + ε.

В такому разi f(ξ) ∈ V виконується при
ξ = x∗.

Нехай тепер f(x∗) ≥ y0 + ε i f(x∗) ≤ y0−
−ε. Розглянемо вiдрiзок I з кiнцями x∗ i x∗.
Оскiльки x0 < x∗ < x0+δ та x0 < x∗ < x0+δ,
то I ⊆ (x0, x0 + δ). За умовою D(f) ⊆ {x0},
тому I ⊆ C(f), тобто функцiя f неперервна
на I. Але

f(x∗) ≤ y0 − ε < y0 = f(x0) < y0 + ε ≤ f(x∗),

Отже, f(x∗) < y0 < f(x∗). За теоремою про
промiжне значення iснує точка ξ ∈ I, така,
що f(ξ) = y0. Зрозумiло, що x0 < ξ < x0 + δ.
Таким чином, оголошена нами властивiсть
доведена , i ми маємо таку точку ξ, що
x0 < ξ < x0 + δ i f(ξ) ∈ V .

Оскiльки i V = (y0 − ε, y0 + ε), i
G = (x0, x0+δ) — вiдкритi iнтервали, та V —
окiл точки f(ξ), то з неперервностi функцiї
f у точцi ξ випливає, що iснує таке δ0 > 0,
що U0 = (ξ − δ0, ξ + δ0) ⊆ G i f(U0) ⊆ V . Ми
знайшли вiдкриту непорожню множину U0,
таку, що U0 ⊆ U i f(U0) ⊆ V , що i дає нам
квазiнеперервнiсть функцiї f у точцi x0.

2). Нехай y0 /∈ [l, l]. Доведемо, що тодi f
не буде квазiнеперервною в точцi x0.

Припустимо, що y0 > l. Тодi ε = y0− l > 0
i iнтервал V = (l + ε

2
, +∞) — це окiл точки

y0, адже y0 = l + ε > l + ε
2
. Згiдно з п.1) ле-

ми 1 знайдеться δ > 0, таке, що для довiль-
ного x ∈ (x0, x0 + δ) виконується нерiвнiсть
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f(x) < l + ε
2
. Покладемо U = [x0, x0 + δ) i

U0 = (x0, x0+δ). Нехай G ⊆ U i G — вiдкрита
непорожня пiдмножина променя [x0, +∞).
Ясно, що iснує точка a ∈ G \ {x0}, адже
множина {x0} не вiдкрита в [x0, +∞). То-
дi a ∈ U0 i f(a) < l + ε

2
, отже, f(a) /∈ V ,

а значить, f(G) * V . Таким чином, f не є
квазiнеперервною в точцi x0.

Припустимо тепер, що y0 < l. Вiзьмемо
ε = l − y0 та V = (−∞, l − ε

2
) — окiл точки

y0. Згiдно з п.3) леми 1 знайдеться δ > 0,
таке, що для довiльного x ∈ (x0, x0 + δ) ви-
конується нерiвнiсть f(x) > l − ε

2
. Покладе-

мо U = [x0, x0 + δ). Так само легко поясни-
ти, що для довiльної вiдкритої непорожньої
множини G, такої, що G ⊆ U , маємо, що
f(G) * V , а це показує, що f не є квазiнепе-
рервною в точцi x0.

4. Про вiдстанi d(f, K+
x0

) та d(f,K−
x0

).
Для скорочення запису покладемо

K+
x0

= Kx0([x0, +∞)) i K−
x0

= Kx0((−∞, x0]).
Теорема 1. Нехай f : [x0, +∞) → R —

функцiя, у якої числа l = f(x0 + 0) i
l = f(x0 + 0) скiнченнi, D(f) = {x0} i y0 =

= f(x0) /∈ [l, l]. Тодi

d(f, K+
x0

) =
1

2
min{| l − y0 |, | l − y0 |} = ∆.

Доведення. Розглянемо функцiю
g0 : [x0, +∞) → R, яка при y0 > l визна-
чається як g0(x) = f(x) + ∆ при x > x0 та
g0(x) = y0 − ∆ при x = x0, а при y0 < l ви-
значається як g0(x) = f(x) − ∆ при x > x0

та g0(x) = y0 + ∆ при x = x0 Оскiльки
| f(x) − g0(x) |=| ±∆ |= ∆ для всiх x ≥ x0,
то d(f, g0) = ∆.

Доведемо, що функцiя g0 квазiнеперерв-
на в точцi x0.

Оскiльки f неперервна при x > x0, то
такою ж буде i функцiя g0, адже g0(x) =
= f(x) + ∆ або g0(x) = f(x)−∆ при x > x0.

Якщо y0 > l, то 0 < y0 − l ≤ y0 − l, тому
∆ = 1

2
(y0 − l). Знайдемо g0(x0 + 0) i g0(x0):

g0(x0 + 0) = lim
x→x0+0

g0(x) =

= lim
x→x0+0

(f(x) + ∆) = l + ∆ = l +
1

2
(y0 − l) =

=
1

2
(y0 + l),

g0(x0) = y0 −∆ = y0 − 1

2
(y0 − l) =

1

2
(y0 + l).

Таким чином, g0(x0) = g0(x0 + 0)
Якщо y0 < l то l− y0 ≥ l− y0 > 0, а отже,

∆ = 1
2
(l − y0). У цьому випадку:

g0(x0 + 0) = lim
x→x0+0

g0(x) =

= lim
x→x0+0

(f(x)−∆) = l−∆ = l− 1

2
(l−y0) =

=
1

2
(y0 + l),

g0(x0) = y0 + ∆ =
1

2
(y0 + l).

Тут також маємо g0(x0) = g0(x0 + 0). От-
же, g0(x0) ∈ [g0(x0 + 0), g0(x0 + 0)], звiдси за
лемою 2 маємо, що g0 є квазiнеперервною в
точцi x0.

Таким чином, g0 ∈ K+
x0

i d(f, g0) = ∆.
Доведемо тепер, що ця вiдстань є мiнiмаль-
ною, тобто, що d(f, g) ≥ ∆ для довiльного
g ∈ K+

x0
.

Нехай g ∈ K+
x0
. Припустимо, що g(x) >

f(x) + ∆ для деякого x > x0. Тодi

d(f, g) = ||f − g|| ≥| g(x)− f(x) |=
= g(x)− f(x) > ∆,

бо g(x)− f(x) > ∆ > 0.
Припустимо тепер, що g(x) < f(x) − ∆

для деякого x > x0. Тодi

d(f, g) = ||f − g|| ≥| g(x)− f(x) |=
= f(x)− g(x) > ∆,

бо f(x)− g(x) > ∆ > 0.
Нехай тепер f(x) −∆ ≤ g(x) ≤ f(x) + ∆

для кожного x > x0. Тодi

g(x0 + 0) = lim
x→x0+0

g(x) ≤

≤ lim
x→x0+0

(f(x) + ∆) = l + ∆

i

g(x0+0) = lim
x→x0+0

g(x) ≥ lim
x→x0+0

(f(x)−∆) =
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= l −∆.

За лемою 2 з квазiнеперервностi функцiї g в
точцi x0 випливає, що

g0(x0 + 0) ≤ g(x0) ≤ g0(x0 + 0).

Тому l − ∆ ≤ g(x0) ≤ l + ∆. В такому разi,
якщо y0 > l, то f(x0) = y0 > l + ∆ ≥ g(x0),
отже,

d(f, g) = ||f − g|| ≥| g(x0)− f(x0) |=
= f(x0)− g(x0) ≥ y0 − l −∆ = 2∆−∆ = ∆,

якщо ж y0 < l, то уже f(x0) = y0 < l −∆ ≤
≤ g(x0) i

d(f, g) = ||f − g|| ≥| g(x0)− f(x0) |=
= g(x0)− f(x0) ≥ l −∆− y0 = 2∆−∆ = ∆.

Ми показали, що для кожної функцiї
g ∈ K+

x0
виконується нерiвнiсть ||f−g|| ≥ ∆,

а для функцiї g0 ∈ K+
x0

має мiсце рiвнiсть
||f − g|| = ∆. Тому d(f,K+

x0
) = ∆.

Лема 3. Нехай f : X → Y — неперерв-
не вiдкрите вiдображення, а g : Y → Z —
квазiнеперервне в точцi y0 = f(x0) вiдобра-
ження. Тодi композицiя h = g ◦ f буде ква-
зiнеперервною в точцi x0.

Доведення. Нехай W — окiл точки
z0 = h(x0) i U — вiдкритий окiл точки x0.
Тодi образ V = f(U) вiдкритий, оскiльки
f — вiдкрите вiдображення. Оскiльки вiд-
ображення g квазiнеперервне, то iснує вiд-
крита i непорожня множина H в Y , така,
що H ⊆ V i g(H) ⊆ W .

Оскiльки H вiдкрита i f неперервне, то
прообраз f−1(H) вiдкритий. Множина G =
= f−1(H)∩U вiдкрита i непорожня, оскiльки
Ø 6= H ⊆ V = f(U), причому G ⊆ U . Окрiм
того, h(G) = g(f(G)) ⊆ g(H) ⊆ W . Тому h є
квазiнеперервною в точцi x0.

Зрозумiло, що умови леми 3 будуть вико-
нуватися, коли f : X → Y — це гомеомор-
фiзм.

Теорема 2. Нехай f : (−∞, x0] → R —
функцiя, у якої числа l = f(x0 − 0) i
l = f(x0 − 0) скiнченнi, D(f) = {x0} i y0 =

= f(x0) /∈ [l, l]. Тодi

d(f, K−
x0

) =
1

2
min{| l − y0 |, | l − y0 |} = ∆.

Доведення. Розглянемо функцiю ψ : R→
→ R, ψ(x) = 2x0 − x, яка є гомеоморфiзмом
числової прямої. Крiм того,
ψ([x0, +∞)) = (−∞, x0], отже, звуження
ϕ = ψ|[x0,+∞) — це гомеоморфiзм променiв
[x0, +∞) i (−∞, x0].

Нехай F = f ◦ϕ. Оскiльки ϕ : [x0, +∞) →
→ (−∞, x0] — це гомеоморфiзм i ϕ(x0) = x0,
то F (x0) = f(x0) i D(F ) = D(f) = {x0}.

Оскiльки ϕ((x0, x0 + δ)) = (x0− δ, x0) для
кожного δ > 0, то F ((x0, x0 + δ)) =
= f((x0 − δ, x0)),

F (x0 + 0) = inf
δ>0

sup F ((x0, x0 + δ)) =

= inf
δ>0

sup f((x0 − δ, x0)) = f(x0 − 0) = l

i, аналогiчно,

F (x0 + 0) = f(x0 − 0) = l

Згiдно з теоремою 1

d(F, K+
x0

) =
1

2
min{|F (x0)− F (x0 + 0)|,

|F (x0)− F (x0 + 0)|} =
1

2
min{| l − y0 |,

| l − y0 |} = ∆.

Розглянемо вiдображення

Φ : R(−∞,x0] → R[x0,+∞),

що задається правилом G = Φ(g) = g ◦ ϕ,
яке очевидно бiєктивне, бо ϕ : [x0, +∞) →
→ (−∞, x0] — це бiєкцiя. На основi леми 3
маємо, що Φ(K−

x0
) = K+

x0
, адже ϕ — це го-

меоморфiзм. Крiм того,

||Φ(g1)−Φ(g2)|| = sup
x≥x0

|g1(ϕ(x))−g2(ϕ(x))| =

= sup
x≤x0

|g1(x)− g2(x)| = ||g1 − g2||

для довiльних функцiй g1, g2 : (−∞, x0] →
→ R, бо вiдображення ϕ сюрєктивне. Тому

d(f, K−
x0

) = inf
g∈K−

x0

||f − g|| =

= inf
g∈K−

x0

||Φ(f)− Φ(g)|| = inf
G∈K+

x0

||F −G|| =

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 157



= d(F, K+
x0

) = ∆

5. Деякi властивостi δ-околiв мно-
жин.

Нехай (X, d) — метричний простiр,
A ⊆ X, A 6= Ø i δ > 0. Замкненим δ-околом
множини A називається множина всiх
x ∈ X, таких, що d(x,A) ≤ δ. Вiн позначає-
ться Uδ[A].

Нам будуть потрiбнi наступнi властивостi
δ-околiв множин.

Лема 4. Нехай Ø 6= A ⊆ X. Тодi Uδ[A] —
замкнена множина.

Доведення. Нехай f(x) = d(x,A) функцiя
на X. Вiдомо [7, с.12], що |f(x′) − f(x′′)| ≤
≤ d(x′, x′′) для довiльних x′, x′′ ∈ X, звiдки
випливає, що функцiя f : X → R рiномiр-
но неперервна на X, а отже, i неперервна
на X. Оскiльки вiдрiзок [0, δ] — це замкне-
на множина в R, i f−1([0, δ]) = Uδ[A], то i
Uδ[A] — це замкнена множина в X як про-
образ замкненої множини при неперервному
вiдображеннi.

Ми називаємо метричний простiр (X, d)
обмежено секвенцiально компактним,
якщо з кожної обмеженої послiдовностi
точок xn ∈ X можна видiлити пiдпослiдов-
нiсть з елементiв xnk

, яка збiгається в X до
деякої точки a ∈ X.

Лема 5. Нехай X — обмежено секвен-
цiально компактний метричний простiр,
множини An замнкненi i An ↓ A. Тодi
∞⋂

n=1

Uδ[An] = Uδ[A].

Доведення. Нехай x ∈
∞⋂

n=1

Uδ[An]. Тодi

x ∈ Uδ[An], а отже, d(x,An) ≤ δ для кожно-
го n ∈ N. Для довiльного номера n iснує
такий елемент xn ∈ An, що d(x, xn) ≤ δ + 1

n
.

Тодi послiдовнiсть (xn)∞n=1 обмежена, отже,
iснує пiдпослiдовнiсть (xnk

)∞k=1 послiдовно-
стi (xn)∞n=1,така, що xnk

→ a для деякого
a ∈ X.

Покажемо, що a ∈ A. Нехай m — довiль-
ний номер. Оскiльки nk ≥ k, то при k ≥ m
виконується нерiвнiсть nk ≥ m. Тому
Ank

⊆ Am при k ≥ m. Але xnk
∈ Ank

для ко-
жного k за побудовою. Тому xnk

∈ Am при
k ≥ m. Звiдки випливає, що i a = lim

k→∞
xnk

∈

∈ Am, адже множина Am замкнена.
Оскiльки d(x, xnk

) ≤ δ + 1
nk
, то при

k → ∞, отримуємо, що d(x, a) ≤ δ. Але
a ∈ A, тому d(x,A) ≤ d(x, a) ≤ δ, отже,
x ∈ Uδ[A].

З iншого боку, оскiльки A ⊆ An для ко-
жного n, то Uδ[An] ⊇ Uδ[A] для кожного n,

звiдси випливає, що
∞⋂

n=1

Uδ[An] ⊇ Uδ[A]. Та-

ким чином,
∞⋂

n=1

Uδ[An] = Uδ[A].

Надалi δ-околи множин у метричному
просторi Y ми будемо позначати через Vδ[A].

6. Граничнi множини.
Нехай X i Y — топологiчнi простори,

D ⊆ X, x0 ∈ D, Ux0 — система всiх околiв
точки x0 в X i f : D → Y — вiдображення.
Перетин C(f, x0) =

⋂
U∈Ux0

f(U ∩D) називає-

ться граничною множиною вiдображення f
у точцi x0.

Для вiдображення f : X → Y i неi-
зольованої точки x0 ∈ X, тобто такої, що
x0 ∈ X \ {x0}, i множини U ⊆ X покладе-
мо ḟ = f |X\{x0} i U̇ = U \ {x0}. Ми будемо
розглядати граничнi множини: C(ḟ , x0) =

=
⋂

U∈Ux0

f(U̇).

Лема 6. Нехай X — топологiчний простiр,
Y — компактний простiр, x0 ∈ X,
f : X → Y — функцiя i C(ḟ , x0) — гранична
множина функцiї ḟ = f |X\{x0} : X \ {x0} →
→ Y . Тодi для довiльної вiдкритої в Y мно-
жини W , такої, що W ⊇ C(ḟ , x0), iснує окiл
U ∈ Ux0 , такий, що f(U̇) ⊆ W .

Доведення. Нехай f(U̇) * W для довiль-
ного U ∈ Ux0 . Тодi множини FU = f(U̇) \W
замкненi i непорожнi для кожного U ∈ Ux0 .
Але для довiльних U1, ..., Un ∈ Ux0 i
U = U1 ∩ ...∩Un ∈ Ux0 , причому Uk ⊇ U при
k = 1, ..., n, а тому i FUk

⊇ FU при
k = 1, ..., n, а значить, FU1 ∩ ...∩ FUn ⊇ FU 6=
6= Ø. Тому {FU : U ∈ Ux0} — центрована
система замкнених множин у компактному
просторi Y . А отже,

⋂
U∈Ux0

FU 6= Ø. Проте з
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другого боку:
⋂

U∈Ux0

FU =
⋂

U∈Ux0

(f(U̇)\W ) = C(ḟ , x0)\W = Ø,

бо C(ḟ , x0) ⊆ W . Отримана суперечнiсть
показує, що iснує такий окiл U ∈ Ux0 , що
f(U̇) ⊆ W .

Теорема 3. Нехай X — топологiчний про-
стiр, x0 ∈ X, {x0} — замкнена множина
в X, x0 ∈ X \ {x0}, f : X → R — де-
яка функцiя i C(ḟ , x0) — гранична множи-
на функцiї ḟ = f |X\{x0} : X \ {x0} → R зi
значеннями в розширенiй числовiй прямiй
R = R ∪ {+∞,−∞}. Тодi:

а) якщо D(f) ⊆ {x0} i f(x0) ∈ C(ḟ , x0),
то f ∈ Kx0(X);

б) якщо f(x0) /∈ C(ḟ , x0), то f /∈ Kx0(X).
Доведення. а) Припустимо, що y0 =

= f(x0) ∈ C(ḟ , x0) i D(f) ⊆ {x0}. Вiзьме-
мо довiльне ε > 0 i розглянемо ε-окiл V =
(y0 − ε, y0 + ε) точки y0. Нехай U — довiль-
ний окiл точки x0 в X i U1 — вiдкритий
окiл точки x0, такий, що U1 ⊆ U . Оскiль-
ки y0 ∈ C(ḟ , x0), то y0 ∈ f(U̇1), а тому
V ∩f(U̇1) 6= Ø. Отже, iснує точка a ∈ U̇1, та-
ка, що f(a) = ḟ(a) ∈ V , тобто |f(a)−y0| < ε.
Позначимо ε0 = ε − |f(a) − y0| > 0. Оскiль-
ки a 6= x0, то функцiя f неперервна в то-
чцi a, а отже, iснує вiдкритий окiл U2 точки
a, такий, що |f(x) − f(a)| < ε0, як тiльки
x ∈ U2. Оскiльки одноточкова множина {x0}
замкнена в X, то множина U̇2 = U2\{x0} вiд-
крита в X, як рiзниця вiдкритої i замкненої
множин. Тодi перетин G = U̇1 ∩ U̇2 — це вiд-
крита множина в X та непорожня, бо a ∈ U̇1

i a ∈ U̇2. Крiм того, для довiльного x ∈ G

|f(x)−f(x0)| ≤ |f(x)−f(a)|+|f(a)−f(x0)| <
< ε0 + |f(a)− y0| = ε,

отже, f(x) ∈ V .
Таким чином, для довiльного базисного

околу V точки f(x0) i довiльного околу U
точки x0 ми знайшли вiдкриту i непорожню
множину G, таку, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V , що
i дає нам квазiнеперервнiсть f в точцi x0.

б) Припустимо, що y0 = f(x0) /∈ C(ḟ , x0).
Нехай V = R \ C(ḟ , x0). Оскiльки множина

C(ḟ , x0) замкнена в R, то множина V вiдкри-
та в R, а значить, i в R, бо V ⊆ R i R — вiд-
крита в R. Отже, оскiльки y0 ∈ V , то iснує
таке ε > 0, що [y0 − ε, y0 + ε] ⊆ V . Множина
W = R \ [y0 − ε, y0 + ε] вiдкрита в R. Оче-
видно, що W ⊇ R \ V ⊇ C(ḟ , x0). Тому за
лемою 4 маємо, що iснує окiл U ∈ Ux0 , та-
кий, що f(U̇) ⊆ W . Окрiм того, f(x0) /∈ W .

Нехай G — довiльна вiдкрита непорожня
пiдмножина U i V0 = (y0 − ε, y0 + ε). Пока-
жемо, що f(G) * V0. Для цього з’ясуємо,
що iснує точка a ∈ G, для якої a 6= x0. Якщо
x0 /∈ G, то за a можна взяти довiльну точку
непорожньої множини G, якщо ж x0 ∈ G, то
G — буде вiдкритим околом точки x0 в X,
але x0 ∈ X \ {x0}, отже, G∩ (X \ {x0}) 6= Ø,
тому iснує точка a ∈ G ∩ (X \ {x0}), яка й
буде шуканою.

Для знайденої точки a ∈ G будемо мати,
що a ∈ U̇ , тому f(a) ∈ f(U̇) ⊆ f(U̇) ⊆ W .
Тодi f(a) /∈ V0, бо W ∩V0 = Ø. Таким чином,
f(a) ∈ f(G) \ V0, отже, f(G) * V0.

Ми побудували такi околи V0 точки f(x0)
i U точки x0, що f(G) * V0 для довiльної
вiдкритої пiдмножини G околу U . Отже, f
не є квазiнеперервною в точцi x0.

7. Вiдстань до множини Kx0(X).
Для непорожньої пiдмножини E числової

прямої R i точки y покладемо ρ(y, E) =
= inf{|y − v| : v ∈ E}.

Теорема 4. Нехай X — топологiчний про-
стiр з першою аксiомою злiченностi, x0 —
неiзольована точка в X, для якої множина
{x0} замкнена в X, f : X → R — обмеже-
на функцiя, для якої D(f) ⊆ {x0}, i ḟ =
f |X\{x0}. Тодi:

d(f, Kx0(X)) =
1

2
ρ(f(x0), C(ḟ , x0)) = δ

Доведення. Оскiльки множина C(ḟ , x0)

компактна в R, то iснує точка v0 ∈ C(ḟ , x0),
така, що ρ(y0, C(ḟ , x0)) = inf{|y0 − v| : v ∈
∈ C(ḟ , x0))} = min

v∈C(ḟ ,x0))
|y0 − v| = |y0 − v0|.

Очевидно, що |y0 − v0| = 2δ i v0 ∈ f(U̇) для
кожного U ∈ Ux0 .

Вiдповiдно визначимо функцiю g0 насту-
пним чином : при y0 > v0 покладемо

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 159



g0(x) = f(x)+δ, коли x 6= x0, i g0(x) = y0−δ,
коли x = x0, а при y0 < v0 покладаємо
g0(x) = f(x)−δ, коли x 6= x0, i g0(x) = y0 +δ,
коли x = x0. Оскiльки |f(x)− g0(x)| = δ для
довiльного x ∈ X, то ||f − g0|| = δ.

Нехай U ∈ Ux0 . Доведемо, що
g0(x0) ∈ g0(U̇) для довiльного U ∈ Ux0 . Якщо
y0 > v0, то g0(U̇) = (f + δ)(U̇) = f(U̇) + δ =

= f(U̇)+δ. Оскiльки y0−v0 = 2δ, то y0−δ =
= v0+δ, а g0(x0) = f(x0)−δ = y0−δ = v0+δ.
Зауважимо, що v0 ∈ f(U̇), адже
v0 ∈ C(ḟ , x0). Тому g0(x0) = v0 + δ ∈ f(U̇)+

+δ = g0(U̇).
Якщо ж y0 < v0, то g0(U̇) =

= (f − δ)(U̇) = f(U̇)− δ = f(U̇)− δ, i
v0 − δ ∈ f(U̇) − δ. З того, що v0 − y0 = 2δ,
маємо, що v0−δ = y0+δ = f(x0)+δ = g0(x0).
А тому g0(x0) = v0 − δ ∈ f(U̇)− δ = g0(U̇).

Таким чином, g0(x0) ∈ g0(U̇) для кожного
U ∈ Ux0 . Тодi g0(x0) ∈ C(ġ0, x0), а значить,
g0 ∈ Kx0(X) за теоремою 3. Таким чином,
d(f, Kx0(X)) ≤ ||f − g0|| = δ.

Доведемо тепер, що d(f, g) ≥ δ при до-
вiльному g ∈ Kx0(X).

Нехай g ∈ Kx0(X). Припустимо, що
g(x) > f(x) + δ для деякого x 6= x0. Тодi:

d(f, g) = ||f − g|| ≥ |g(x)− f(x)| =
= g(x)− f(x) > δ,

бо g(x)− f(x) > δ > 0.
Припустимо, що g(x) < f(x) − δ для де-

якого x 6= x0. Тодi:

d(f, g) = ||f − g|| ≥ |f(x)− g(x)| =
= f(x)− g(x) > δ,

бо f(x)− g(x) > δ > 0.
Нехай тепер f(x) − δ ≤ g(x) ≤ f(x)+

+δ для кожного x 6= x0. Доведемо, що тодi
|g(x0)−f(x0)| ≥ δ. Оскiльки |f(x)−g(x)| ≤ δ
при x 6= x0, то g(x) ∈ Vδ[f(x)] = [f(x)−
−δ, f(x) + δ] для кожного x 6= x0. Отже,
g(U̇) ⊆ Vδ[f(U̇)] для довiльного околу U ∈
∈ Ux0 . Тодi маємо, що
g(U̇) ⊆ Vδ[f(U̇)] ⊆ Vδ[f(U̇)] ⊆ Vδ[f(U̇)] для
кожного U ∈ Ux0 .

Оскiльки X — простiр з першою аксiо-
мою злiченностi, то iснує база {Un : n ∈ N}
околiв точки x0 в X, така, що Un ⊇ Un+1 для
кожного n.

В такому разi

C(ḟ , x0) =
⋂

U∈Ux0

f(U̇) =
∞⋂

n=1

f(U̇n).

Оскiльки f обмежена на X\{x0}, то i g обме-
жена на X\{x0}, бо f(x)−δ ≤ g(x) ≤ f(x)+δ

при x 6= x0. А тодi g(U̇) i f(U̇n) — замкненi i
обмеженi множини в R, а отже, i компактнi
для кожного U ∈ Ux0 .

Оскiльки g(Un) ⊆ Vδ[f(Un)] для кожного
n, то за лемою 5,

C(ġ, x0) =
⋂

U∈Ux0

g(U̇) =

=
∞⋂

n=1

g(U̇n) ⊆
∞⋂

n=1

Vδ[f(U̇n)] =

= Vδ[
∞⋂

n=1

f(U̇n)] = Vδ[
⋂

U∈Ux0

f(U̇)] = Vδ[C(ḟ , x0)].

Отже, C(ġ, x0) ⊆ Vδ[C(ḟ , x0)]. Оскiльки
g ∈ Kx0(X), то g(x0) ∈ C(ġ, x0) за теоремою
3, звiдки g(x0) ∈ Vδ[C(ḟ , x0)]. Тодi

ρ(g(x0), C(ḟ , x0)) ≤ δ.

З iншого боку, ρ(f(x0), C(ḟ , x0)) = 2δ.

З компактностi множини C(ḟ , x0) випли-
ває, що iснує такий елемент b ∈ C(ḟ , x0), що
|g(x0)− b| = ρ(g(x0), C(ḟ , x0)) ≤ δ. Тодi

|g(x0)− f(x0)| = |f(x0)− b− (−b + g(x0))| ≥
≥ |f(x0)− b| − |g(x0)− b| ≥ 2δ − δ = δ.

Таким чином, |g(x0)− f(x0)| ≥ δ, i
d(f, g) ≥ |g(x0)− f(x0)| ≥ δ. Отже, ми дове-
ли, що d(f, g) ≥ δ для кожного g ∈ Kx0(X)
i d(f, g0) = δ для деякого g0 ∈ Kx0(X). Тому
d(f,Kx0(X)) = δ.

Зауважимо, що побудована в доведеннi
теореми 4 функцiя g0 : X → R квазiнепе-
рервна в точцi x0 i неперервна при x 6= x0,
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отже, вона буде квазiнеперервною. Тому в
умовах теореми 4 i

d(f,K(X)) = δ

причому ця вiдстань досягається на деякiй
функцiї g0 ∈ K(X).
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