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Н А Б Л И Ж Е Н Н Я  Ф У Н К Ц ІЙ  З К Л А С У  С ^ ^  Ш Т Е Г Р А Л А М И  
В Е Й Є Р Ш Т Р А С С А  У  Р Х В Н О М Х Р Н Х Й  М Е Т Р И Ц Х

Розв’язано задачу Колмогорова-Нікольського на класах (ф, ф-диференційовних періоди­
чних функцій при наближенні інтегралами Вейєрштрасса Wg ( f ; x) в рівномірній метриці.

We solved the Kolmogorov-Nikolsky problem on the class of (ф, ф -differentiable periodic 
functions at appreciation of Weierstrass integra1s Wg(f; x) іп uniform metric.

Нехай C  — простір 2я-періодичних не- С в  N . Я кщ о в ролі N  виступає множина 
перервних функцій, у якому норма за- о
дається за допом огою  рівності \\f |ф =  S^  =  ^ L <x ■ ІМ І^ — 1, Ф ^ 1},
=  max \f  (t)\; — простір 2я -періодичних то клас С в позначають через .
вимірних істотно обмежених функцій 3 нор- При ф(к) =  k - r , r >  0, класи C'tQO 
мою \\f  |U =  ess sup \f  (t) \; L  — простір 2я - збігаються з класами © © ,  які були вве-

пер іодичних сумовних на пер іод і ф ункцiй, дені Б.Надем [2], а $ (x) =  f f \ x )
в я кому норма задається р івністю у / \\ь =  це ( г , в )-похідна в розумінні Вейля-Надя.

=  II/||і — І  \/(і)\ФИ. Якщ о, крім цього, в  — г, г Є Н, то /в є похі-
-п  дною  порядку г функції / і при цьому класи

В роботі О . І. Степанця [1] введені класи є відомими класами Соболєва Шф.
періодичних функцій так. Послідовності ф(к), к Є Н, щ о визнача-

Нехай /  Є Ь і ю ть класи О'в^,  зручно розглядати як зву­
ження на множину натуральних чисел NСЮ

S [f  ](x ) =  /0  +  + У  (ак cos кх  +  Ьк sin кх)  деяких додатних неперервних функцій ф(к)
2 к=і неперервного аргументу t >  1, щ о належать

— ряд Ф ур ’є функції f .
до множини

Нехай, далі, ф(к) — довільна фіксована м  :=  { ф : фф) >  0,ффф -  2 ф (^  +  +
функція натурального аргументу і ß  — фік-  ̂ V 2 /
соване дійсне число. Я кщ о ряд + ф( І2 ) ^  0 y t i , h  є  [1; ^  1 іт  ф{і) =  0 1_

J

(a k cos (кх  +  n ß )  +  bk sin (кх  +  Я к , ; О І  Степанець (див., наприклад, [1, с .
(к) \ 2 2 /  160]), з множини виділимо підмножину

є рядом Ф ур ’є деякої сумовної фун- М с  :=  {ф Є M  : 0 <  K l  ф 2 (t) ф K  ф ^
кЦії ^  то Цю ф ункЦію називають (фк )- де ß(t)  =  nt— , n(t) =  ф— (фФ)/2), ф~1(-) — 
п°х ідною  функції f (х)  і позначають через обернена до ф(-) функція, а константи K
f ß (х) (Ф( х ) =  f ß (х ) ) . М ножину усіх функ- і к 2, взагалі кажучи, м ож уть залежати від
цій f  (х) ,  котрі задовольняють таку умову, ф ункції ф
позначають через L ß . Якщ о f  Є L ß , i, крім Нехай f  Є L  і 5 >  0. Величину
того, fßß Є N , де N  — деяка підмножина ж

функцій із L, то записують, що f  Є LßN. W g ( f ; х)  =  — f f (х  + 1) © У  e 5 cos kt\dt  
Далі покладемо L'ß П C  =  Cßß і Lß N  П C  =  _ n k=i
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називають інтегралом Вейєрш трасса фун­
кції f .

Основним о б ’єктом  досліджень будуть 
величини

E(С*т ; Ws) с  =  sup i f  (■) -  W s ( f ; -)||c,
f  eCt,™

а головною метою  — отримання для цих ве­
личин асимптотичних рівностей, тобто рів- 
ностей виду

E( С І Ws) с  =  Ф )  +  о ( ф ) ) ,  8 ^  <х,

де ір(8) — деяка конкретна функція, що за­
лежить від параметра 8. Я кщ о така рівність 
отримана, то услід за О.І. Степанцем [1, 
с. 198], будемо говорити, щ о розв ’язана зада­
ча К олмогорова-Н ікольського в рівномірній 
метриці для класу Сф ̂  та інтеграла Вейєр- 
штрасса.

Апроксимативні властивості інтегралів 
Вейєрш трасса вперше досліджувались в ро­
боті П. П. Коровкіна [3] у 1959 році, а саме 
ним була розв ’язана задача К олм огорова- 
Нікольського для класу Зиґмунда Z\ та ін­
теграла Вейєрштрасса, де

Za =  { f  Є С  : \f (х  +  h) — 2 f (х )  +  f (х  — h)\ <

<  2 \h\a , 0 <  а  <  2 }.

Також ним було доведено, що інтеграли 
Вейєрш трасса здійснюють найкраще асим­
птотичне наближення на класі Z 2 серед опе­
раторів виду

L { p , f , x )  =  1  Г f  {х  +  t ) { 2> +  Р cos f +

1975 році В. А. Баскаков [6] отримав асимп­
тотичні рівності для величини Е (Ж 1 ; ) с
при 8 ^  то. А  у 2001 році Л. П. Фалалєєв [7] 
уточнив результат Л. I. Баусова, знайшовши 
точніший щ одо порядку залишковий член.

М етою даної роботи є знаходження 
асимптотичних рівностей для точних верх­
ніх меж відхилень інтегралів Вейєрштрасса 
від функцій з класів О̂ , ^  при в  Є К  у ви­
падку, коли функції ф Є М с  і спадають до 
нуля при і ^  то швидше за функцію , яка 
визначає клас насичення інтеграла Вейєр- 
штрасса.

Покладемо

т {и)
{1 _  e -u2) ф(1)
{ ) ф(Vs)'
{1 -  e- 2) ф(\̂ 6п)

) ф(уД) :

де ф(и)  — функція, визначена і неперерв­
на при всіх и >  1. Не зменшуючи загаль­
ності, будемо вважати функцію ф(и) такою, 
щ о має неперервну другу похідну на [1, то).

Домовимося впродовж  подальшої роботи 
через К, К і позначати сталі, взагалі каж у­
чи, різні в різних співвідношеннях.

Т е о р е м а . Нехай ф є  Ш с , функцїя
9 {и)
Ь >  1 , i

Тоді при 8 
рівність

гф

и2ф{и) опукла на [b; то)

иф{и)йи <  то.

то має місцє асимптотична

1
E{Оф^; W s) с  =  8  sup \\f"{x)\\c+  

8 f  є с в

ж
+  Xk(p) cos kt^dt,  0 <  p <  1,

k=2
і зазначено, що, наприклад, інтеграл Пуас­
сона апроксимує клас Z 2 приблизно в три 
рази повільніше ніж інтеграл Вейєрш трас­
са.

Далі Л. I. Баусовим [4] у 1961 році ре­
зультат П. П. Коровкіна був поширений на 
класи Za , 0 <  а  <  2, а у 1965 році в ро­
боті [5] — на класи Вейля-Н адя W в ж . У

vs

+ ° і  82 /  ^ {t)d t + 1 tip{t)dt

і

Д о в е д е н н я . Подамо функцію т(и), за­
дану за допом огою  співвідношення (1) у ви­
гляді т(и) =  р(и)  +  р(и),  де

р {и)
и

и

2 Ф(1)
Ф(Vs),

2 ф(Убп) 
Ф(Vs) '

0 <  и <  TS,

и -  А ,
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ß(u) u Ф̂(VS) ■ 0 — u — Vs■ знайдемо оцінку інтеграла j  u \d('(u)\( 1 -  e - ' 2 -  u2) Ш  ■0 — u — А
(1 -  e-u2 -  u2) vu >  V .

(5) на кожному із проміжків [1 /V~S; b/VS] та
Переконаємося в сумовності перетворень [b/VS; ж ) (при 0 >  —2).

Ф ур'є (pß(t) і fiß(t) функцій ( ( u )  та p(u)  виду Із (4) при u >  1 /V °  маємо

( ß ( t )  =  ( ( t ,  ß ) =  1  J  ( ( u )  cos (n t  +  ^ P j  du■ 
0

n( ) 2 ß (V ö u) , 4 V s ß ß V ö u) +

( { u )  =  2 W V + 4u - V ( V i r +

2 б'ф" (— u)
+ u

pß(t) =  p ( t , ß ) =  — І  p(u)  cos p t  +  P p  du. Тоді
Ф(\Д)

b
Vs

b
Vs

Покажемо збіж ність інтеграла u \d((u)\ —

A  (( ) =  - ( ( u )  cos p t  +  P p  du

ф(\Д)
сРф"(VOu) du+

dt.
Vs Vs

Для цього, згідно з теоремою 1 роботи ф(\ґ8)ф
Л. I. Баусова [5, с. 24], досить показати збі- ф=
ж ність інтегралів

b b
.— Vs Vs

f u 2\l'(Vöu)\du)--------[u l (V ö u )d u .
ф(\г5).

Vs
Проінтегрувавши частинами перший інте­
грал з правої частини останньої нерівностіСЮ , ,

г д в і ч і , а другий — один раз, і врахувавши,
и № ,(и )\, \и -  1 \\й ,̂(и)\, (6) щ о функція ф(и) спадна на [1; то), одержи-

мо

. ßn
Sm^ ß

-du,
u u

u Є [0; 1/y/S]. Тому

> A(i)
J P(Vs)

Vs

— du. і1
Vs

(7)
при

u \d( ' (u )\ — l ( —- ) uV  ( v ^ )
ф(л/б)

b
Vs

Vs

l ( V s )
u ll ( V S u )

b
Vs

+
і

Vs
i/Vs

u \d('(u)\ ф(1) 
5ф( - S )

b
Vs

16 f  . , rz . . K
+— , I u l ( V o u ) d u  —

Врахувавши, що

1/2 СЮ

j  u\d('(u)\ — J  u\d('(u)\ 

i/Vs i/Vs

l ( V S )  J ^  ^ "  s i ( V s )  ’
Vs

Враховуючи опуклість функції 
g(u) =  u2l ( u )  на [b; то), а також рівно­
сті lim u2l ( u )  =  0 та lim u3l ' ( u )  =  0, в
справедливості яких неважко переконатися, 
матимемо

u\d('(u) \ =  / ud(' (u )/ \u -  1 \\d('(u)\ — u \d('(u)\ , 

i/2 i/VS
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(up ' (u) — p (u)) <
K

b  5ф(л/5)

и \dp'(u)\ =  O

\и — 1\ \dp'(и)\ =  O

б ф і ^ б ) / ’

5 ф ф Д ) ] '

11)

1 2 )

и ф(зД)

 [  u ф ( V 6u)du =  — Ф( V  +
ф ^ / 5 ) ^  28ф(\/8)

i/Vs

8ф(у/8)
uф(u)du <

K

5ф (л Д ) '

1 3 )

и

де \(и) =  1 — и2
1/2

Н (p ) =  \p(0 )\ +  \p(1 )\ +  J  u \dp ' (u )\ +

0
CO

+  J  \u — 1\\dp ' (u )\.

1/2

Враховуючи співвідношення (4), (11), (12),

те,, щ о /\А (1  — и) — X(1 +  и)\u  <  K  і

Отже, із співвідношень (8), (9) та (10) ви­
пливають оцінки

І іт  п2ф(п) =  0, отримаємо оцінку

ф {1 —и у р { 1 + и ) ф  =  o ( — L — 15)

Отже, за теоремою 1 з роботи [5], інтеграл 
Л(р)  збіжний.

Покажемо тепер збіж ність інтеграла

Враховуючи (4) та умову теореми
СЮ
[  пф(п)Рп <  то, отримаємо
і

і М

М “ )Іdu =  - Щ -  S udu+

A (р) =  1П
р(и)  cos ut +  ^n^jdu dt.

1 6 )
Згідно з теоремою 1 роботи Л. I. Баусова 

[5, с. 24] для збіж ності інтеграла (16) необ­
хідно і достатньо, щ об збігалися інтеграли 

12 Ю

J  п\Рр'(п)\, !  \п — 1\\Рр\п)\, (17)
0 1 2

sm •
ßn '\р(и )\du І \р(1 — и) — р (1 +  и ) \du

и и

1 8 )

Оцінимо другий інтеграл з (7). Я к і при 
встановленні співвідношення (58) з роботи 
[8], можна показати, що має місце рівність

\p(1 — и) — p (1 +  и ) \ —
и

=  І  \А(1 — и) — А(1 +  и)\ —  +  O ( H ( p ) ) ,  (14

Для оцінки першого інтеграла з (17) ро­
зіб ’ємо проміж ок [0; 1/2] на дві частини 
[0; 1 /\Д] та [1 / ^ 8; 1 /2 ].

Із (5) випливає, щ о при п Є [0; 1/\/~8]

р''(и) =  2 ( e -u — 2и e -u — 1 ) ф(1)
ф ( ^ 8)

тому, враховуючи нерівність

2п2в- и2 -  в- и2 +  1 <  3u2 , u Є R, 

отримаємо

i/Vs

/ u\dp'(u)\ =

19)

2ф ( 1 )
ф ( ^ 8)

1/V7

и ( 2и e и — e и +  1 )du <
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i/Vs Поєднуючи (20) та (23) і враховуючи, що
< Ьф(Ґ) І" u3du <  — _ (20) д
“  І ’( 'Л )  0  “  ЬЩ Д і ) ' '  1 !  а и  VJ

0 lim  —  / u i ( u ) a u  =  т о ,
т (5) / Я  ^  ь2n V s )  JІз (5) випливає, що при u >  1/уо  гк ’ 1

p"(u)  =  ( і  -  e -u2 -  u 2\ Н '"( Ф u) +  1 те - щ о j ™  /  =  K , аб°
 ̂ > І ( Д )  s  1

( 2 \ \/di'(\/ftu ) lim f  u3i ( u ) d u  =  ж,  дістанемо
+ 4u  e - u  -  1 ) Ui  ^  ) +  i

V )  І ( Д )  ,
2 V S

+ 2 { e - ‘u -  Д , -  -  ^  Ä . (21) /  u ldp ' (u )| =  o ( ^ і\ - )  І  г Д Д А , ) .

Врахувавши нерівність (19) та нерівності (24)
4 Оцінимо другий інтеграл з (17). Викори-

e -u? + u 2 - 1  <  — , 1 - e -u 2 <  u2, u Є R, (22) стовую чи формулу (21), те, що \u -  1\ <  u,
u Є [2; ж )  та нерівності2

матимемо
1 і e -u +  u2 — 1 <  u2, 1 — e -u <  1 ,2 2
f  u\dß\u)\ <  ----— =~ f  u3i "  ( V u ) d u +  2u2e u — e u + 1 <  2 , u Є R ,

/ /  2 i ( v j /  отримаємо
Vs Vs Ю Ю

д  2 f  \u — 11 \dß \ u )\ <  [  V V \ V s u)du+
+ uA\i\VSu)\du+ - 2 i V  )

i ( V s )
1/2 1/2

Ю

6
2 +  Ы 2\ф\^~Ьи)\йи+ иф(лДи )^ .

6 2 ф { у  Ш  ф { у Ш
+---------=- и ф(VГu)du.  1/2 1/2

ф\у г) 1 Проінтегрувавши частинами перший ін-
^  теграл із правої частини останньої рівності

Проінтегрувавши перший інтеграл у правій двічі, а другий інтеграл — один раз, та вико- 
частині останньої нерівності частинами та риставши теореми 3.12.1 [1, с. 161] та 3.16.1 
скориставш ись теоремами 3.12.1 [1, с. 161] [1, с. 175], а також той факт, щ о функція
та 3 .16.1 [1, с . 175^ отримаємо ф(лТГи)Г >  4, є спадною при и Є [1/2; то],

4/ 2 одержимо

/  и \̂ (и )\ <  7  , К 2 1 г
* \и-1\^^ (и)\ <  К 1 + ^  uф(VГu)du+

1/'^  і  ф(\/Г) і
1/2 1/2

1/2 оо
<  К 1 +----------------- +-------- ^  [  и3ф(VГu)du <  +  К 2 [  , ( Г  )гі д  К  +  К зф (- Г/2') +

Р ф ( Д )  ф^ г ) і >л  +  ф (V Г) І  иф( '/Ги'І(іи <  К 1  +  ф (V Г) +

^  к 2 7  К ,  7
<  К 1 +  К  - д- +  К  - д- [  u3ф(u)du. +  - иф(и^ и <  К 4+ . ифШ и .
~  г 2ф(\/Г) г 2ф(л/Г)]  ГфЫ  г ) ф ГфЫ  г ) ф

1 Т/й
(23) (25)
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Таким чином, із (25) отримуємо оцінку 1 7

7  ,  1 у  .  +  1 и ф Ш и ] ' (28)
І \ и - 1 \\аф'(и)\ =  0 (  1+ ифффйи).  ^

1/ 2 ф ) д  Згідно з теоремою 1 роботи Л.І. Баусо-
(26) ва [5] переконуємося в збіж ності інтеграла 

Для того, щоб оцінити перший інтеграл з A(ф) , а також із нерівностей (2 .14) і (2 .15) 
(18), розділимо проміж ок [0; то) на три час- тієї ж  роботи [5] з урахуванням формул (24), 
тини: [0;1/у/б], [1/у/б;1] і [1; то). Викорис- (26 ), (27)та (28) знаходимо оцінку 
товуючи першу нерівність з (22), матимемо ^

С/ &\ ( ) \ К А ( Ф) =  о ( 1 г- ї  гііф(и)йи+
[  \ (̂и )\й и <  К  ^ 2Ф ( ч ї )  1

0
и -  б2ф(у/б) ’

і і

<  К -г  /  „ 3ф ( - і и ) а и  <  ' бф^ б)
и б2ф д  би)

\ \ ( \\ К \ +  б , ( б )  J  иф(и)йи  ). (29)

у/і

і/ ^  і/^  Аналогічно до  [1, с. 183] можна показати,
\/& щ о для будь-якої функції f  Є Ор ^  при всіх

<  К V  [  и3ф(и)Ли, х  Є К  справедлива рівність ’
_  82ф ( ^ 8) 11

к и ) і  1 7 , - п  V е- 2- 1  п х ) - ' п и -х

7

/ (х) -  W і (/ ,х )  =  ф ( ' Д ) J $ ( х  +  ф д ) хв ( і )д і -
— 7

Звідси

1 і   / е и _1 \
йи = ---- -=т- ф Ы б и ) ---------------+ и ) й и <

ф(у Гб) V и /„ и ф ( у / б У '  ' у и1 1
^  СЮ

.  1 1 Е « у  щ  ) с< ----- -=- и ф (у  би)аи < -----------=- иф(и)аи.
ф ( у  бф бф (у  бф 7

1 /і п
=  вир

Звід си їесф^
ф^^б) / в ( х  +  (і)йі

с/і

7  — Л . =  0 { - ф б ) І и ф Ш и +  =  ^
0 1 1 ЄСіЗ,с

—7
С

с

ф( ~̂б) р р ( ф  +  -^ б ) (Фв (і ) +  Фв (б))а^
с

С7

+ б Щ - Щ І ' иф(и)йи ) • (27)

—7
С

вир
’у/і 1ЄСв.О

М іркуючи аналогічно як і при відшуканні о ( ф ( \ б ) А (  )^
оцінки (15), можна показати справедливість \ф( ) (Ф)) '

оцінки П овторюючи міркування, що наведені в
і роботі [9, с. 12], легко переконатися, що
[  \ф(1 -  и) -  ф(1 +  и)\ —  =  для довіл7ьного б >  0 ряд ф ур ’є ф ункції

о и и ( х ) =  І  /в ( х  +  Т і )  Фв( №  має вигляд:
—7

/ і
(  1 ї  7  Д  І

=  Л б Щ Т Т )  І  и ф ( и ) а а +  в  Ш  х  =  £  т д щ  а  сов кх  + ьк кх)  •
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ф( ~̂б) У  / в ( х  +  — ) фе (і)йі +
с

(30)



де ak, bk — коефіцієнти Ф ур ’є функції f . То-
му

Ю

І f  (x  +  т  =  — ЬІ- ) f " ( x ) -
— Ю

(31)
Підставляючи (31) в (30), при 5 ^  ж  

одержимо

£  (С і ю ; W  ) с  =  7 sup Bf "(x)||c  +
1

+ o  ( i ( V 5 ) A ( ß ) (32)

Підставляючи (29) в (32) отримаємо рів­
ність (3). Теорему доведено.

Прикладом функцій, для яких 
має місце теорема є функції виду:
ф(п) =  и2 іп^іи+к), к  >  00, а  >  1;
ф(п) =  иГ \па (п +  К ), ф(п) =  иг aтctgп, 
ф(п) =  ^7 ( К  +  е - и ), п >  1 , К  >  0 ,г  >  2 , 
а  Є Е
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