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М Е Т О Д  Л О К А Л Ь Н О Ї ЛХНХЙНОЇ А П Р О К С И М А Ц ІЇ  В  ТЕОРХЇ
Н ЕЛ ХН ХЙ Н И Х Р ХВ Н Я Н Ь

Отримано умови Існування розв’язків нелінійних функціональних рівнянь, що використо
вують лінійні наближення цих рівнянь.

We obtain conditions for the existence solutions of nonlinear functional equations that use linear 
approach of these equations.

1. Постановка основної задачі. Нехай 
X  і У  -  банахові простори з нормами || • ||х і 
|| • ||у відповідно і Ь ( Х , У ) -  банаховий про
стір лінійних неперервних операторів А, що 
дію ть із простору X  у простір У , з нормою

\\A \\l (X,Y ) sup ||Az ||Y. 
ІМІІХ = 1

Позначимо через Уі підпростір простору 
У  (вважається, щ о У1 =  У ).

Розглянемо рівняння

Т х  =  у , ( 1)

де Т  : X  — У  -  нелінійний неперервний 
обмежений оператор і у Є У .

Це рівняння було о б ’єктом  досліджень у 
багатьох работах (див., наприклад, [1]—[3]). 
Для (1) і застосувань важливі умови, що 
забезпечують виконання для множини зна
чень Я ( Т ) оператора Т  одного із співвідно
шень

Я (Т ) =  У  (2)

R (F )  =  Yp (3)

Мета статті -  знаходження таких умов. 
Ця задача навіть у випадку лінійного опе
ратора Т  -  складна проблема (див., наприк
лад, [4]). Тому ми обмеж имося розглядом 
тільки достатніх умов, щ о забезпечують ви
конання співвідношень (2) і (3), які в де
яких випадках і необхідні для виконання 
цих співвідношень.

2. Основні результати. Позначимо че
рез Е множину всіх лінійних неперервних

операторів А  : X  — У , кожний з яких має 
неперервний обернений А _1. Через Е1 по
значимо множину всіх лінійних неперервних 
операторів А  : X  — У , кожний з яких задо
вольняє умови:

1) Я (А ) =  Уі;
2) ядро кег А  оператора А  має замкнений 

доповнювальний підпростір X I (підпростір 
X I залежить від оператора А ).

Звуження А |хі : X I — У1 оператора А  на 
підпростір X ! ,  якщ о А  Є Е1 , має неперерв
ний обернений оператор (А|Хі ) _1 (завдяки 
теоремі Банаха про обернений оператор [5] і 
замкненості X 1 і У[).

Нехай Б г  [0, г], де г Є (0, + © ,  -  замкнена 
куля { г  Є У  : ||г||у ф г }  у банаховому прос
торі У .

Справдж уються наступні два тверджен
ня.

Теорема 1. Нехай для кожного числа 
Н  ф 0 існують такі число г >  0 і опера
тор А  Є Е, що:

1) Т  — А  : Б х [0,г] — У  -  цілком непе
рервне відображення;

2) виконується співвідношення

г
вир ||Т х  — Лx||Y ф ^ -------------Н . (4)

хЄБх [0,г] ІІА  ІЩУХ)

Тоді для кожного у Є У  рівняння  (1) має  
хоча б один р озв ’язок х  Є X .

Теорема 2. Нехай Я ( Т ) С У1 і для ко
жного  числа Н  ф 0 існують такі число 
г >  0 і оператор А  Є Е1 , що:

1) Т  — А  : Б х [0,г] — У  -  цілком непе
рервне відображення;
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2) виконується співвідношення

sup ||Fx  — Ax||Y ф 
xeBx [0,r]

r

\(A\x1 ) - ї ї -  H. (5)
I L(Yi,Xi)

Розглянемо рівняння

x A  (A x  — F x  +  y), (7)

^  \\A- 1 \\L(Y,X)
\\a - 1 \\l(y,x ) 

=  r.

— H  + Y

F  — A\Xl : B Xl [0, r] ^  Y1 -  цілком неперерв
не відображення і виконується співвідноше-
ння

sup \\Fx — A\Xlx\\Yl ф
xeBx1 [0,r]

r

Тоді для кожного у Є У1 рівняння (1) має  
хоча б один р озв ’язок х  Є X .

Очевидно, що оператор А  у співвідноше
ннях (4) і (5) залежить від F , Н  і г.

Д оведення теореми 1 . Зафіксуємо до
вільний вектор у Є У . На підставі умов 
теореми існують число г >  0 і оператор 
А  Є Є , для яких виконується співвідношен
ня (4) при

Н  =  ІІУІІ у . (6)

(A|X i)
1 H,

\L(Yi,Xi)

що завдяки включенню А  Є Є рівносиль
не рівнянню (1). Покажемо, що це рівняння 
має розв ’язок, який належить кулі Б х [0,г]. 
Використаємо оператор А  : X  ^  X , що ви
значається ф ормулою

А х  =  А - 1 ( А х  — X  х  +  у).

Цей оператор цілком неперервний на під
ставі першої умови теореми і неперервності 
А - 1 , А  і X . Також виконується співвідноше
ння

А Б х [0, г] С Б х [0, г].

Справді, якщ о ||х||х Ф г, то завдяки (4) і (6)

||Ах||х =  ЦА- 1 ( А х  — X х  +  у)||х Ф

ф IIА - 1 ||L(Y,X) ( ||А х — Х х \у +  ||у||у) ф

Тому на підставі теореми Ш аудера про не
рухому точку [3] оператор А  має нерухому 
точку х* Є В х [0, г ]. Ця точка -  розв ’язок 
рівняння (7) і, отж е, рівняння (1).

Теорему 1 доведено.
Д оведення теореми 2 . Я кщ о для кож 

ного невід’ємного числа Н  існують та
кі число г >  0 і оператор А  Є Єї, що вико
нуються умови теореми, то тоді, очевидно,

аналогічне співвідношенню (5). Тоді на під
ставі теореми 1 (у випадку, коли X  і Y  збі
гаються відповідно з Х 1 і Yi) для кожного 
у Є Y1 рівняння (1) має хоча б один розв ’я
зок x  Є Х 1.

Теорему 2 доведено.
Зауваж ення 1. Вимога про повну не

перервність F  — A  : B X [0, r] — Y  і F  — A  : 
B X [0, r] — Y1 у теоремах 1 і 2 є зайвою, якщ о 
простори X  і Y  скінченновимірні.

Твердження, аналогічні теоремі 1, для 
нелінійних різницевих, диференціальних і 
диференціально-функціональних операто
рів доведені автором у [6]—[13]. У  цих робо
тах разом з локальною лінійною апрокси
мацією нелінійних операторів також вико
ристовувалися властивості с-неперервних і 
с-цілком неперервних операторів.

3. П обудова операторів, до яких за
стосовна теорема 1. Множина нелінійних 
операторів, для яких за допом огою  теореми 
1 можна показати виконання співвідношен
ня (2), є достатньо широким.

Теорема 3. Нехай A  Є E и K n : X  — Y , 
n ^  1 , -  довільні цілком неперервні лінійні 
оператори, для яких оператори

A n =  A  +  K n, n ^  1,

мають неперервні обернені.
Тоді для довільної послідовності додат

них чисел Hn, n ^  1, для яких

lim Hn =  + то ,

існують такі неперервний обмежений опе
ратор F  : X  — Y  і послідовність додатних  
чисел rn, n ^  1, що:

1) F —An  : B X [0,rn] — Y , n ^  1, -  цілком 
неперервні відображення ;

2) виконується співвідношення

sup \\Fx — A ux\\y  ^
IMU ̂ Гп

r
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— Hn, n ф 1.

Д оведення. Розглянемо довільну послі
довність додатних чисел гп, п ф 1, для якої 
г 1 ф 1 і гп+1 >  гп +  3, п ф 1 (значення гп 
уточнимо пізніше). Для кожного п ф 1 ви
значимо відображення

U1,i { х  Є X  : Гп ^  ||х||х ^  Гп +  1} — [0,1]

U1,п (х) =  Гп

U1,п(х) =  (Гп +  2)

Гп +  1 
ІІхІІх

1 х
х

Гп +  1 
ІІхІІх

1 х
х

Г1

\Аі - 1 1 — H 1 ф 0.
\l (Y,X)

Далі розглянемо нелінійний оператор F 2 
X  — Y , щ о визначається формулою

Т 2х  =

Тхх,  
G і, іх , 
0 2,іх,
А 2х,

де

якщ о ||х||х ^  Г1 , 
якщ о Г1 <  ||х||х ^  Г1 +  1, 
якщ о г 1 +  1 <  ||х||х  ^  г 1 +  2, 
якщ о ||х||х  >  г 1 +  2,

0 1г1х  =  A  +  и 1,1 ( х ) К 1х

и 2,п : { х  Є X  : Гп+1 ^  \\х\\х ^  Гп+ 2 }  — [0,1] 

за допом огою  рівностей

0 2,1х  — А  +  ш2,1 ( х ) Х 2х.

Цей оператор обмежений і неперервний на 
підставі неперервності ш11  і &2>1 , співвідно
шень (9) -  (12) і неперервності лінійних опе
раторів Т 1 і А 2. Легко перевірити, що

sup \Т2х  — А 2х\\
хЄХ Y

Очевидно, що відображення и 1 п  і и 2,п непе
рервні,

иі,п(х)  =  1, якщ о ||х||х =  Гп, (9)

и 2,п(х) =  1, якщ о \\х\\х =  Гп +  2, (10)

иі,п(х)  =  U2,п(х) =  0, якщ о ||х||х =  Гп +  1,
(11)

і
R ( u ^ )  =  R(U2^) =  [0 ,1]. (12)

Оператор F  : X  — Y  і числа гп, n ф 1, 
визначимо наступним чином.

Спочатку розглянемо лінійний оператор 
F 1 : X  — Y , що визначається рівністю

F i  =  A  +  К і .

Очевидно, що для кожного числа г >  0

sup \Т1х  — A 1 х||Y =  0.
||х||х

Виберемо число г 1 ф 1 так, щоб

=  sup \F2x  — A 2x||Y <  + ^ -
ІМ|х ̂ 1+2

Тому існує таке число r2 >  Т\ +  3, щ о вико
нується нерівність

sup ||F2x — A 2x\\Y ф
||х||х ̂ г2

Г2
ІДТ1!!I A 2 \\l (Y,X )

- H 2.

Далі визначимо нелінійний оператор Т 3 
X  ^  У  за допом огою  формули

Х 3х  =

Т 2х , якщ о ||х||х  ^  г2 ,
Ох>2Х, якщ о Г2 <  ЦхЦх ^  Г2 +  1,
0 2 ,2Х, якщ о Г2 +  1 <  ||х||х ^  Г2 +  2,
А 3х,  якщ о ||х||х >  г2 +  2,

де
G i , 2х  — A  +  Ui, 2( х )& 2х

02  , 2Х =  А  +  Ш2 , 2 (х)КзХ.

Цей оператор обмежений і неперервний на 
підставі неперервності ш1)2 і ш2)2 , співвідно
шень (9) -  (12), обмеженості і неперервнос
ті нелінійного оператора Т 2 і неперервності 
лінійного оператора Аз. Очевидно, що

sup \\Т3х  — Азх\\
хЄХ Y

=  sup \\Х3х  — Азх\\Y <  + ю .
||х||х ̂ Г2+2

Гп
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Тому існує таке число г3 >  г2 +  3, що вико
нується нерівність

гзsup \\F3x  -  A 3x\\Y ф
^ ̂ т3 ІА-ЧlA 3 \\L(Y,X)

~ И 3.

Аналогічним чином визначаються обме
жені і неперервні оператори F n : X  ^  У , 
п ^  4, і числа гп >  гп - 1 +  3, п ^  4.

Зауважимо, що оператор F n : X  ^  У  ви
значається за допом огою  формули

ТпХ =

Fn - 1x, якщо
G 1,n—1x, якщо
G 2,n—1x, якщо

Anx, якщо

X
X
X

' и - 1 ,
r'n— 1 , rn— 1

Є (rn- 1  +  1 , rn-1 +  2]

де
G 1,n-1x  A  +  Wyn-1(x )K n-1x

i
G 2,n-1x  =  A  +  W 2,n-i(x)^nx.

Завдяки співвідношенню

sup \\Fnx  — A^x\ 
xex Y

=  sup \Fnx  — An,x\\Y <
IN|x ̂ r„-i+2

існує таке число rn >  rn - \ +  3, щ о викону
ється нерівність

sup \Fnx  — Anx\\Y ф 
IMIx

rr,

l|A-11
— Hn... (13)

xn \L(Y,X)
Оператор F  : X  — Y  визначимо ф орму

лою

x =

F ix , якщо
F2x, якщо
F 3x, якщо

F nx,> якщо

Очевидно, що для звужень Х\вх [0,г„] і 
Хп\вх [о,гп] операторів X  і Т п на кулю 
Б х [0,гп] справдж ується рівність

На підставі цієї рівності та обмеженості і не
перервності операторів F n : X  — Y , n ^  1, 
оператор F  : X  — Y  також обмежений і 
неперервний.

Співвідношення (8) випливає із співвід
ношень (13) і (14).

Із співвідношень, за допом огою  яких ви
значаються F n, n ^  1, і F , а також із об
меженості та неперервності ш1п, u 2,n і пов
ної неперервності Kn, n ^  1, випливає, що 
відображення F — An  : B x [0, rn] — Y , n ^  1, 
цілком неперервні.

Теорему 3 доведено.
Зауваж ення 2. У  теоремі 3 множина 

цілком неперервних операторів Kn, n ^  1, 
для яких оператори A  +  Kn, n ^  1, у ви
падку A  Є E мають неперервні обернені, є не 
порожньою. Справді, зафіксуємо довільний 
ненульовий вектор b Є Y . Завдяки включен
ню A  Є E існує єдиний вектор а Є X , для 
якого A a  =  b. Розглянемо довільний ліній
ний неперервний і ненульовий функціонал 
р, визначений на X , для якого р (а ) =  0 (та
ких функціоналів, якщ о dim X  ^  2, є не
скінченно багато на підставі теореми Хана- 
Банаха про продовження лінійного функціо
нала [5]). Визначимо цілком неперервний 
оператор K  : X  — Y  рівністю K x  =  p(x)b. 
Тоді оператор A  +  K  буде мати неперервний 
обернений, оскільки ker (A  +  K ) =  {0 } ,  що 
легко перевірити, і ^ ( A  +  K ) =  ^ (A )  =  Y  
завдяки фредгольмовості оператора A  та 
стійкості цієї властивості оператора по від
ношенню до довільних цілком неперервних 
збурень [4].

Очевидно, що аналогічним чином, як і 
при доведенні теореми 3, можна побудувати 
нелінійний неперервний і обмежений опера
тор F , до якого застосовна теорема 2.

4. Застосування теорем 1 i 2 до слаб
ко нелінійних р ів н я н ь . Розглянемо рівня
ння (1) у випадку, коли

F  =  A  +  K,

де A  : X  — Y  - елемент множини E або E1 і 
K  : X  — Y  -  нелінійний неперервний і обме-

160

F \bx  [0,rn] F n\bx [0,rn|- (14

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 2-3.

n



жений оператор, для якого нижня границя Покладемо H  =  \\у\\у. Завдяки (17) існує
число r >  0, таке, що

sup ||Kx||y
lim   sup \\Kx\\y ф

+ Г ІрНх II (^1^1 ) І -  H.
\Ь(У1, X1)

є достатньо малою. Тому на підставі теореми 2 і повної непе- 
За допом огою  теорем 1 і 2 легко дово- рервності К  рівняння (16) має хоча б один

дяться наступні два твердження.
Теорема 4. Нехай А  -  елемент м н ож и 

ни Е і К  : X  — У  -  цілком неперервний 
оператор, для якого

розв ’язок х  Є X .
Теорему 5 доведено.
Зауваж ення 3. У  теоремах 4 і 5 опера

тор К  може бути таким, що

sup ||Kx||y
т ІМІХ ̂ т
lim ---------------------  <

Т —+ ̂  Г

Тоді

ІІА 1 :і5 )
\Ь(У, X)

lim
Т—̂ + ̂ 0

sup ||Kx||y
ЦхЦх <Т

+ т о .

Д (А  +  К ) =  У.

Д оведення. Нехай у  -  довільний еле
мент простору У . Розглянемо рівняння

Справді, нехай X  =  Y  =  R. Розглянемо чи
слові послідовності (an)n^ 1 і (ßn)n^1, де

а г П!

( A  +  K ) x  =  y. :іб )

Покладемо H  =  Цу\ 
ке число r >  0, що

suP HK x ||y ^  ---------
||х||х ̂ т IIа  U y x )

ßn a n +  1 ,
і неперервні функції р n : R  ^  R, n ф 1, для 

Y . Завдяки (15) існує та- яких
supp Pn =  [an, ßn]

(supp p n -  носій функції p n) іH.
m ax |̂ n(x)| =  n!\/n

хЄ[а„, ßn\
Тому на підставі теореми 1 і повної непе
рервності К  рівняння (16) має хоча б один для всіх п ^  1. Визначимо неперервне відо-
розв ’язок x  Є X .

Теорему 4 доведено.
Теорема 5. Нехай A  -  елемент м н ож и 

ни Ei,
R (K )  С Yi

і K  : X  — Y 1 -  цілком неперервний опера
тор, для якого

sup ||Kx||y
т ІМІІх ̂ тlim ----------------------  <

Т—> + ̂ о Г

браження K  : R  ^  R  за допом огою  рівності 

K (x ) =  ^ 2  An(x),
k=l

щ о є цілком неперервним, оскільки 

dim R  = 1  <  + to.

Очевидно, що

<
1

(A|X i)
1 Ф7) і

lL(Yi, Xi)

max (x )
\x\<ßn

ßn

max |K(x)|
\x\<an + 1

n\\fn 
n! +  1

n\\fn
Тоді

R ( A  +  K ) =  Y1 .
a n+1 (n +  1)!

Із цих співвідношень і рівності

Д оведення. Розглянемо рівняння (16), в 
якому у  -  довільний елемент простору Ух.

у ßnlim — 1
n—ж a n
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випливає, щ о Теорема 7. Нехай для деякого числа
k Є R  виконується співвідношення

max|K(x)|
lim --------- =  0 max \f (x) — kx\

r lim -------------------< e -lhl. (20)
, r^ +ж r
і

  |K(x)| Тоді для довільної функції у  Є С^щ кож-
lim  =  + то . не з рівнянь  (18) і (19) має у просторі С^щ

хоча б один р озв ’язок.
Очевидно, що окремим випадком теоре- Це твердження -  наслідок теореми 4.

ми 5 є наступний результат. Справді, визначимо за допом огою  рівностей
Теорема 6 ([3, с. 90-91]). Нехай X  і

Y  -  дійсні банахові простори і A  : X  — Y  -  t
обмежене лінійне відображення, таке, що (A x ) ( t )  =  x (t)  — k x (y (s ))  ds, t Є [0,1],
множина R ( A )  замкнена і ker A  має замк- 0
нений доповнювальний підпростір. Нехай,
далі, K  : X  — Y  -  нелінійне цілком непе- (K ix )(t) =
рервне відображення, таке, що t

R (K) С R (A ) =  — f ( f  ( x (Y (s ))) — k x (Y(s)) ) ds, t Є [0, ^
0

і і
A (x )  =  o(||x||) при ||x|| —- <X). f  t \

(K 2x )(t) =  —f  i f  x ( Y(s)) ds I +
Тоді \o )

R ( A  +  K ) =  R (A ). t

Завершуючи параграф, наведемо засто- + k f  x (Y (s)) dS, t Є [0, ^
сування теореми 4 до нелінійних інтеграль- o
них рівнянь. неперервні лінійний оператор A  і нелінійні

Нехай С[0,ц] -  банаховий простір непе- оператори K 1 і К 2, що дію ть у просторі С[0)1]. 
рервних функцій x : [0,1] — R  з нормою Оператор A  має неперервний обернений

и и і /,м .Л-1 , що за допомогою  оператора
ІИІфод] =  m e« lx ( t ) l

і X  =  Y  =  C[o,1]. (Sx)( t )  =  f  x (y (s ))  ds, t Є [0,1],
Розглянемо рівняння 0

t подається у вигляді
x (t) =  f  (x (Y (s ))) ds +  У(t), t Є [0 ,1], (18) ( . 1 w  ,

J ( A - 1x)  (t) =

і =  ( ( I  +  kS  +  k2S 2 +  . . . )  x ) (t), (21)

x (t) =  де I  -  одиничний оператор. Т ут ряд

=  f  ( j x ( Y (s)) ds\  +  У(t), t Є [0 ,1], (19) 1  +  kS  +  k S +  ■ "
0 збігається, оскільки

де f : R  — R  Y : [0,1] — [0,1] і У : [0,1] — R  -  tn
неперервні функції. |(S y)(t)| ^  n  |y|c[0,1] , t Є [0, 1 ],
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для всіх y  Є C [0д]. Також для y0(t) =  1

Тому

(SпУо) (1) =  - у • n!

IL(C[0,1]>C[0,1]) n!
і, отж е, на підставі (21)

І|А_ і Уь(с  с  і ^  Єк\. (22)11 М̂ (С[0,1] С [0,1])

Якщ о к Є [0, + т о ) , то, очевидно, що

На- 1 II / ч =  ек IIа  ІІ£(С[0,1],С[0,1]) е .

Оператори К х и К 2 цілком неперервні на 
підставі теореми Арцела [5] і неперервності 
функцій f  і у .

Також на підставі (20) і (22) виконуються 
співвідношення

sup \\K-ix\\cІ

lim
V—̂ +

<

lim
V—̂ +

ІНІСрд] ^V
[0,1]

<

1

\\A- і  і
L(C[0,1] > C[0,1])

SUp \К2х\\с
ІНІСрд] ^V

[0,1]

<
\\A  1 \ L(C[0,1], C[0,1])

<

Ураховуючи те, що рівняння (18) і (19) 
відповідно можна подати у вигляді

( A  +  К і)х  =  y
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(А  +  К ) х  =  у,

приходимо до висновку, щ о для цих рівнянь 
виконуються всі умови теореми 4. Тому те
орема 7 -  окремий випадок теореми 4.
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