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С И М Е Т Р І Й Н І  В Л А С Т И В О С Т І  С И С Т Е М И  Р І В Н Я Н Ь  
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З точністю до неперервних перетворень еквівалентності встановлено вигляд нелінійних си
стем реакції-конвекції-дифузії, інваріантних відносно алгебри Галілея. Для одержаних систем 
досліджено можливості розширення алгебри Галілея операторами масштабних та проектив
них перетворень.

The appearance of a Gahlean algebra and it’s extensions, іп respect to which the system of 
nonhnear reaction-convection-diffusion equations can be invariant, is investigated. The kind of 
nonlinearities, with which this system is invariant in respect to that algebra is determined to 
within continuous equivalence transformations.

При описі різних явищ природи ча
сто приходять до математичних моделей у 
вигляді систем диференціальних рівнянь. 
Більш ість таких систем, як правило, містять 
одну чи кілька довільних функцій і тому 
вони утворю ю ть певні класи систем дифе
ренціальних рівнянь. Актуальною є зада
ча відбору з деякого класу систем тих, які 
найбільш точно описують процеси, що до
слідж уються. Оскільки більшість основних 
фізичних процесів задовольняють принцип 
відносності Галілея чи Пуанкаре-Енштейна, 
то і рівняння, які їх описують, повинні та
кож бути інваріантні відносно алгебри Галі- 
лея чи алгебри Пуанкаре. Тому вимога інва
ріантності диференціальних рівнянь відно
сно тієї чи іншої групи перетворень, наяв
ність широкої симетрії рівняння може слу
ж ити критерієм відбору його в якості ма
тематичної моделі опису конкретного фізи
чного процесу. У  зв ’язку з цим актуальною 
є задача: по заданій групі перетворень по
будувати математичну модель (систему рів
нянь), щ о володіє зазначеною симетрією.

В даній роботі нами розв ’язано таку зада
чу для системи нелінійних рівнянь реакції- 
конвекції-дифузії

ио =  © У  ( и ) и 1\ +  С ( и ) и 1 +  Н  ( и ), (1)

д е и = ( ;;2 ) ,  н  (и )  =  ( $ $ ) ,

F(U) _ (  f n (U) f  12( U ) \
F ( U ) _  I  f 21(U ) f  22(U ) )

g (u ) _  (  g21(U ) g22(U ) ) , u  _  « • (* . ,* ! )

— довільні гладкі функції, U0 _  ddj~~, U1 _
dU о ddxl , d1 _  dxl , x ° — часова, x 1 — просторова 
змінні.

В класі систем (1) містяться системи, які 
ш ироко застосовую ться в теорії процесів те- 
пломасопереносу, дифузії, описують еволю
цію температури та густини у термоядерній 
плазмі, інші фізичні та біохімічні процеси. 
Але симетрійні властивості цієї системи за
лишаються не дослідженими в повній мірі. 
Повну групову класифікацію нелінійних си
стем класу ( 1) досі не проведено.

Дослідженню симетрійних властивостей 
такого класу систем приділяло увагу багато 
авторів. При різних виглядах сталої матри
ці диф узії F  _  Л та G  _  0 одержали ваго
мі результати В.І. Фущич та Р.М. Черніга
[9]-[11], А.Г. Нікітін [22]-[25], А.Г. Нікітін та 
Р. Вілтшир [26], [27], Р.М. Черніга та Дж. 
Кінг [13]—[16]. При F  _  E,  H  _  0 симетрійні 
властивості системи ( 1) вивчались в роботах 
[1], [6], [17] а при довільних матрицях F  і H  
та G  _  0 галілеївська інваріантність системи
(1) досліджена в роботі [5].

Добре відомо, щ о лінійна система рівнянь 
дифузії

U. _ л и п , (2)
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де Л -стала матриця, інваріантна відносно 
алгебри Галілея з базисними генераторами

A G ( 1 , 1) = <  do =  d h , д і =  д к , (3)
G  =  ході +  x\Q\,Q\,>,

та ї ї  розширень операторами масштабних

D  =  2жодо +  Жіді +  Q 3 (4)

та проективних перетворень

х 2
П =  ж2 до +  хохід і +  у  Qi  +  X0Q 3, (5)

де Q c =  ncb(u)dub, gab(u) -  деякі задані фун
кції, які залежать від вигляду матриці Л.

Комутаційні співвідношення між  опера
торами (3 )-(5 ) мають вигляд

[до,д і ] = 0 , [до, G] =  д і, [до? Q і] =  0 ,
[д і, G] =  Q l, [ді, Ql] =  0, [G ,Q l] =  0.

(6)
[до, D] =  2до, [д і, D] =  ді,
[G ,D ] =  - G ,  [Q n D ] =  0. (7)

[до, П] =  D,  [ді, П] =  G, (8)
[G, П] =  0, [Ql, П] =  0, [D, П] =  2П. (8)

Алгебра A G 2( 1 ,1) операторів (3 )-(5 ) є одно- 
вимірною проекцією багатовимірної алгебри 
A G 2( 1, n):

до =  дХ0 , да =  дха, Jab =  Жадь — Жьда, (о)
G a =  х ода +  x aQ 1, Q 1,

D  =  2ходо +  х ада +  Q 3 (10)

~Х 2
П =  х 2 до +  хохід і +— — Q l +  xoQз■ (11)

В свій час В.І. Фущич запропонував ал
гебру операторів (9) назвати алгеброю Га
лілея і позначати A G (1,n), алгебру (9), (10) 
— розш иреною алгеброю Галілея A G l (1 ,n ), 
алгебру (9), (10), (11) — узагальненою алге
брою Галілея A G 2(1, n). Це пов ’язано з тим, 
що оператори Ga, породж ую ть перетворення 
Галілея часової та просторових змінних

х о =  х о, х а =  х а +  хах о,уа — cons t■ ( 12)

З алгебраїчної точки зору алгебру визна
чають не перетворення, які вона породжує,
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а комутаційні співвідношення між  базисни
ми генераторами даної алгебри.

Комутаційні співвідношення між  опера
торами алгебри (3) мають вигляд (6).

Таким чином, алгеброю Галілея Л С (1 ,1) 
будемо називати одну з реалізацій чотири
вимірної лінійної алгебри диференціальних 
операторів 1-го порядку (Х і , Х 2, Х 3, Х 4), 
для якої виконуються наступні комутаційні 
співвідношення:

[Х і ,Х 2] =  0, [Х і,Х з ] =  Х 2, [Х і,Х 4 ] =  0, 
[Х 2,Х з ] =  Х 4, [Хз,Х4] =  0, [Х 2Х 4] =  0.

(13)
Поставимо задачу: дослідити , при яких 

нелінійностях f аЬ, д аЬ,к а система ( 1) інварі
антна відносно алгебри Галілея та її  розши
рень. При цьому алгеброю Галілея Л С (1 ,1) 
будемо називати одну з реалізацій чотири
вимірної лінійної алгебри диференціальних 
операторів, для якої виконуються комута
ційні співвідношення (13).

О сн о в н а  г р у п а  п е р е т в о р е н ь  
е к в ів а л е н т н о ст і

Важливе значення при дослідженні си- 
метрійних властивостей відіграють перетво
рення еквівалентності. Вони дозволяю ть по
ділити клас систем на нееквівалентні під
класи. Виділивши в кожному підкласі ка
нонічний представник, достатньо дослідити 
тільки його симетрійні властивості, а потім 
поширити одержані результати на всі систе
ми даного підкласу.

Дослідимо групу неперервних перетво
рень еквівалентності системи рівнянь ( 1), 
застосувавш и метод, запропонований в ро
ботах [3], [12].

Л е м а  1. Групою неперервних перетво
рень еквївалентностї системи (1 )  є група, 
координати їнфїнїтезїмального оператора

Е  =  £л(жо,жі, и)др  +  па(хо ,х і ,  и ) д иа +
+ с  аЬ( х о , х і , и , Е , С , И  д  а. +
+ а  (х0, х і , и, Б, С,  И ) д даь +
+ Х а(х0,> x l ,U , F , G , И ) д ьа

(14)
якої задаються формулами 

£0 =  ж0х 0 +  Д0, £ і =  жіх і +  д х 0 +  Ді , (15)
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Па =  ааъиь +  ва, (16)

с аъ =  (2®і -  а * ) / аъ +  аас1 °ъ -  а съ ! ас, 
ааЬ =  (ж 1 — шо)даъ +  а асд съ-  
-а с ъ д ас +  X  д,
Xа =  -жоЪа +  ааъд^,

(17)
де шм,д м, д , а аъ, в а — групові параметри,
ї  =
=  0 ; 1, а, 6, с =  1; 2.

Зауважимо, що всі подальші міркування 
проведено з точністю  до перетворень еквіва
лентності

' 7 ' 7Хо =  аоХо +  6о, Хі =  а і^ і +  схо +  Ьі, 
иа' =  7аъ;ъ +  да,

: і 8)

де а^,Ь^,с,Хаъ,$а — довільні сталі, ц е { 0 , 1}, 
а,Ьє{1 ,2}, які випливають з формул (15), 
(16).

О сн о в н а  а л ге б р а  Ін в а р іа н тн ост і.
С и с т е м а  в и зн а ч а л ь н и х  р ів н я н ь .

О зн а ч ен н я  1. Основною алгеброю ін
варіантності системи ( 1 )  назвемо алгебру, 
відносно якої дана система інваріантна при 
довільних нелінійностях Б , С , Н .

Т е о р е м а  1 Основною алгеброю інварі
антності системи (1 )  є алгебра

Ао = <  до, д і >  ■ (19)

Доведення теореми проводимо на осно
ві алгоритму Лі (див., наприклад, [4]). 
При цьому одержимо систему визначаль
них рівнянь для знаходження координат
інфінітезимального оператора та функцій 
/аъ даъ ьа :

Пс/ $  +  (Єо° -  2£ і ) / аЬ +  пА/ас -  пЄ/съ =  0 ,о - 1 
псдЄ  +  (Й1 -  Є )даЬ +  піь дас -  пЄ дсъ+

Інфінітезимальниий оператор з координата
ми (23) породж ує алгебру (19).

З о б р а ж е н н я  а л ге б р и  Г ал ш ея .
Х н в а р т н т ш с т ь  с и ст е м и  ( 1 ) в і д н о с н о  

а л ге б р и  Г ал ш ея .

Знайдемо зображення алгебри Галілея
(13), відносно якої може бути інваріантна 
система ( 1).

Система (22) є лінійною однорідною ал
гебраїчною системою рівнянь відносно ПІЬ-ис. 
Головний визначник даної системи має ви
гляд

д  =  ( / іі +  / 22) ( / і і / 22 -  / і2/ 2і). (24)

Оскільки матриця Е складається з коефі
цієнтів дифузії, то визначник (24) відмінний 
від нуля. Це означає, що система (22) має 
лише тривіальний розв ’язок

0.паІиьис (25)

Таким чином, враховуючи рівняння (21),
(25), приходимо до висновку, що найбільш 
загальний вигляд операторів інваріантності 
системи ( 1) наступний

Х і =  А г(хо)до +  Б г(хо, х і)д і +  
+  [а“ ъ(хо, х і )иъ +  в іа(хо, х і )]д1 (26)

+ п с /  +  /%) +  2пс1иь/ас -  Єн/аъ +  « і  =  0 , 
пс К с  +  Со^а -  піс ь с +  пі і /аъ +  пъдаъ -  По =  0

0 ,
(20)
(21)рО   А і   А1

риа риа V
/<1ЬпІсиЛ +  /  <ксГ\аиь иі =  0- (22)

Якщ о систему (20 )-(22 ) розщепити по до
вільних функціях /аъ та їх похідних, то одер
жимо, що

ро =  до,р і =  д і ,п  =  0. (23)

де Лг, Б г, а шЬ, /Зга — довільні гладкі функції 
відповідних аргументів, і =  1, 4, а,Ь = 1 ,  2.

Так як система (1) інваріантна відносно 
алгебри Ло, то в якості двох операторів ал
гебри Л С (1, 1) візьмемо оператори д0,д і .

Оскільки [д0,д 1 ] =  0, то з умов (13) ви
пливають наступні можливості:

а) (д о ,д і) =  ( X  1X 2), б) (до, д і) =
(X  1X 4),

в) (д о ,д і) =  (Х 3Х 4), г) (д о ,д і) =
(Х 2 ,Х 4 ).

Розглянемо кожен випадок окремо.
а) (до,д і ) =  (Х і , Х 2). В ролі операторів 

Х 3, Х 4 візьмемо довільні оператори вигляду
(26).

Х з =  А 3(хо)до +  B 3( xо, х і )д і +  
+  [а3аъ(хо, х  і )иъ +  в 3а(хо, х  і )]ди 
Х 4 =  А 4(хо)до +  В 4(хо, х  і )ді +  
+  [а4аъ(хо, х  і )иъ +  в 4а(х о ,х  і )] ди

(27)
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де А 3, А 4, В 3, В 4, а 3аЬ, а 4аЬ, в 3ав 4а — довільні де Л2 , В 2 , С 3, Б 3, а 2аЬ, (32а, 7 3аЬ, а 3а — довіль- 
гладкі функції відповідних аргументів, які ні функції відповідних аргументів, які під- 
підлягають визначенню за формулами (13). лягають уточненню за формулами (13). З

0 та умов [Х і , Х 2] =  0 та [Х 2,Х 4] =  0 аналогі
чно, як і у випадку а), одержуємо

З комутаційних умов [Х і ,Х 4]
[Х 2, Х 4] =  0 одержуємо, що

А 4 =  сі, В 4 =  С2, а 4аЬ =  ааЬ, /34а =  Ді,
(28)

де с і ,с 2,ааЬ,ва — довільні сталі. Так як лі
нійна комбінація операторів алгебри є також 
оператором з даної алгебри, то, не втрача
ючи довільності, можна вважати, що с1 =  
с2 =  0.

Отже,

А 2 =  В 2 =  0, а 2аЬ =  а 1аЬ, /32а =  в і ,  (36)

де оіь, - довільні сталі. Отже,

Х 2 = ^ і  =  (а > ь + в а)диа. (37)

З комутаційних співвідношень [Х і , Х 3] =
=  Х 2, [Х4, Х 3] =  0 знаходимо

Х 4 =  Я і =  (а1ьиЬ +  в і ) д иа.

З комутаційних співвідношень [Х 1, Х 3] 
і [Х 2 , Х 3 ] =  Х 4 маємо

А 3 — с3, В 3 — Хо +  с4,
а 3аЬ

а ІЬХі +  а 0,Ь, Р3а — А ^ і  +  в

(29)

(30)

С 3 — Б 3 

д е і і ь ^ а

де

0 , 7 3аЬ =  ^ І ь + т І ь ^ 31

-  довільні сталі. Отже, 

Х 3 =  х 0^ і  +  Я 2,

Я 2 =  (1 2аЬиЬ +  в а)диа.

Хов 1 + в 2 ,
(38)

(39)

(40)

де с3, с4, а^ь, в “а — довільні сталі. Аналогічно
^  одержуємояк і у випадку оператора Х 4, не втрачаючи ^ 1

с4 =  0. От-

З комутаційних співвідношень [Х 2,Х 3] — Х 4

загальності, можна вважати с3 
же,

Х 3 =  х 0д і +  х і ^ і  +  Я2і

[ЯЬ Я 2] — дЬ
щ о є неможливим.

Аналогічно доводиться, що випадки в) і 
г) також неможливі.

Зауважимо, що реалізація алгебри (13) 
вигляду (34) одержана і в роботі [28], де з то
чністю  до довільних локальних перетворень 
встановлені нееквівалентні реалізаціі алгебр 
розмірності до 4-х включно.

У  роботі [1] встановлено, щ о існує 6 рі
зних зображень оператора Я і вигляду (29), 
нееквівалентних відносно перетворень (18). 
А  в роботі [6] показано, щ о з врахуванням 
(33) і з точністю  до перетворень еквівален
тності (18) можливі наступні нееквівалентні 

де оператори ^ і  і ^2 задаються формулами набори операторів Я і ,Я 2:

де
Я 2 =  ^  +  в ї ) ди

Із умови [Х 3, Х 4] =  0 маємо

[Я і ,Я 2] =  0.

В результаті одержуємо, 
Л С (1, 1) має реалізацію

що

А Є (1 ,1) —<  до,ді ,
О  — хдоді  +  х іЯ і +  Я 2, Яі >,

(31)

(32)

(33) 

алгебра

(34)

(29), (32) та зодовольняють умову (33) 
Розглянемо випадок б) (д0,д і ) =

(Х і,Х 4 ) .
Аналогічно, як і у випадку а), в якості 

Х 2, Х 3 візьмемо наступні оператори

Я і диі , Я 2 — к.2ди2 +  Ш2П2диі , 

— кідиі +  ш іп2ди2,

Х 2 — А 2(хо)до +  В  2(хо, Х і)д і+  
+  [а2аЬ(хо, Х і)иЬ +  в 2а(хо, х і)]д и  
Х 3 — С3(хо)до +  Б 3(хо, х і ) д і +  
+  [у3аЬ(хо, х  і) иЬ +  а 3а(хо, хі)]ди°

(35)

Я і і и
Я 2 — к2диі +  Ш2П2ди2 ,

Я і — кіди1 +  и 3ди2 ,
Я 2 — к2ди2 ,

кіи ідиі +  ш іи2ди2, 
к2и ідиі +  Ш2и2ди2 ,

Я і
Я 2

(41)

(42)

(43)

(44)
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(45 )

(46)

Я і — кіІ  +  ш іи2диі ,
Я 2 — к2І  +  Ш2и2диі,

Я і — кіІ  +  к2 З,
Я 2 — Ші І  +  Ш2 З,

де І  — и і диі +  и2ди2, З  — и2диі — и і ди2, 
кі ,к 2,Ш і ,Ш2 — довільні сталі, такі, щоб не 
було перетину між  випадками (41)-(46).

Таким чином, єдино можливою реалізаці
єю  алгебри А Є (1 , 1) для системи ( 1) є алге
бра (34), де опреатори Я і ,Я 2 мають вигляд 
одного з шести вище наведених випадків.

Нами знайдено 13 нееквівалентних відно
сно перетворень (18) виглядів нелінійностей 
Г, Є, Н , при яких система ( 1) інваріантна 
відносно алгебри Галілея (34), які ми не на
водимо в силу їх громіздкості.

З о б р а ж е н н я  р о з ш и р е н о ї а л ге б р и  
Г ал іл ея . Х н в а р т н т ш с т ь  си ст е м и  (1 ) 

в ід н о с н о  р о з ш и р е н о ї а л ге б р и  Г ал ш ея .

Розширимо алгебру Галілея (13) операто
ром масштабних перетворень Х 5, для якого 
виконуються наступні комутаційні співвід
ношення

[Х і , Х 5] — 2 Х і, [Х 2 ,Х 5 ]— Х2, 
[Х 3, Х 5] — —Х 3, [Х 4, Х 5] — 0. (47)

Встановимо зображення розширеної алге
бри Галілея вигляду (47), відносно якої мо
же бути інваріантна система ( 1).

Згідно (26) маємо загальний вигляд опе
ратора масштабних перетворень

Х 5 — А 5(хо)до +  В  5(х о ,Х і)д і+ (48)

А 5 — 2х0, В 4 — х і ,
--ааЬ,в5а —а 5

де а ъаЬ,ва — довільні сталі. 
Отже,

(49)

де Я 3
З

(а 5ЬиЬ +  в 5 )диа. 
комутаційних співвідношень

+  [а5аЬ(х0, х і )иЬ +  в 5а(х0, х і )]ди

де А 5, В 5, а 5аЬ, в 5а — довільні гладкі функції 
відповідних аргументів, які підлягають ви
значенню за допом огою  формул (47).

З комутаційних умов [Х і , Х 5] =  2 Х і та 
[Х 2, Х 5] =  Х 2 одержуємо, що

Х 5 — 2х 0д0 +  х іді +  Я 3, (50)

[Х 3, Х 5] — —Х 3 та [Х4, Х 5] — 0 маємо

[ЯЬ Я 3] — 0 , [Я2, Я 3] — —Я 2- (51)

Оператор Х 5 позначимо Б.
Таким чином, розширена алгебра Галілея 

для системи ( 1) має вигляд

А Є і (1, 1) — (до, ді, О  — Ході +  х іЯ і +  Я 2 ,
Яі,  Б  — 2ходо +  Хіді +  Я 3) ,

(52)
де оператори Я і, Я 2, Я 3 задовольняють умо
ви (33), (51). У  роботі [6] показано, щ о з то
чністю  до перетворень еквівалентності (18) 
існує десять нееквівалентних наборів опера
торів Я і, Я 2, Я 3, для яких виконуються ум о
ви (51).

Нами знайдено 8 нееквівалентних відно
сно перетворень (18) виглядів системи ( 1), 
при яких вона інваріантна відносно алгебри 
(52), але, як і у випадку інваріантності від
носно алгебри Галілея, в силу громіздкості 
одержаних систем ми їх не наводимо.

З о б р а ж е н н я  у з а га л ь н е н о ї а л ге б р и  
Г ал ш ея . Х н в а р т н т ш с т ь  с и ст е м и  (1 ) 

в і д н о с н о  у за га л ь н е н о ї а л ге б р и  
Г ал ш ея .

Розширимо алгебру Галілея (52) прое
ктивним оператором, для якого виконую
ться наступні комутаційні співвідношення

[Х і,Х б ] — Х 5, [Х 2,Хб] — Х 3, [Х 3,Хб] — 0 , 
[Х 4 ,Х 6] — 0, [Х 5 ,Х 6] — 2 Х 6.

(53)
Одержану алгебру назвемо узагальненою 
алгеброю Галілея, а оператор Х 6 — прое
ктивним оператором і позначимо його П.

Встановимо зображення узагальненої ал
гебри Галілея, відносно якої може бути ін
варіантна система ( 1).

Згідно (26) загальний вигляд проектив
ного оператора є наступним

Хб — А 6(хо)до +  В 6(х о ,Х і)д і+  ( 54)
+  [а6аЬ(х0, х і )иЬ +  в 6а(х0, х і )]диа, ( )

де А 6, В 6, а 6аЬ, в 6а — довільні гладкі функції 
відповідних аргументів.
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З комутаційних умов [Х і , Х 6] =  Х 5 та + ш 12)диі -  и2ди2, Q 4 =  0;
[Х 2, Х 6] =  Х з одержуємо, що

Хб =  П ходо +  хох ід і +  xоQ з+
+ X lQ 2 +  -2  Ql  +  Q4,

(55)
и о

+

д

де Q 4 =  а 4аьПЬ+ ва, причому аОь, в а — довіль
ні сталі.

З інших комутаційних співвідношень (53) 
маємо

[Q1 , Q A] =  0, [Q2, Q 4] =  0, [Q3, Q A] =  2Q 4•
(56)

Таким чином, узагальнена алгебра Галі- 
лея для системи ( 1) має вигляд

і

иі
АИ -  ЇЇ2
0 - 1

и і +

гаі іи  0 
ш 21и2 0 иі  +  (и і )2 п іи

2п2и2
(59)

причому Q 1 =  и2ди2 , Q 2 =  0 ^ 3 =  - и і диі +  
+  2и2ди2, Q4 =  0 ;

и о =  д

+

+ (и і )2и:

и і
Ац 0 
0 А22

- и  0
2 - (2А22 +  1)и і 

0
А22 +  її

+

і

ш 2і и(  
і 2 2

и і+ (60)

22 і 2

причому Q 1 =  и2ди2 , Q 2 =  диі ,
- у } ди1 +  + (А22 +  ш 2і )и2ди2, Q 4 =  0 ;

и о =  д і

+ & 2

0

+& 4

0  - т ) ' 2
- ш і ш і і  ш і і  Ц2

и2
-  ш іш і2 ит ш і2
п і и і 
п2и2

+

и і+

А С 2 (1 ,1) =  (до, ді, С  =  ході +  X lQ l +  Q 2,
Q l, О  =  2ходо +  х ід і +  Qз,
П =  х^до +  хохід і +  XоQз+

- 2
+ X lQ 2 +  —і Ql  +  Q4),

(57)
де оператори Q 1,Q 2,Q 3,Q 4 задовольняють 
умови (33), (51), (56).

Знайдемо вигляд нелінійностей Г ,С ,  Н , 
при яких система ( 1) інваріантна відно
сно узагальненої алгебри Галілея. В робо
ті [6] показано, що з точністю  до пере
творень еквівалентності (18) існує шістнад
цять нееквівалентних наборів операторів причому Q l =  и дит +  ш іи ди2^ 2 - 
Q 1 , Q 2, Q 3, Q 4, для яких виконуються кому- -  ̂  ( І  +  ш іи ди2 ) ; Q 4 =  ° ; & =  (ЦТу̂ Т 
таційні співвідношення (33), (51), (56).

Для кожної системи, інваріантної відно
сно розширеної алгебри Галілея, за вигля
дом операторів Галілея та ділатації встано
вимо зображення проективного оператора 
(див. [6]). Одержані результати можна по
дати у вигляді наступної теореми.

Т е о р е м а  2. Система рівнянь (1) інва
ріантна відносно узагальненої алгебри Га
лілея (57) тоді і тільки тоді, коли вона з 
точністю до перетворень еквівалентності 
(18) має один з наступних виглядів:

Q 3

(61)

и о =  д і

+ ит

-  2 01 
0 -  2

и і +

п і и
2п2и2

причому Q 1 =  I , Q 2 =  0, Q 4

= 0 ^ 3  =  
ш і =  0 ;

(62)

и і ди2 ,П1-П2

Q з Пі- і  +2 Пі-П2 I  -  2и2ди2, пі =  П2;

и о =  д і

^ — 2ш

1 - 1  
0 1 и і +

д і
Аіі
0

- и 2 ш і2
0 и2

и о

+

причому Q 1 
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0
) А22 и і

+е"
+

22

4 1 +  т 21 “ о - ( И2 + 1) ( т і 1 +  т 21 а г )

- ( “ о  +  1 ) ^ 2 1

(58) + е —4ш п 1 и2 +  п2и 1
п2и

причому Q 1 =  I  +  и2диі , Q 2 =  0, Q 3

и і+

(63) 

-  21  ’
диі ! Q 2 =  ди2 ,Q3 =  (А11 +  Q 4 =  0 ; & =  і 2 -  1п и2;
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Uo =  0 i
2 k i  k  m  — 

2 k 2  k m  —

~n ~u 
—~n и

ki - k 2 
k2 ki

2 k i  k

Ui +

2 k 2  k  -

_L

U i+

(64)
причому Q 1 =  k1I  — k2 J , Q 2 =  0, Q 3 =  — 21 , 
Q 4 =  0, и  =  k2 ln y 2 +  2k1arc tgЦІ,

■_i_ (—u2 , u 1 ), m  =  (m 1 , m 2), | k | =  1 ,и
к2 — 0.

У  формулах (58 )-(64 ) ХаЬ, ШаЬ, Ша, ка, 
па — довільні сталі, а, 6є { 1; 2}.

З а у в а ж ен н я . Частинним випадком си
стеми (59) є система рівнянь хемотакси
су, яка описує формування та поширення 
хемотаксисних кілець Адлера та різні про
цеси структуроутворення в бактеріальних 
колоніях при їх взаємодії. її симетрійні вла
стивості вивчені в роботі [7].

Я кщ о у системі (64) перейти до функції 
комплексної змінної, то одержимо узагаль
нення рівняння Гінзбурга-Ландау

фо = —  k -Ф11 +  [m  (2k M *  ф—  
— (ІФ |2) 1 ) +  П*1Ф |4e2w]e2wф,

(65)

де ф — и і +  іи2, к ,Ш ,п еС , , яке є основ
ним нелінійним рівнянням фізики нерівно- 
важних середовищ і виникає при описі ди
фузного хаоса і дисипативних структур в гі
дродинаміці, фізиці лазерів та хімічний кі
нетиці [2], [18] Симетрійні властивості рів
няння Гінзбурга-Ландау без деривативного 
члена вивчались А.Г. Нікітіним в роботі [23].

При кі — 0 з рівняння (65) можна одер
ж ати узагальнення рівняння Ш редінгера з 
деривативною нелінійністю

іФо =  2 Ф11 +  И !Ф І2)1 +  ß  ІФІ4]Ф, (66)

де а, в ^ С .
Рівняння (66) належить до класу рівнянь 

Іф0 =  — 2 Фп +  (Аі +  А2|ф|2 +  А3|ф|4+
+ А4д і |ф|2)ф +  (А5 +  A6|ф|2)д lф,

(67)
які використовую ться для моделювання 
хвильових процесів в різних розділах фізи-

ки, таких як нелінійна оптика. Зокрема, во
но описує альвеновські хвилі з круговою  по
ляризацією — магнітогідродінамічні хвилі, 
щ о розповсю дж ую ться в плазмі в магнітно
му полі [19-21] хвилі Стокса у рідині скін
ченної глибини та ін.

Серед одержаних нами систем, як ча
стинні випадки, м істяться також неліній
на система рівнянь конвекції-дифузії, симе- 
трійні властивості якої були вивчені в робо
ті [6], системи рівнянь реакції-дифузії, що 
дослідж увались у роботах Р.М. Черніги та 
Д ж . Кінга [13]—[16], А.Г. Нікітіна [22]-[25], 
А.Г. Нікітіна та Р. Вітлшира [26], [27].

П оряд з цим встановлено систему (58), 
яка не може бути одержана із узагальнення 
раніше відомих систем, інваріантних відно
сно алгебри Галілея.

В и сн о в к и

Отже, в даній роботі з точністю  до пе
ретворень еквівалентності (18) встановлено 
вигляд систем класу ( 1), які володіють симе- 
трійними властивостями, характерними для 
рівнянь, щ о описують процеси, підпорядко
вані принципу відносності Галілея. Серед 
них, як частинні випадки, м істяться рівня
ння Ш редінгера, Гінзбурга-Ландау, система 
рівнянь хемотаксису та інші. Одержані си
стеми, в силу своїх симетрійних властиво
стей, м ож уть бути використані при моделю
ванні реальних фізичних процесів.
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