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О П Т И М А Л Ь Н Е  К Е Р У В А Н Н Я  С И С Т Е М А М И  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н И Х  
Р Ш Н Я Н Ь  Н А  Н Е Ф Ж С О В А Н И Х  Ч А С О В И Х  Ш Т Е Р В А Л А Х

Було доведено існування оптимального керування системами диференціальних рівнянь на 
півосі без розв’язку рівняння динамічного програмування Беллмана, використовуючи прямі 
методи розв’язання екстремальних задач.

It has been proven the existence of optimal control for systems of ііійегепйаі equations on 
semiaxis whhout solvrng the Bellman equation of dynamm programmrng usrng dhect methods for 
solvrng extremal problems.

1. В ступ. В даній роботі розглядається 
наступна задача оптимального керування 
системою диференціальних рівнянь

( x  =  f l ( t , x )  +  f 2(t , x )u { t ) ,  ( 1)
\ x (0 ) =  xo 

з критерієм якості
T

J(u) =  J  g ( t )L ( t , x ( t ) ,u ( t ) )d t  ^  in f, (2)
o

де t Є [0, ж ) , x  Є D -деяка обмежена область 
в R d, т - момент виходу розв ’язку x(t)  на 
границю області D . Більш точна постановка 
задачі буде дана в основній частині роботи.

В статті доводиться теорема існування 
оптимального керування для задачі (1), (2). 
Раніше подібна задача розглядалася, напри­
клад, в роботах [1], [2], [3] де є широка 
бібліографія. Для їх вивчення, як прави­
ло, застосовувався метод динамічного про­
грамування або принцип максимума Пон- 
трягіна. Використання методу динамічно­
го програмування пов ’язане з необхідністю 
розв ’язання відповідного рівняння Беллма- 
на, що є нелінійним диференціальним рів­
нянням в частинних похідних першого по­
рядку і представляє складну задачу. У м о­
ви принципу максимуму Понтрягіна до­
зволяють звести знаходження оптимально­
го керування до розв ’язання певної двото- 
чкової крайової задачі. Принцип максиму­
му дозволяє знаходити оптимальне керу­
вання для багатьох важливих прикладних

задач. Однак, часто розв ’язання двоточко- 
вої крайової задачі може виявитись досить 
складною справою. Тому важливо отрима­
ти умови існування оптимального керуван­
ня в термінах коефіцієнтів вихідної системи 
і функції д ( і )Ь ( і , х ,п ) ,  що входить в крите­
рій якості.

Інколи теореми існування можна доводи­
ти використовуючи методи диференціаль­
них рівнянь. Але в загальному випадку існу­
вання оптимального керування, яке мінімі­
зує заданий критерій якості необхідно дово­
дити прямими методами розв ’язання екстре­
мальних задач.

Інший підхід до питань існування опти­
мальних керувань з застосуванням методу 
усереднення можна знайти, наприклад, в 
роботах [6], [7], [8].

Є вже відомі теореми існування опти­
мального керування, що були отримані з ви­
користанням прямих методів для деяких ти­
пів задач, з умовами в термінах коефіцієнтів 
вихідної системи.

Так в роботах [1], [2] доводиться існу­
вання оптимального керування для задач 
Майєра та Больца на фіксованому проміж ­
ку часу без додаткових обмежень на керува­
ння.

В роботі [1] отримана теорема існування 
оптимального керування для системи

X =  п(і)
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на заданій обмеженій області Q

Т

J(u) =  J  L ( s , x ( s ) , i x ( s ) ) d s + ^ ( r , x ( r )) ^  in f,

to

де t0- початковий момент часу, r - момент ви­
ходу розв ’язку системи x (t )  із області Q  при 
t Є [0,T ], де T -скінченне.

Ми в даній статті узагальнили вказані за­
дачі до задачі (1 ),(2) і доводимо існуван­
ня оптимального керування використовую­
чи прямі методи розв ’язання екстремальних 
задач.

Робота складається із вступу, постанов­
ки задач, основного результату та прикладів 
застосування.

1. П остановка задачі. Розглянемо за­
дачу оптимального керування (1 ),(2 ), де 
Хо Є D  - фіксований вектор, t Є [0, t o ) ,x  Є 
D  - фазовий вектор, D  - обмежена область 
із R d, r  - момент виходу розв ’язку x (t )  на 
границю області D , u Є U С R m - вектор 
керування, U - опукла, замкнена множина і
0 Є U , вектор-функція f i ( t , x )  : [0, то) х D  ^  
R d і матриця f 2 (t, x)  : [0, то) х D  ^  R d х R m- 
неперервні за сукупністю змінних функції, 
для яких виконується умова Ліпшиця, тоб­
то існує така константа H  >  0, що для будь- 
яких x l , x 2 Є D, t >  0 та u Є U виконуються 
нерівності:
1 f l ( t , x i )  -  f l ( t , x 2) \< H  | x i  -  x 2 \,

|| f 2 ( t , x i )  -  f 2 ( t , x 2) ||< H  \ x i  -  x'2 I . (3)

Функції L ( t , x ,u )  та L u( t , x ,u )  є неперерв­
ними для будь-яких t Є [0, to) , x  Є D  та 
u Є U , причому L u( t , x ,u )  обмежена, і 
задовольняють наступні умови:
1) існує K  >  0, що

| L ( t , x i , u i ) - L ( t , x 2,u 2) <  K  | x i — x 2  ̂ (4)

2) L ( t , x ,u )  опукла по u при будь-яких фі­
ксованих t і x .
Функція g(t) Є L i ([0, то)) та g(t) Є 
Lq([0, то)), д е q =  Р/(Р -  і ) , Р >  і.

Керування u(t)  вважається допустимим, 
якщ о :
а1) u(t) Є U, при t Є [0, то).
а2) існує така стала C  >  0, що не залежить

від п(ї)  і задоволяє умову а1)
СЮ
/ \ п(ї) \р Д  <  С.
0

Множину допустимих керувань, що задо­
вольняють умови а1), а2), будемо називати 
допустимою для задачі (1), (2) і позначати­
мемо її через V .

2. Основний результат. Основним ре­
зультатом даної роботи є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай в системі (1) 
з критерієм якості (2), для функцій 
/ і ( ї , х ) ,/ 2 ( ї ,х ) ,  д(ї ) та Ь ( ї , х ,п )  викону­
ються  умови попереднього пункту. Тоді 
задача ( 1 ),  (2)  має р озв ’язок в класі допу­
стимих керувань V , тобто існує допусти­
ме керування п*(ї),  що мінімізує критерій 
якості (2).

Доведення.  Оскільки критерій якості не­
в ід ’ємна величина, то існує невід’ємна ни­
жня межа т  значень .] (п ) і тому існує послі­
довність допустимих керувань {п п(ї), п >  1} 
таких, що . ] (пп) ^  т,  при п ^  то монотон­
но. Отже,

'Тп
,1 (пп) =  /  д ( і )Ь ( і ,Х п ( і ) ,п Д і ) ) Д  ^  т,

0
при п то,

де х п(ї) -розв ’язки системи (1), що відповід­
ають керуванням пп ( ї ) , тп- моменти виходу 
розв ’язку х п(ї) на границю області О.

Умова а2) гарантує слабку компактність 
послідовності пп(ї), тобто послідовність 
пп(ї) слабко збігається до границі п*(ї) Є 
Ьр([0, то)). Тоді за лемою М азура [4, ст.173] 
знайдеться опукла комбінація 
Ьк(ї) =  ^2п і̂ а ф к )п Д )  елементів 
п ( )  Є и  ( а  >  0,Д™=і а  =  1), Що в Ьр має­
мо Ьк ^  п*,к ^  то. Отже, існує майже всю ­
ди збіжна на [0, то) за мірою  Лебега підпо- 
слідовність Ькі, щ о Ькі(ї) ^  п*(ї),1 ^  то для 
майже всіх ї. Оскільки и  опукла та замкне­
на множина, то £ п=і а п Д )  Є и  і п*(ї) Є и  
майже для всіх ї.

Розглянемо тепер послідовність розв ’яз­
ків системи (1), щ о відповідають послідов­
ності керувань {п п( ї ) ,п  >  1}.

і
хп(ї) =  хо +  І и і ( і , х п ( і ) ) ^  +

0
І 2 ( і ,хп( і) )пп(і)Дв ,  і Є [0,Тп]. За функі-
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ями Хп(Ь) побудуємо функції Уп(І), які 
визначаються на піввісі [0, то) наступним 
чином

Vn(t)
Xn(t), при t Є [0,Tn), 
x n(rn), при t >  0.

T
i n f  { t  Є [0,T], якщ о x n(t) Є d D } ,  
T, якщ о x n(t) Є D  \ dD, t >  0.

«і

на границю dD,  тобто

in f{ t  >  0 : V*(t) Є d D } ,  
ж,  якщ о V*(t) Є D  \ dD,  t >  0.

r

(5)

Виберемо довільний момент часу Т  Є [0, то) 
і зафіксуємо його.

Будемо вважати, що

Доведемо рівностепеневу неперервність 
функцій уп(Ь), при Ь Є [0,Т].

З нерівності Гельдера для будь-яких 
Зі, 32 Є \0,т'п\ і ^  <  в2 маємо 
I Уп(ві) -  У п З )  | =  | х п(ві) -  х п(в2) \ =

=  \ І [ І і ( і ,Х п ( і ) )М  +  / 2 ( і ,Хп)(і )Пп(і) }^ <

<  M ( s 2 — зі) +  M  \ J un(t)dt \< M ( s 2 — s i ) +
S1

+  M (S 2 — Si)l/q \\ Un \ \p,
де 1 /p +  1 /q =  1 , а 

M  =  m a x {su p xeD,te[0,T] \ f i (t , x )  \,
SUPxCD,tC{0,T] \\ f 2 ( t ,x )  \\}-

Я кщ о s i <  r'n <  s2 <  T , тоді маємо 
\ Vn(s i) — yn(s2) \ =  \ x n(s i ) — x n(r'n) \ =

=  ̂  [ f i ( t ,xn( t ) )  +  f 2(t,xn(t))Un(t)]dt <
si

<  M(r'n — si) +  M  \ /  Un(t)dt \< M(r'n — si) +

+  M (тП — Si)1/q \\ Un \\p<
<  M (S 2 — Si) +  M (S 2 — Si)1/q \\ Un \\p -

Я кщ о т'п <  s i <  s2 <  T , тоді
\ Vn(s i ) — Vn(s2) \ =  \ x n(T'n) — x n(T'n) \= 0
Тоді сімя функцій { y n(t), n >  1 } , t  Є [0,T ] 

- рівномірно обмежена та рівностепенево не­
перервна. I за теоремою Асколлі на кожному 
обмеженому відрізку часу [0, T ] можна ви­
ділити рівномірно збіж ну підпослідовність 
(яку також будемо позначати через 
{Vn(t) ,n >  1 }) таку, що yn(t) ^  y*(t),  при 
n ^  то на [0,T ]. В силу довільності T  фун­
кція y*(t) визначена на всьому t >  0.

Позначимо через т * моменти виходу y* (t)

in f{ t  >  0 : yn(t) Є d D } ,  
n  ̂ ж,  якщ о yn(t) Є D  \ dD,  t >  0.

Покажемо, щ о т* <  lim inf тп.
п—ж

Припустимо, що це не так. Тоді 

т* >  lim inf тп =  т.
п—ж

Розглянемо два випадки:
1) Нехай т* <  то. Виберемо довільне Ті Є 
[0, ж)  таке, щ о Ті >  т*. На проміж ку 
[0,Ti] ,yn(t)  ^  y * ( t ) ,n  — ж.
За теоремою про характеризацію нижньої 
границі для будь-якого 5 >  0 множина 
{ п  Є N І тп <  т +  5 } є нескінченною. Вибе­
ремо 5 таким чином, щ об т +  5 <  т*. Тоді 
існує така підпослідовність { г пк ,nk >  1} по­
слідовності {тп,п  >  1}, що тпк <  т +  5.

Виберемо момент часу t0 такий, що t0 Є 
(т +  5, т*); тоді упк (to) =  х пк (Тпк ) Є dD.

Із рівномірної збіж ності уп(ї) до y*(t) на 
[0, Т ] маємо, що для будь-якого є >  0 існує 
таке N  Є N, що для будь-якого nk >  N  ви­
конується нерівність

1 y*(t) — Упк (t) І<  є

Але якщ о вибрати 0 <  є <  infv^QD І y*(to) — 
v І, тоді для фіксованого t0 Є (т +  5, т*)
1 y* (t0) — Упк (t) Н  y* (to) — х пк (Тпк ) І>  є - 

Ми отримали протиріччя.
2) Нехай т* =  ж , а lim inf тп <  ж,  то-

п——,ж>
ді якщ о обрати довільне Т2 Є [0, ж )  таке, 
щ о Т2 >  lim inf тп. П овторю ю чи роздуми

п—ж
попереднього випадку отримаємо протиріч­
чя з рівномірною збіж ністю  уп(ї) ^  y*(t) 
при п — ж  на [0,Т2]. Я кщ о т* =  ж,  то 
lim inf тп =  ж.  Отже,

п—ж

т* <  lim inf тп.п—ж

Покладемо x*(t) =  y*(t),  при t Є [0 ,т*]. 
Покажемо, що x*(t) є розв ’язком системи

(1), при t Є [0 ,т*], що відповідає керуванню 
u*(t).
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Для будь-якого ї Є [0,Т*],Уп(у) =  х п(ї) и*(г), при ї >  0.
для досить великих п і, оскільки для будь- Неважко показати, використовуючи діа-
якого ї Є [0 ,Т ], уп(ї) — У*(ї), при п —  то гональний метод, що існує підпослідовність 
рівномірно, то х п(ї) — х*(ї)  при п —  то рів- послідовності { х п( ї ) ,п  >  1}, що збігається 
номірно по ї Є [0, т*]. поточково до х*(ї)  для будь-якого ї Є [0, т*].

Оскільки х п(ї) -  розв ’язки системи (1), то Залишилось довести, щ о керування п*{ї) є 
маємо оптимальним.

І Розглянемо 2 випадки:
хп(і) =  х ° +  0 [Д (8, х п (8))(И +  1)Нехай х*(т*) Є д Б .

і Оскільки Ь (ї ,х ,  ■)- опукла, то виконує-
+  І 2{8, х п{8) )ип{8)](8  =  х 0 +  § [Д1 (8, х п{8)) +  ться нерівність

0
І

+  f 2(s ,Xn(s))u*(s)]ds +  J [ f 2 (s ,Xn(s))  -  >  (g ( t )L ( t ,x* ( t ) ,u* ( t ) )  +

-  -  J ( s ) ) d s  +  Д Д -  (t ' x ' ( t w u m

+  f  f 2 (s ,x* (s )) [un(s) -  u*(s)]ds <  Покладемо v =  Un(t), тоді маємо оцінку

f  g ( t )L ( t , x * ( t ) ,u n(t))dt >

t
f 2 (s,X*(s))\UnAS) -  W  (S)\as ^  п и м а д см и  v — Un

0
t

<  Xo +  J[ f i  (t ,Xn(s))  +  f 2 (t ,Xn(s))u*(s)]ds +  0
0 f

t >  f  g (t )L (t ,X*(t) ,u*( t) )dt  +
+  (J [f2 (t ,Xn(s)) -  f 2 ( t , x *(s ) ) }qds) /q * 0

0 r*
* ( f  (un(s) — u*(s))pds) 1 /p +  +  f  (u(t) — u*(t ) )g (t )Lu(t ,X*(t),u*(t))dt .  (6)

0
ft 0

+  I  f 2 (t,X (s ) ) (un(s) — u (s ) )ds <  X0 +  Другий інтеграл в нерівності (6) прямує до
t 0 при n —  то. Це випливає із слабкої збі-

+  f [ f l  ( t,Xn(s)) +  f 2( t,Xn(s))u*(s)]ds +  ж ності послідовності un(t) до u*(t). Отже,
0 f  *

+  ( f  [K  | Xn(s) — X*(s) \\qds)i/q(Il un(s) ||p +  Il n i ï ïL “  0  g(m t , X* { t ) ,uni m t  >
0 f  *

u*(s) llp) +  f  M t,X * (s ) ) (u n ( s )  — u*(s))ds,  >  0  g № ( t ,X ‘ (t ) , u '(t))dt.
r„ 0 Розглянемо також таку величину

при t Є [0, т*] f *
Останні два інтеграли прямують до ну- | /  g( t ) [L( t ,Xn( t ) ,un(t)) — 

ля при n -  то. Це випливає із рівномір- 0
ної збіж ності послідовності розвязків Xn(t) т( ,X ( ) ,un( ) ) ]  1 ■

*/,\ ґ  .. ґ . . . . Із поточкової збіж ності Xn(t) до X т , п р идо X ( ) та слабкої збіж ності послідовності n
/,\ */,\ t >  0, умови (4) та теореми Лебега про ма-керувань un(t) до u * (t) при n — то на від- — — г . .

х m rni m ж оровану збіж ність маємо, щ о дана величи-різку t Є [0, і  ]. Тому маємо п
на прямує до 0, при n — то.

f  *
/  g(t )L ( t ,xn ( t ) ,u n ( t ) )d t  ±

Т
х  * (ї) =  хо +  § [ І і ( 8, х  * (s))dі +

І 2( в , х * ̂ ) ) п * ̂ ) ^  Т°*
для будь-якого ї Є [0 ,т  *] ±  /  д ( ї ) Ь ( ї , х *(ї ) ,ппк( ї ) ^  ±

Отже, х *(ї) - розв ’язок системи (1), що Ф
відповідає керуванню п * (ї) при ї Є [0, Т * ]. ±  Т д(ї)Ь(ї ,  х  * ( ї ) ,п  * ( ^  =

Оскільки момент часу Т  вибраний до- о
вільним чином, то маємо, що х  * (ї) є розв ’яз- _  Т (,\\т (, (,\ (,\\

• І g(і )[Ь(і , х п(ї), пп ̂ ))ком системи (1), що відповідає керуванню 0
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— L { t , x * { t ) ,u n{t))]dt +  g { t )L { t , x * { t ) ,v { t ) ) { t )  >

f* {t )lL{t *{t) (t)) T(t *{t) *(t))]dt +  >  g (t)L ( t , x *{t) , u *{t) ) { t) +
0 g {t) [L{t , x  { t ) , un(t)) — L { t , x  { t ) , u m dt +  + { v ( t )  — u*(t ) )g (t )Lv( t ,x* (t ) ,u*{ t) ) { t ) ,

т* Vv{t) e  V , t  e  [0, то)
+  f  g { t ) L { t , x *{ t ) ,u *{t))dt  Покладемо v{t) =  un{t), тоді

0 ж
Перший інтеграл в правій частині не- f  g { t ) L { t , x *{ t ) ,un{t))dt >
рівності прямує до 0 при n ^  то, 0
а другий інтеграл >  0, отж е маємо: >  /  g { t ) L { t , x *{ t ) ,u *{t))dt +

т *
lim i n f /  g { t ) L { t , x n{ t ) ,u n{t))dt >

n—ж о
0
ж

Або

>  J  g ( t ) L ( t , x *(t) ,U*(t))dt- 
0

J(u*) <  lim inf J(Un(t))-

Оскільки

inf J (u ) <  J ( u*) <  lim inf J(Un) =  m,
u£U n——<ж

то

+  /  g(t) \ L ( t , x *( t ) ,u *(t)) \ dt <  то 
0

+  f {u n { t )  — u * { t ) )g { t )Lu{t ,x  * { t ) ,u  * {t))dt. {7) 
0

А  том у другий інтеграл в нерівності
(7) прямує до 0 при n ^  то, в силу 
слабкої збіж ності unk {t) до u *{t). Отже,

OO
lim i n f /  g { t ) L { t , x  * { t ) ,unk { t ) ) xn{t )  dt >n—ж

o

З (и *) =  т.

Отже, и*(Ь) - оптимальне керування.
2) Нехай тепер т* =  то і х * (Ь) Є О  \ 

дО,Ь >  0.
Спочатку покажемо, щ о функція 

д(Ь)Ь(Ь,х*(і),ип(і)) інтегровна на [0, то).
ОО
/ д(Ь) \ Ь(Ь,х*(Ь),ип(Ь)) \ ЗЬ <
0 ОО
<  / д (Ь) \ (ь { ь , х *{ь) ,ип { ь ) ) -

0
— Ь(Ь, х *(Ь),и*(Ь)) \ ЗЬ +

Ж
+  /  д(Ь) \ Ь(Ь,х*(Ь),и*(Ь)) \ ЗЬ <

0
Ж

<  К  /  д(Ь) \ ип(Ь) — и *(Ь) \ ЗЬ +
0

Ж
+  /  д(Ь) \ Ь(Ь,х*(Ь),и*(Ь)) \ ЗЬ <

>  / g { t ) L { t , x *{ t ) ,u *{ t ) )XR{t) dt•
0

ж
Оскільки lim i n f / g { t ) L { t , x *{ t ) ,unk {t))dt >

nk — ж о
ж

>  lim inf /  g { t ) L { t , x *{t),unk { t ) )xR{t)dt  та
n——<ж о

L { t , x ,u )  >  0,XR{t) <  1 і XR{t) ^  1 при 
R  ^  то, то в силу теореми Лебега, маємо

ж
lim i n f /  g { t )L { t ,x*  { t ) ,unk {t)) dt >

nk —ж 0

> у  д(Ь)Ь(Ь,х*(Ь),и*(Ь)) ЗЬ. (8)

0

Розглянемо також величину
Ж

\ / д (Ь)[Ь (Ь,хп(Ь),ип(Ь)) —
0

—Ь(Ь,х*(Ь),ип(Ь))]ЗЬ \ (9)

Із поточкової збіж ності х п(Ь) до х *(Ь), при 
Ь >  0, умови (4) та теореми Лебега про ма- 
ж оровану збіж ність маємо, що дана вели­
чина прямує до 0 при п ^  то. З(ип) =

<  K ( /  gq(t)dt)i/q( f  \ un(t) — u *(t) \p dt)i/p +  0
/  g(t )L(t ,xn(t) ,Un( t))dt

/  g(t) [L(t ,xn( t) ,Un(t) )  —

О тж е, ф ункція L ( t , x * ( t ) , un(t)) - інтегровна o g( t) [L( t ,x*  (t),Un(t)) — L(t , x  * (t),U* (t))]dt +  
на [0, то). 0

— L(t, x *( t ) ,un(t))] dt +

Un

Оскільки L { t , x ,  •)- опукла, то виконує­
ться нерівність /  g(t)L(t ,  x *( t ) ,u *(t)) dt-
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Використовуючи (8) та (9) з останьої рівно- 8.Станжицкий А. Н.Исследование задач опти-
сті отримуємо

lim inf J(un(t)) >  J(u*).

Оскільки

inf J(u) <  J (u*) <  lim inf J(un) =  m,
uEU п^ ж

то
J(u ) =  m.

Отже, u*(t) - оптимальне керування. 
Теорема доведена.
П риклад. Нехай задача оптимального 

керування (1), (2) має вигляд

мального управления на полуоси методом усредне­
ния. / /  А. Н. Станжицкий Т. В. Добродзий Диффе- 
ренц. уравнения. -  2011. -  Т.47. -  N 2. -  С. 264-277.

X =  x  sin tx  +  e x  u ( t ) ,
x ( 0) =  1 , 

з критерієм якості

( 10 )

J(u) e (x  +  2u ) dt —  in f, (11)

де \ х  \< 2, Ь Є [0, то), и Є и , и - довільна 
опукла, обмежена, замкнена множина, що 
містить 0.

Неважко перевірити, щ о задача (10),
(11) задовольняє всі умови теореми при 
К  =  4, Ь =  4. Отже, задача (10), (11) має 
розв ’язок.

Т
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