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З А Д А Ч А  К О Ш І  Д Л Я  П С Е В Д О Д И Ф Е Р Е Н Ц І А Л Ь Н О Г О  
С Т О Х А С Т И Ч Н О Г О  Р Ш Н Я Н Н Я

Для псевдодиференціального стохастичного рівняння встановлено теореми про коре­
ктність задачі К о ш і  у просторах сумовних з квадратом функцій та гладких функцій, норми 
яких м і с т я т ь  операцію математичного спод!вання.

For pseudo-differential stochastic equation established the theorems about the correctness of 
the Cauchy problem in spaces of square summable functions and smooth functions, norms which 
include the operation of expected value.

Дослідження псевдодиференціальних 
рівнянь зі сталим (тобто незалежними від 
просторових координат і часової змінної 
ї >  0) однорідним символом будо розпочате 
С.Д. Ейдельманом та Я. М. Дрінем у праці 
[1] і продовжено в працях [2, 3]. Для такого 
символа фундаментальний розв ’язок (Ф Р) 
задачі Коші виписується за допом огою  
перетворення Ф ур ’є. У  праці [4] М .В. Фе- 
дорю к встановив точну асимптотику ФР 
при |ж| ^  то, яка є не експоненціальною, 
як у випадку диференціальних рівнянь, а 
степеневою.

А.Н. Кочубей у праці [6] при приро­
дних оцінках на степінь однорідності та 
гладкість, накладених на змінний символ 
а(р ,в ;  а),  доводить точні степеневі оцін­
ки осцилюючих інтегралів для однорідно­
го многочлена Ри(а)  та однорідної функції 
з відповідними степенями однорідності під 
знаком інтеграла.

Праці [7, 8] присвячені вивченню коре­
ктності задачі Коші для лінійного стохасти­
чного рівняння параболічного типу вищо­
го порядку з коефіцієнтами, залежними від 
часу, і неперервними збуреннями, розв ’язок 
якого у фіксовані моменти зазначає імпуль­
сної дії.

М етою даної статті є отримання умов на 
символи рівняння та початкову функцію, за 
яких з імовірністю 1 буде сумовним квадрат 
норми розв ’язку задачі Коші для псевдоди- 
диференціального стохастичного рівняння, 
а також існуватиме функція Гріна задачі 
Коші, розв ’язок та його оцінки за нормою

з математичним сподіванням.
У  ймовірнісному просторі (П ,У , Р ) з не- 

спадним потоком а-алгебр ї Є [0 ,Т ], 
Уф С Уф при її < ї 2 на П  х П :=  [0, Т ] х М х 
П визначена випадкова функція и(ї ,х ,ш ) .  
Вона є Уфузгодженою, тобто при фіксова­
них ( ї , х )  випадкова величина и ( ї ,х ,ш )  є Уф 
вимірною при всіх ( ї , х )  Є П4. З імовірністю 
1 є розв ’язком псевдодиференціального сто- 
хастичного рівняння

dtu =  F - і ( - a ( a ) d i  +  b(a)dw+

+ c ( a )  f  ( z )v  (dt ,dz ) )Fx u

з початковою  умовою

и|і=о =  р ( х , ш ) , х  Є М,ш Є П. (2)

Т ут и =  Р- _іхь (Ь,а ,и)  -  перетворення 
Ф ур ’є; а(а) , Ь(а), с(а)  -  сталі символи, одно­
рідні за а; ’ш(ї) =  іш(ї,ш) -  одновимірний ві- 
нерівський процес, {и(ї,  Ч ) }  -  пуассонівська 
міра на [0, Т ] х  Z  [10], які є незалежними між 
собою , крім того, для функції f  (г),  f : £ ^  М. 
виконується умова

Г І 2 ( г )K -dz <  + т о , Z  с  R.

Під розв ’язком задачі (1), (2) будемо 
розуміти випадкову Уфузгоджену функцію 
и(ї, х,  ш), яка з імовірністю 1 задовольняє ін­
тегральне рівняння

и(і, х,  ш) =  '^(х) +

x

2z
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-1
——>х — a(o)ds +  Ъ(а)вш+

+ с ( о )  I  ( г ) "  ̂ ^ г ) )  Гх^а и

=  ф(а) ехр І   ̂ -  а(а)  — 1 Ь2 (а )^ї  +  Ь ( а ^ ( ї )  +

І

+  J / ш \1 +  с(а)\/ (г)и  ̂ в ^ г ) | . (8)
0 2

Т е о р е м а  1. Нехай: 1) дійсний символ

в (а) =  2а(а) — 3(Ь2 (а) +  с2( а ) К )

є парною функцією, однорідною степеня  у  
М{\п(і ,х ,ш)\2}й х  <  (3) (в(Ха) =  Xув (а ) )  і задовольняє нерівність

ds.

Через Мт позначимо простір вимірних 
функцій п(ї, х, ш), для яких

при будь-якому ї Є [0,Т]. Т ут М  -  операція 
математичного сподівання (М С).

Скінченна норма у ньому вводиться так

\\п ( ї , х ,ш )\\2Шт =

т

м \ и ( і , х , и ) ^ х ^  =  (4)

т

в (а) >  с0\а\7, де ^ >  1,с0 >  0; (9)

2)  початкова функція ф(а) з імовірні­
стю 1 допускає перетворення Фур ’є при 
кожному ш і належить Ь2,м ■ Тоді існує  
р о з в ’язок задачі (1), (2) з імовірністю 1 , 
який належить класу М т і для нього ви­
конується нерівність

ІМіМт ^ с(2 , соШ ( х ) \\1 2м ■ (10)

Д о в е д е н н я . Нормальним розв ’язком 
відповідного рівнянню (6) детермінованого 
рівняння є функція

Ш укатимемо розв ’язок задачі (1), (2) 
за допом огою  інтегрального перетворення 
Ф ур ’є

- а(а)(і- т)

и ( і , х , ш) =  Р- ^  хУ( і , 0 , ^ ) =  

вг-ху(і , о, и)do.
1

Н  (і — т,о) =  е

За допом огою  нього поставимо у відповід­
ність задачі (6), (7) інтегральне рівняння

І

ь ( і ,а ,ш )  =  ф(а)в-а(а)і +  [  е -а(а)(і-з)х

- ж і

Випишемо відповідну зад ачі (1 ), (2) зад а- х Ъ ( о ) у ^ , о , и ^ ^ , и )  +  е -а(-)(і-з)с ( о ) х
чу Коші в образах Ф ур ’є 2

dіv =  [—a(o)dі  +  Ъ(o)dw+  

+ с ( о )  I  (г)и  ̂ і ^ г ) ^ ( і , о , и ) , (6)

(7)v\t=0 =  ф ( о ) , о  Є К , и  Є П.

За формулою Іто для звичайного стоха- 
стичного рівняння з м ірою  Пуассона [11] 
існує розв ’язок з імовірністю 1. За аналогією 
випишемо розв ’язок задачі Коші (6), (7)

х ь ( в ,а ,ш )  І  / (г)и(в1г,в 1в) =

2
1

=  ф(а)в-а(а)і +  !  є -а(з)(і-з)у(в, а, ш) х  
0

х(Ь(а)dw +  с(а)  ^  / ( г ) п ^ в ^ г )). (11)
2

Домнож имо обидві частини (11) на еа(а')І, 
піднесемо до квадрату модуль лівої і правоїv(і,  о, и)  =
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частин отриманого рівняння, скористаємося Застосувавши її
очевидною нерівністю (а +  Ь +  с)2 <  3(а2 +  М { І ь ( і , а , и ) І 2}в 2а(а')І, знайдемо, що

для

Ь2 +  с2):

Іи( і ,а ,и)І2в2а(а)і <  3\Іф(а)12 +

М { І ь ( і ,а ,ш ) І 2} <  М{Іф(а)І2} х

ва(а)зх хв (-2а(а)+3(Ь2 (а)+с2 (а)К))і _

хЬ(в)н(в, а, и)йт(в,  и) +

+ ва(а)зс(а)у(в,  а ,и )  / (г)и(йв,йг)

До обох частин нерівності (12) застосуємо 
операцію М С, враховуючи його дію  на ква­
драти інтегралів Вінера-Іто та за пуассонів- 
ською мірою  [11]

М \ (  У / и )
0

І

= J  М { / 2 (і , и ) } М 
0

І

М У  !  J  / (г)и(йв,йг)  
0 2

=  М  {Іф(а)І2} в - з(а)і. (14)

Зінтегрувавши останню нерівність і вра-
(12) ховуючи оцінку (9) та умови теореми, діста­

немо
2 л т

Іь(і,а,ш)іМт &  J  М{Іф(а)І2} е -з(сг)іі а  <
о о

т

<  I  !  М{Іф(а)І2} е -С0ІаІ1 ійа.

о о

Звідси, внаслідок заміни аФї/і =  в  та зміни 
порядків інтегрування

Ы7 т
,2 ^  [  М Ш а ) І 2}

0
ІаІ7 в-С0 в в/З^ва =

1   в—со\а\1'т'
М  {ІФ(а)І2} [ -----^  Уа.

І Функція

/ 2(г)

1 -  в- ^

п г л

М '

обмежена для всіх г Є

йвйг.

У  результаті отримаємо 

М { І ь ( і , а , и ) І 2} в 2а(а)і <  з { М{Іф(а)І2} +

(0; + т о ). Тому будемо мати

ММ < с [  М {Іф(а )І2} в а

+  в2а(а)зМ  { І у (в ,а ,и ) І2} х

х(Ь2 (а) +  с2 (а )Кйв) \.

=  с \\ф ( а )\\ь2,м. (15)
Скориставшись теоремою Планшереля

[10], отримаємо нерівність

НМт <  с У ( х ) \\ь2,м.

13) Тепер уточнимо властивості розв ’язку за-

Згідно з лемою Гронуола [9] з нерівно- дачі (1), (2), вважаючи, що рівняння містить

сті и(ї) <  с +  и(т)н(т)вт для інтегровних

тільки неперервні збурення (с(а) =  0). Запи­
шемо розв ’язок задачі (1), (2) за допом огою  
функції Гріна задачі Коші для рівняння (1). 

І0 Розглянемо розв ’язок з формули (8),
функцій и(ї)  і у (і) >  °, с >  0 , і > і о  випли- який визначається за формулою 

ґ у(г)^ 1 2
ває, що и(і) <  сєь° . у( і ,а ,ш )  =  ф(а)е -(а(а)+і  ь2М)у +ьМУФ). ( 1б)
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Нормальний розв ’язок рівняння в обра- 3) Якщо ф Є См  
зах Ф ур ’є при с(а)  =  0 має вигляд мою

зг скінченною нор-

- (а(а) + 1 Ь2)(і- т )+b(a)(w(t)- u(r))Q ( t ,T ,a ,u )  =  e -(a(a)+2 

Розглянемо його перетворення Ф ур ’є
1 7 )

G(t,  т, х,  и)
л/2 п

eiaxQ(t , т, a, u)da.

Ы х ) \\см (R) =  suP \M  М х , и ) } \,
x€R

то для р озв ’язку є правильною оцінка
k

\м ОХиЬ,х , и )\ <  скГ “ ||р(х ) ||см(R). (23)

(18)
Якщ о скористатися теоремою про пе­

ретворення Ф ур ’є згортки двох функцій, 
то з формули (16) отримаємо зображення 
розв ’язку вихідної задачі

и ( і , х , и )  =  Р - І  х^( і , 0 ,и )  =
-\-Ж

Якщо ж  р  є  CjM то

G ( t , 0 , х  — C,u ) P (C,u)dC- 1 9 )

Правильною є теорема про властивість 
функції Гріна та розв ’язку задачі Коші.

Т е о р е м а  2. 1) Припустимо, що функція 
а(о  +  ір) комплексного аргументу є одно­
рідною з цілим показником у , нескінченно 
диференційовною і задовольняє нерівність

Я еа(о  +  ір) >  с0\о\1  — с 1 \р\1  , с0, с 1 >  0. (20)

Тоді функція Гріна, яка визначена форму­
лою (18), є цілою функцією відносно (х  +  
і у ) і - 1/і і для неї  справджується оцінка

\MDXmu(t, х,  и)\ <  c\MDmp(x,u)\.  (24)

Д о в е д е н н я . Розглянемо перетворення 
Ф ур ’є від функції Q(t,т,а,ш),  яка визначе­
на формулою (17). Покажемо, що вона абсо­
лютно сумовна при майже всіх ш Є 1 . Ско­
ристаємося нерівністю для дійсних функцій 
а(а)  та Ь(а) у показнику Q(t,т,а,ш).  М аємо

— 2 Ь2 (а )( ї  — т) +  Ь(а)^ (ї) — w(т)) =

— b(a )J t — т —
w(t) — w (t ) 

\Jt — т
+

' w (J  — w (t ) у  <  (w(t) — w (t ) ) ‘
л/Т— Г ї  і — т

Отже, за умови а(о)  >  с0\о\7, отримуємо
нерівність

\MDXG(t, 0 , х  +  iy,u)\ <

<  Ck t - k e - c2(xt-1/Y) Y-1 +cs(yt-1/Y) Y-1 .

\Q(t,T,a,u)\ <  c exp j  — Co\a\Y(t — т) +

(21)
(w(t) — w(T ))2

t — T
(25)

2) Якщо символ а(а)  є однорідною фун- яка гарантує існування інтеграла Ф ур ’є для
кцією порядку у , у  >  1 і не ціле, при а =  0 Q(t ,т,а,ш).
існують похідні

\Пкаа ( о ) \ <  ск\о\̂ - к ,

к =  0 , 1 , . . . , М ; N  >  3 +  2[у], 

тоді для 0 (і, 0 , х , и )  справджується оцінка

Тепер розглянемо функцію Q(t,т,а,ш)  і 
врахуємо, що для сумовних з квадратом 
функцій / (в,ш) маємо [11]

\M DkG(t^ ,u )\  <  ck- (22)

М ^ е °  

Отже,

f  f  (s,u)dw(s,u) - 1 f  f 2 (s,u)ds
1 .

( tl/Y +  \х\)1+ ^ + к'

Р озв ’язок задачі (1), (2) визначається M G ( t , T , a , u )
1

eiaxM Q ( t ,  t , a, u)da
формулою (19).
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eiax- a(a)(t- r) da.

За умови 1) теореми 2 функція 

Q ( t , a  +  ip) =  e—a(a+ip)t

Якщ о p  Є C (m)(M), то зробивши заміну 
(26) x  — £ =  z, одержимо

M D kxи =  [  G ( t , z ) M { D X p ( x  — z ,u ) } d z .

є цілою відносно аргументу (а +  ір)ї 1/1  і 
задовольняє нерівність

Я ( ї , а  +  гр) <  в(-с0ІаІ1 +сіріУІ.

Згідно з лемою 1.1 [9] про перетворення 
Ф ур ’є для цілих функцій, функція М О (ї ,  х +  
іу) є цілою відносно аргументу (г  +  іу)Ь- 1/і 
і задовольняє нерівність (21).

Інтеграл Ф ур ’є (26) при обмеженнях 2) 
теореми 2 на символ а(а)  оцінюється за 
допомогою  методики, розвинутої у працях 
[1 -  6]. При цьому для похідних функції 
Гріна з операцією математичного сподіван­
ня, на відміну від першого випадку з ана­
літичним символом, отримую ться степеневі 
оцінки (22).

На закінчення оцінимо розв ’язок зада­
чі Коші. Для цього продиференціюємо інте­
грал (19) і скористаємося оцінкою (22).

Я кщ о р  Є Ом  (К ), то

ІМБ^и(Ь,х,и)І <

-\-<Ж

<  [  Щ В кхС (і , 0, х  -  Ф и ) р у , и ) №  <

Y]
/  f  t - M { p ( £ ) }
-  Cx J (tlh  +  \x — £\)M+l+X d£-

Зробимо заміну x  — £ =  t l/lz, тоді при t >  0 
отримаємо

\M D Xu ( t , x , y \  -  Cx\\p (x ) \\cm(R)X

Xt Y

-\-<ж
.k (' dz

(1 +  \z\)[Y]+ l+X'

Звідси, враховуючи збіж ність останнього ін­
теграла, випливає (23).

Звідси, як і в попередньому випадку, 
отримаємо оцінку (24) для похідних розв ’яз­
ку (19) для всіх t Є [0,T].

З а у в а ж ен н я . Теореми 1, 2 правильні 
для випадку псевдодиференціального рівня­
ння з n-вимірним інтегралом Ф ур ’є і симво­
лами, залежними від t.
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