
УД К 532.528

©2012 р. І.Г. Нестерук, Б.Д. Шепетюк

Інститут гідромеханіки НАН України 
Чернівецький національний університет ім. Ю .Ф едьковича

А С И М П Т О Т И Ч Н І М Е Т О Д И  В О Б Е Р Н Е Н И Х  З А Д А Ч А Х  
Г ІД Р О М Е Х А Н ІК И

Обернені нестаціонарні задачі високошвидкісної гідродинаміки досліджуються за допомо
гою інтегро-диференціального рівняння. Його розв’язок був представлений у вигляді асим
птотичного ряду і дозволив отримати аналітичні формули для першого та другого наближен
ня форми тонких стаціонарних осесиметричних каверн у важкій та невагомій рідинах для до
та надзвукового обтікання, а також форми осесиметричних тіл із заданим розподілом тиску 
по поверхні. Запропоновано методику розрахунку опору тонких кавітаторів.Проаналізовано 
обмеження на параметри стаціонарних та нестаціонарних кавітаційних течій з точки зору 
стійкості задач математичної фізики. Для випадку часткової кавітації на тілі конус-циліндр 
вдалося виявити низку фізичних ефектів, зроблено класифікацію можливих форм тонких 
осесиметричних каверн. Розглянуто вплив піддуву газу на форму тонких осесиметричних 
стаціонарних каверн.

Inverse unsteady problems of high-speed hydromechanics were investigated with the use of 
integral-differential equation. Its solution was expressed as an asymptotic series and allowed obtai
ning analytic formulas for the first and second approximations both for the shape of slender axi- 
symmetric cavities in ponderable and unponderable liquids for sub- and supersonic flows and for 
axisymmetric body shapes with the prescribed pressure distribution over the surface. Parameters 
limitations for the steady and the unsteady cavity flows were investigated with the use of stability 
principle for the mathematical physics problems. In the case of the partial cavitation on the conical- 
cylindrical bodies some physical effects were revealed; a classification of the possible axisymmetric 
cavity shapes was done. The gas ventilation influence on the slender axisymmetric steady cavities 
was investigated.

Розвиток чисельних методів з використа
нням моделі ідеальної рідини та СЕЧ мето
дів, що використовую ть моделі в ’язкої дво
фазної течії, не знімає актуальності розра
хунків форми осесиметричних каверн в по
становці тонкого тіла, особливо у нестаціо
нарному випадку. Рівняння для потенціалу 
стаціонарного обтікання тонкого тіла пото
ком ідеальної нестисливої рідини були отри
мані в монографіях [1, 2]. Зокрема, в [2] 
методом зрощування асимптотичних розви
нень в ньому буди виділені члени різного по
рядку малості. В статті [3] цей метод був 
узагальнений на нестаціонарний випадок і 
було отримано наступний вираз для потен
ціалу у зв ’язаній з центром донного перерізу 
кавітатора циліндричній системі координат 
х, т:

Ф(х, т,і,є) =  х  +  є 21пєЛ(х,  і) +

r f  d F  d F \
r* =  - ;  A ( x , t )  =  F ( d x  +  Td t ) ;

+ є 2 { A ( x ,  t) ln r * +  B (x ,  t ) }  +  0 ( є 4 ln2 є)  (1)

/  d F
\ dx ' ' dt 

B  (x , t ) =  — A ( x , t ) l n 2 -
i(t)

2  /  дА^ ) sign (x  -  t ) in x  -  ^ dt  (2) 
0

F ( x ,  t)
R (x ,  t)

l(t)
l'(t)

є  • • Ь'
Інтегрування у формулі (2) відбувається 

по всій довжині системи кавітатор-каверна- 
замикатель І, позначення зі ш трихом вико
ристовую ться для фізичних (розмірних) ве
личин.

Підставляючи вираз (1) в інтеграл Коші- 
Лагранжа, можна отримати, [3]

є 21пєZ (A ) +  є 2 \ъ(Л) 1п F  +  Z ( В )+
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+ 0 ,5 A 2F -2x +  0 (є ln є)

=  ± x F r  (t) — 0, 5Cp(x , t ) ;

Z (U ) =  t8I  +  d x  +  S U
 ̂ , . Ф'(х,гЛ) x' r'

ф ( х - г ^  =  т т щ м ■ x  =  и , r =  и '

t' \ R ' (x , t )  , . L'
t =  I ■ R ( x J )  =  —  ■ T (t) =  ШМ

S (t) =  L dU(X F r (t) =  U°°( t  
S( ) V ' l ( t )  dt' , F r ( t )  U g L ’

Cp(x,  t)
2 [p'(x , t )  — p (0 ,t)]

i=1
oo

Z  (A 2 ) =  —0, 5Z  (A 1)ln  f 1 — 
— Z ( B i )  — 0, 5A\ f - 1; (5)

Р'и ' І ( і )
де Ых -  характерний час нестаціонарно- 
сті, наприклад, період пульсацій. Нелінійне 
інтегро-диференціальне рівняння (3) зв ’язує 
невідомий радіус тонкого тіла (або кавер
ни) з розподілом тиску на поверхні Ор(х,Ь).  
В диференціальних рівняннях Григоряна та
Якимова [4, 5] врахована лише частина чле-

2нів порядку £2.
Р озв ’язок інтегродиференціального рів

няння (3) знайдено в [6] у вигляді асимпто
тичного ряду

ОО

Р  2ІХ,І) =  ^г(є ) Іг ( х А ) ;
г=1

1 =  р 1 > >  р 2 > >  . . . > >  р г > >  . . . , 
оо 

Л (х , і )  =  ^ 2  рг(є)Аг(х , і ) ;

B ( x , t )  =  ^ 2  Hi (e)Bi(x,t ) ;

A i (x , t ) = ° . 5 ( f ^ ;

B i(x , t )  =  —A i(x , t ) \ n 2 —
i(t)

1 J  9 si9n(x  — C) In |x -  Cl d£.
0

Підстановка цих розвинень в (3) і виділення 
членів різного порядку малості дає рівняння 
першого, другого та і +  1 наближень:

є 2 In є  Z (A i) =  ± x F r - 2 (t) — 0.5 C p (x , t )  (4)

£  (Лг+ 1 ) =  Нг+ 1 (Ль  . . . , Л і , / и . . . ,  /—  В ) ,  

Рі(є) =  (1п є ) 1-г

де Н і+1 - нелінійні функціонали.
Таким чином, інтегруючи лінійне диф е

ренціальне рівняння перш ого порядку (4), 
можна знайти Л 1 (х,Ь). Після цього можна 
знайти функції В 1 (х,ї)та /1 (х , ї ) .  Тоді пра
ва частина рівняння (5) стає відомою і з ньо
го можна знайти Л2, а потім / 2та В 2. П ро
цес можна продовж увати як завгодно дов
го, збільш уючи відповідно точність розв ’яз
ку, але нелінійний функціоналНі+1 сильно 
ускладнюється при збільшенні номера і.

Рівняння першого наближення (4) має 
досить обмежену точність порядку |1п є | 1, 
і, наприклад, для є = 0,1 вона становить ли
ше 44%, а для є =0,01  - лише 22%. Разом з 
тим, більше як тридцятилітній досвід його 
використання для розрахунків стаціонарних 
і нестаціонарних каверн, суперкавітаційного 
опору та форми осесиметричних тіл із зада
ним розподілом тиску на поверхні показав, 
щ о воно описує всі основні якісні особливо
сті осесиметричних течій з невідомими ча
стинами поверхонь. Деякі цікаві результати 
використання рівняння першого наближен
ня (4) та виявлені фізичних ефекті будуть 
наведені нижче.

Варто зауважити, що рівняння першо
го наближення (4) не містить інтеграль
ного члена (2), тому воно узгодж ується з 
принципом незалежності розширення кавер
ни, сформульованого Г.В. Логвиновичом ще 
1959 р. (див., наприклад, [7] ), за яким ко
жний переріз видовженої тривимірної су- 
перкаверни еволюціонує незалежно від її по
ведінки в інших перерізах. Відповідно зміни 
радіуса каверни залежать лише від різниці 
тисків всередині кавітаційної порожнини та 
далеко від неї та початковими умовами в мо
мент створення заданого перерізу каверни. 
2013 року ми відзначаємо 100 років з дня на
родження цього видатного вченого, ж иття і 
творчість якого тісно пов ’язані з Україною 
та Інститутом гідромеханіки НАНУ.
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Суттєве покращання точності може бу
ти одержане лише з використанням інтегро- 
диференціального рівняння (3), тобто з вра
хуванням як членів порядку є 2 Іпє, так і чле
нів порядку є 2. Принцип незалежності роз
ширення для цього рівняння не діє (через 
наявність інтегрального члена В (х ,і ) ) .  Так 
само він перестає бути справедливим вже 
в другом у наближенні (5) (через наявність 
інтегрального члена В Д хД )). Слід відзна
чити, що для плоских течій з видовженою 
вільною поверхнею не існує старш ого члена 
порядку є 2 Іпє , тому рівняння для форми ка
верни є інтегро-диференціальним (див., на
приклад [8]), і принципом незалежності роз
ширення користуватись не можна.

Таким чином, було запропоновано мате
матично замкнену постановку стаціонарної 
та нестаціонарной задач [3-5, 9] визначен
ня форми тонкої осесиметричної каверни та 
асимптотичний розв ’язок [6], незалежні від 
емпіричних констант. Зокрема, така поста
новка дозволяє обчислити опір тиску кавіві- 
татора при стаціонарному та нестаціонарно
му обтіканні (див. [10, 11]).

В стаціонарному випадку рівняння пер
ш ого наближення набуває дуж е простого 
вигляду:

ш ого наближення (8) набуває вигляду

й2Е 2 —Ср(х)  ±  2xFт 2

ї х 2 1п є
(6)

Для кавітаційних течій його розв ’язок отри
мано і проаналізовано ще в 1979 р., [9]. По
двійне інтегрування (6) з врахуванням по
чаткових умов

К (0) =  1,
йЕ .

ї х  |ж=0 в (7)

X 2
а х ± х

21п є 3 F r21п є
+  2р х  +  1 (8)

Для випадку невагомої рідини (дуже ве
ликих чисел Фруда) розв ’язок рівняння пер-

Е 2 =  а  X2 +  2в  X +  1,
а

а
2 1п є

(9)

(всі довжини віднесені до радіусу кавітато- 
ра в точці сходу струменів, в  - похідна від 
радіуса в цій же точці) приводить до про
стої аналітичної формули для радіуса тонкої 
осесиметричної стаціонарної каверни

Рівняння (9) свідчить, що при а >  0 ка
верна має еліптичну форму, що відповідає 
експериментальним даним Райхардта [12], 
отриманим ще в 1946 р. (див. також [13, 14]). 
Але формула (9) може описувати також па
раболу, гіперболу та пряму лінію. Значення 
чисел кавітаці, щ о відповідають різним ф ор
мам каверн, проаналізовано в [15]. При цьо
му дуж е актуальним стає питання про те, в 
яких випадках різні форми каверн існують 
в реальних течіях. Для такого аналізу був 
застосований принцип стійкості задач мате
матичної фізики, за яким малі зміни пара
метрів, що визначають течію, мусять викли
кати малі зміни розв ’язку. Приклади втрати 
стійкості та відповідні обмеження на пара
метри суперкавітаційних течій можна зна
йти в [9, 15, 16].

Для зменшення опору корпусів високо- 
швидкісних підводних апаратів та кораблів 
можна використовувати піддув газу, що до
зволяє знизити опір тертя шляхом зменшен
ня площі контакту з водою [7, 14]. При цьо
му ефективність суперкавітаційного режи
му обтікання вимагає зменшення числа каві
тації та максимального використання о б ’єму 
каверни [17]. Тому дуж е актуальними є до
слідження форми ш тучних каверн та впли
ву інтенсивності їх газом, що рухається у 
вузькому каналі м іж  поверхнями тіла та ка
верни.

Зокрема, в роботах [18 -20] використову
валась дуж е проста модель одновимірного 
потоку ідеального нестисливого газу в кіль
цевому каналі м іж  поверхнями тіла та ка
верни, що дозволяє за допом огою  рівняння 
першого наближення (6) отримати звичайне 
диференціальне рівняння для радіуса тонкої 
осесиметричної стаціонарної вентильованої 
каверни в невагомій рідині [18]: Був розгля
нутий вплив різних інтенсивностей піддуву 
газу на ф орм у каверн [18-20].

Проаналізовано випадки різних форм ка- 
вітаторів, зокрема вплив парамера в . По
казано, що при в  >  0 (наприклад, конічні
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кавітатори) піддув газу може значно збіль
шувати розміри каверн [18] і робити їх не
обмеженими при деякому критичному зна
ченні параметра V e  - відношення швидкі
сних напорів газу у фіксованому перерізі ка
верни та в потоці рідини. Для донних ка
верн (в  <  0) вентиляція зменшує розміри 
каверн [19]. Отримані теоретичні результа
ти дозволяю ть пояснити виявлені в експе
риментах факти як слабкої залежністі дов
жини каверни від піддуву, так і ї ї  стрибко
подібного зростання, а також гістерезисного 
характеру залежності довжини каверни від  
інтенсивності вентиляції.

Р озв ’язок диференціального рівняння ро
боти [18] при малих значеннях інтенсивно
сті піддуву може бути представлений у ви
гляді асимптотичного ряду [20] . Показано, 
що в цьому випадку ф орма вентильованої 
каверни наближається до парової з певним 
ефективним числом кавітації. Я кщ о значе
ння параметра V e  має один порядок з чи
слом кавітаціїї, то слід використовувати не
лінійне рівняння [18]. Виконано розрахунки 
довжини вентильованої каверни, щ о замика
ється на тілах конус-циліндр параметра [20]
. Показано, що значення інтенсивності вен
тиляції в цьому випадку також є обмежени
ми.
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