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Н А П Х В М А Р К О В С Ь К Х  В И П А Д К О В Х  Е В О Л Ю Ц ХЇ З М А Р К О В С Ь К И М И  
П Е Р Е К Л Ю Ч Е Н Н Я М И

Одержано достатні умови слабкої збіжності напівмарковських випадкових еволюцій у 
схемі усереднення з параметром є ^  0 (є > 0) до розв’язку диференціального рівняння при 
обмеженнях на локальні характеристики напівмарковського процесу n(t; x), t > 0, x Є E , непе
рервної складової j ( t ) , t  > 0 та марковського процесу переключень x(t),t > 0. Асимптотичний 
аналіз випадкових еволюцій реалізується із використанням проблеми сингулярного збурення 
для звідно-оборотних операторів.

The sufficient conditions of weak convergence of random semi-Markov evolutions іп the 
averaging scheme with parameters є ^  0 (є > 0) to the solution of differential equation with 
conditions on the local characteristic of semi-Markov process n(t; x), t > 0, x Є E , continuous 
component j ( t ), t  > 0 and switching Markov process x(t),t > 0 were obtained. Asymptotic 
analysis of random evolutions are realized with using of singular perturbation problem for reducible- 
invertible operators.

Вступ.

Протягом минулого століття багато до
слідників звернуло свою  увагу на неможли
вість нехтуванням випадковими збуреннями 
реальних систем, що зумовило розвиток тео
рії випадкових процесів [3, 8, 10, 11]. Особли
ве значення для дослідження властивостей 
реальних о б ’єктів мають такі класи випад
кових процесів, як напівмарковські проце
си [1, 2, 3] та напівмартингали [8, 9, 10, 11]. 
Реальні процеси з дискретним числом ста
нів, розподіл часу перебування в стані вп 
яких не є показниковим, описуються напів- 
марковськими процесами [3]. Випадкові ево
люції з напівмарковськими переключення
ми у схемі усереднення дослідж ено в моно
графії [3] з використанням компенсуючого 
оператора(К О ), введеного у роботах [3, 12]. 
Загальна схема збіж ності випадкових ево- 
люцій базується на вивченні збіж ності КО 
з використанням розв ’язків проблеми син
гулярного збурення та мартингальної хара- 
ктеризації марковських процесів [2, 3].

У  даній роботі розглядаються напівмар- 
ковські випадкові еволюції (Н М ВЕ), що за
даються напівмарковськими випадковими 
процесами в евклідовому просторі [3, 13] з 
марковськими переключеннями [3, 11, 13].

З ’ясовано, що загальна схема збіж ності ви
падкових еволюцій, розвинута в монографії
[3], забезпечує асимптотичний аналіз НМ ВЕ 
у схемі усереднення.

Основна частина.
Розглянемо Н М ВЕ у К л, що задається 

стохастичним адитивним функціоналом
и{г)

Ш  =  С(0) +  ^  п{$п, х (Тп-і)) +
п=1

и{г)

+ ф  -  Т( і ) , х(и(г)) )  +  ^ 2  1  (Оп,х(Тп-і)) +
п=1

+ 1 (і -  Т ( і ) , х ( V( і ) ) ) . (1)
Однорідний ергодичний марковський 

стрибковий процес перемикань х ( і ) , і  >  0 
розглядається у стандартному просто
рі (Е,  Е) зі стаціонарним розподілом 
п ( В ) , В  Є Е та визначений напівгрупою
Я М х) :=  ІЕ <Е(у ) Рі( х ,ії,у) , і  >  0 [3, д е 
Рг(х,Л) :=  Р {х (г )  Є Л|х(0) =  х } .  Напів
трупа Q t,t  >  0 породж ується генератором

° ¥ (х) :=  Я(х) Р ( х , Лу)[^(у) -  р (х ) ],
Е

де Р ( х , Л )  :=  Р { х к+1 Є ЛІхк =  х }  -  ймо
вірність переходу для вкладеного ланцю-
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га М аркова хк,к  >  0; д(х)  -  інтенсивність умови х(тп) =  х , х  Є Е , задається напівгру- 
стрибків. Позначимо через П -  проектор пами Гь( х ) , і  >  0 з генераторами
марковського процесу х ( і ) , і  >  0, Я 0 -  йо
го потенціал(див. [3, 11]):

Пр(х) п (й х )р (х ) ,
'Е

Яор(х )  :=  -  П)р(х )йі .
во

>Напівмарковські процеси у (і; х ) , і  
0 ,х  Є Е  в евклідовому просторі Я с ,в  >  1 
породж ую ться процесами марковського від- 
новлення(ПМ В) (пп,тп) , п  >  0, де г/п :=  
П(тп; х п) , х п :=  х(тп). ПМ В задаються на- 
півмарковськими ядрами [3, 13] для и Є 
Я 4, в ь  Є Я с , і  >  0 , х  Є Е :

С ( и ,в ь , і ;  х )  :=  С (и ,в ь ;  х )Яи(і), (2)

де умовні розподіли приростів вкладеного 
ланцюга М аркова уп,п  >  0 визначаються 
співвідношенням:

С(и,  вь; х )  :=  Р {Д п п+і Є вь\цп =  и , х п =  х } ,

ДПп+і :=  Пп+і -  Пп; умовна функція роз
поділу часу перебування в станах 9п+ 1 :=
тп+1 — тп:

Яи(і) :=  ¥{Єп+і <  і\Пп =  и }  =  Р(ви <  і),

Г (х )р (и )  :=  а(и; х )р ' (и )  +

+  ( р ( и + у )  — р(и)  — ур ' (и ) )Г (и ,вь ;  х) .  (3)

Згідно введених вище позначень

Є (і) =  І  (0) +  п ( і ) +  7  (і). (4)

Надалі буде важливий той факт, щ о ви
падкові процеси п(і) та у  (і) є однорідними.

Обчислимо КО [3, 6] розш иреного проце
су марковського відновлення (ПМ В)

Сп : (І>п, х п,тп) ,

де Іп :=  І(тп), хп :=  х(тп):
Л ема 1. КО ( п,п  >  0 задається ф орм у

лою
Ьр(и,  х,  і) =  Х(и) х

х Е и(йв^ .3Г.3( х ) в ( х ) р ( и ,  у , і  +  в ) -

р ( и , х , і ) ] (5)

для и Є Я л, х  Є Е , і  >  0.
Д оведення. Згідно означення КО:

Ь р ( и , х , і )  :=  А(и)Е[р (Сп+ї,хп+і,Тп+ і) -

- р  (£п, хп, Тп) І (£п, хп, Тп) =  (и, х, І)] =

тп,п  >  0 -  моменти відновлення напівмар- А(и)Е[р (и +  Д £п+ъ х  +  Д х п+і, і  +  Дтп+і) -
ковського процесу. Позначимо через V(і) :- 
т а х{п  : тп <  і }  -  рахуючий процес. 

Введемо позначення

тк (и) :- і кйЯи(і), к =  1 , 2 ;

А(и) :=  1 /т 1 (и);

П(і) ■- 

1 (і) :=

п(йв; х(в)) ,

7 (йв; х(в))йв;

в ( х ) р ( и )  :
і пл

С(и,  йх; х ) р ( и  +  у), и Є Я л.

Неперервна складова еволюції у  (і), і >  0 
м іж  моментами відновлення тп та тп+1, за

— р ( и , х , і )  \ (Іп,хп,тп) =  (и ,х , і ) } ,

де Д Сп+1 :  Сп+1 Іп, Д хп+1 :- хп+1 х п  
х(вп+і),  Дтп+1 :=  тп+1 — тп =  вп+ 1 . Згідно (4) 
приріст Д£п+1. рівний

Д £п+1 =  Д Пп+1 +  Д Yn+1 ,

де Дпп+1 :=  п(тп+і) — п(тп) =  п(вп+і), 
Д7п+і :=  7 (тп+і) — 7 (тп) =  7 (вп+і).

Найперше потрібно вказати, що напівгру- 
па Q s діє по х  Є Е , напівгрупи Г 5(х) та опе
ратори в ( х )  -  по и Є Я с . При фіксованих 
тп =  і,тп+ 1 =  і +  в, одержимо фіксований 
час перебування у стані вп+ 1 =  в. Обчисли
мо умовне математичне сподівання для при
ростів Д £(в) та Дх(в) :

124

Е [р  (и +  Ц в ) , х  +  х ( в ) , і  +  в) -  р  (и, х,  і)  І
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(^и) х и) Ти) (и ) Х) ї ') '\

Е [у (и +  ц(в) +  Т'(з),х +  х (в )) -  у  (и, х,  ї) \

(Си,Хи,Ти) (и ,Х ) ї )\

Q sГ s (x )G (x )у (u ,  х , ї  +  в) -  у(и ,  х, ї).

Усереднюючи останню формулу за роз
поділом 0и+і, отримаємо твердження леми. 
Лема 1 доведена.

Специфіка задачі усереднення полягає в 
тому, щ об забезпечити усереднення НМ ВЕ 
на зростаю чих інтервалах часу нормуван
ням моментів стрибків напівмарковського 
процесу та величини стрибків малим па
раметром серії є ^  0 (є >  0). При цьо
му необхідно нормувати марковський про
цес переключень так, щ об кількість пере
ключень зростала при є ^  0, а також так, 
щоб кількість стрибків марковського проце
су між  двома сусідніми моментами переклю
чень напівмарковського процесу також зро
стала при є ^  0. Д о того ж , проблему син
гулярного збурення для компенсуючого опе
ратора легко розв ’язувати, коли нормуван
ня здійснюється малим параметром у цілих 
степенях є к ,к Є Ъ. Так виникає нормування 
часу: ї/є3, а разом з тим і величини стрибків

зу схемі усереднення: є 3.
Отже, Н М ВЕ розглядається у схемі серій 

з малим параметром серії є ^  0 (є >  0) у 
такому нормуванні:

е є (і) =  т + e 3[v£( t ) + Y m

r t/e3

(6)

ne(t)

Y e(t)

n(ds; x (e s ) ) ,

ft/e3
Y(ds; x (e s )) .

v e (t)

[•] -  ціла частина числа, ип,п  >  0 -  незале
жні ВВ, для яких В^п <  с.

Згідно побудови

д е :  :=  ЄП+1 -  Си

Тут, за означенням,

еи :=  i e(YiTn) , nU :=  ПЄ(є 3Ти) , 

Ведемо позначення

e 3[Av£n +  A Y£n ].

Y e
Ye(z Tn) .

д (и ; х ) : =  хС{п ,йх ;  х) ,

с (и ; х)  :=  а(и; х)  +  Х(и)д(и; х).

Розглянемо умови слабкої збіж ності для 
НМ ВЕ у схемі усереднення на [0 ,Т ], що за
дається стохастичним адитивним функціо
налом (6):

Теорема 1. Нехай:

1) марковський процес переключень є рів
номірно ергодичний зі стаціонарним 
розподілом п ( В ) , В  Є Е ;

2) функція с (и ; х)  задовольняє глобальну 
умову Ліпшиця з константою Ь, щ о не 
залежить від х ;

3) справедлива оцінка

sup
xeE,ueRd

v 2G(u, dv; x) +

+
Rd

f*00

v 2r (u ,  dv; x) +

Зауваж ення 1. При такому нормуванні 
має місце співвідношення

+  J  s Fu(d s ) j  <  ж;

4) має місце збіж ність початкових умов та 
їх обмеженість:

f  (0) -  е°(0) =  Єо, 
su pЕ|£Є(0)| <  K  <  ж.
Є>0

Тоді стохастичний адитивний функціонал 
Зауваж ення 2. Нормування стрибків ££( ї )А  А 0 (6) слабко збігається при є ^  0

на [0 ,Т ] , Т  >  0 до розв ’язку диференціаль
ного рівняння

напівмарковського процесу є  та нормуван-
ня кількості величини стрибків є співпа
дає при п =  [є_3] з нормуванням в законі
великих чисел, якщ о покласти А£и =  ии, де d^0(t) =  с(£°(t))dt,
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що задовольняє початкову умову 

*0/Є 0(0) =  to ,

де

с ( и ) : =  п (йх) (а (щ  х)  +  Х(и)д(и; х)) .

Д оведення теореми 1 буде ґрунтуватися 
на теоремі 6.6 з [3]. Р озіб ’ємо доведення на 
два етапи:

I) знаходження компенсуючого операто- Тоді

Оскільки тП =  є тп, то час перебування у 
станах рівний 9£ =  є 39п, тобто

Е 9єи =  є 3ш 1 (и).

Зауважимо, що справедливі рівності

Д ££+1 =  є3Д£п+1 =  ^ІЛІРп+і) +  1  {Рп+і))і

А х і + Л =  х £+ л -  x iп+і
х ( є 2тп+1 ) — х ( є 2гп) =  х ( є 2вп+і).

L ey(u ,  х,  t) =

E { y ( u  +  є 3(д(вп+і) +  Y (9п+і)) ,х  +  х ( є 2вп+і ),

ра;
II) доведення відносної компактності сім ’ї 

випадкових НМ ВЕ ££( ї ) , ї  А  0, щ о задані (6).
Етап I. Визначимо випадковий процес і +  є Рп+1) — Р ( и , х , ї ) \(£ =  ( и , х , ї ) } / Е 9\ 

( £(ї) =  (££( ї ) , х £( ї ) ) , породжений сім ’єю  роз- Г Гте
ширеного ПМ В =  є 37 и ) Fu{ds)Q£2s

Ге .=  (te х е е) 
Sn  * VSп  'і ^ п  "> 1 п/ (9)

де С  .=  є *£(тп) , х п .=  х ( є 2тп),тЄ .=  7 тп-
Доведемо, щ о КО (9) задається ф орму

лою
L ey ( u , x , t )  =  є - 3Х(и )х  

Fu(ds)Qe2,SG£(х )Г £е(х )р (и ,  х,  t +  є 3s)

—y ( u , x , t ) ] ,

х

G£ (х )Г £3( х )у (и ,  х , ї  +  є 3в) — у(и ,  х,  Щ ,

щ о і потрібно було довести.
Розглянемо асимптотичне представлення 

КО Ь£: компенсуючий оператор Ь£ на тест- 
функціях у  Є С 2 (КЛ х Е ) має асимптотичне 
представлення

0

де

Ley ( u , x )  =  є  Ж у £ ,х ) +

+ C ( x ) y ( u ,  •) +  ley ( u , x ) ,  (11)

C ( x ) y ( u )  : =  c(u; х )y' (u) ,  

sup \l£y ( u , x ) \ -  0 при
ueRd,xEE

є —  0.

Для доведення користаємося виглядом 
оператора L e та алгебраїчною тотож ністю

abc — 1 =  (a — 1 ) +  (b — 1) +  (c — 1) +

+  L d (if(u +  є3у) — * (u) — dv; х ) - + ( a  — 1 )(b — 1) +  (a — 1 ) (c  — 1 ) +  (b — 1 ) ( c  — 1) +

де I  -  одиничний оператор, оператори 
G£( x ) , x  Є Е  визначені наступним чином:

G £( x ) у ( u ) :  =  G(u,dv;  х ) у ( и  +  є 3у),
і  Е1

напівгрупи Г£(х), х  Є Е  породж ую ться гене
раторами

Г£(х )у (и )  : =  є 3а(и; х ) у ' (и) +

(10)
Справді, згідно означення, КО для (9) 

рівний
L ey(u,  х,  t) =  

=  E M C + J  — У(С£ Ж £ =  ( u , x , t ) } /E 9 £u =  

E { y ( t £ +  А££+ і , х п +  А х п+і , т£ +  А т£+ і ) — 

y (t£ , х п ,т£ Ж £ =  ( u , x , t ) } /E 9U.

Тоді

+  (a — 1 )(b — 1 ) (c  — 1). (12)

Ley ( u , x )  =  є -3  X (u )x
РЖ

x Fu(ds)[Qe2s — I  ] y ( u , x ) +

+ є  X(u) Fu(ds) [Г£(х) — I } y ( u , x )  +
0
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+ є  Х (и ) [Оє(х) — I } р ( и , х )  +  ї\р(и,х ) ,  (13)

де 1‘є -  оператор, що відповідає доданкам 4-7 
з правої частини розкладу (12).

Розглянемо перший доданок з (13):
РЖ PS

є - 1 Х(и) Яи(вв)(^ Qє2s  ̂вв ір (х )  =

є 1Х(иЩ F  u(s )Q e2sdsp(x )

є  3Х(и) [ 2  f  є 6х 2 p''(u +  к (х ) є х )Г (и ^ х ;  x) +
2 J Rd

+ ( Г ‘ ( х ))2 Г  FU }( s ) r ‘ ( x ) V(u)ds
'0
F  V),

и

де

є Q p ( x )  +  l2 (u )p(x ) ,  

l2 (u)p (x) :=
Р Ж

=  є - 1Х(и)Q F u( s ) (Q є 2s -  I ) dsp(x )
0

РЖ
=  єХ(и)<0? FІ2) (s)Qє2sdsp(x) .

0
За умов 1 та 3 теореми для функції p  Є 

C ( E ) справедливе співвідношення:

sup \l2,(u)p(x)\ ^  0 при є ^  0.
uERd,xeE

Згідно означення напівгрупи rs (x ) та ге
нератора r ( x )  другий доданок з (13) рів
ний:

де \k(v)\ <  1, F u (s) :=  J P  Fu(si )dsi .  При 
виконанні умови 3 теореми для функції р  Є
C  2(R d)

sup \l‘£(x)p(u)\ ^  0 при є ^  0.
ueRd,xeE

Скориставшись ф ормулою Тейлора для 
третього доданка з (13), отримаємо:

s - 3X(u) [G£(x) — I ] p ( u , x )  =

=  є  Х(и) G(u,dv;  x ) x
Rd

x  (р (и  +  є 3v, x)  — р(и,  x ) )  =  

Х(и)д(и; x ) p ' (и , x)  +  1‘Є(x )p(u ,  x)

де
l4(x )p(u ,  x )  :=  

є~3Х(и) G(u,dv;  x ) x
Rd

x  (p (u  +  є 3v , x )  — p(u,  x)  — є 3vp'(u,  x)) .
РЖ P S

є~ 3Х(и) I  Fu( d s ) r ( x )  І Г^ (x )ds1p(u)  =  Д ля тест ф ункцій p  Є c2 (Rd x  E )  вірна °ц ін-
ка:

=  є Х ( и ) Г Ц )  F  u( s ) r £,,(x)dsp(u) =
0

=  a(u; x )p ' (u )  +  y^(x)p(u),  

де Fu(s)  :=  1 — Fu(s) та

1‘Є(x )p (u )  :=  є - 3Х(и)х

(p (u  +  G3v) — p(u) — є 3vp'(u)') x  

хГ (и , dv; x )  +

+ r ( x )  F u ( s ) ( r £f,(x) — I  )dsp(u)
0

x
Rd

\ll(x)p(u,x)\ <  є  X(u )x

G(u,  dv; x ) є &v 2p " (u +  kvє 3v, x) <

<  s 3KX(u)  v 2G(u,dv;  x),
JRd

де \kv \ <  1 , K  :=  sup \p” (u,x)\
ueRd,xeE

Згідно побудови напівгруп r£ (x ), Q £2t , t >  
0 ,x  Є E  та операторів G£( x ) , x  Є E  зрозумі
ла оцінка

sup \l£p(u,x)\ ^  0 при є ^  0
uERd,xeE

є  Х(и^ 2  J d є v p  (u +  k (v ) ^ ) r ( u , dv; x ) +  для тест функцій p  Є C 2(R d x  E ).
Розглянемо оператор 

Е0р(и ,х )  =  є - 10_р(и,х)  +  С  ( х ) р (и ,х ) .  
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+  (ГЄД )) Fu(s)  ^  (x )p (u )dsids
Jo Jo

0 0
ос

0

0
ос

оо



Для даного оператора розглянемо проблему 2) існує функція у 0(и ) ,и  Є К л, щ о кон-
сингулярного збурення: для заданої функції станта Л^0 не залежить від зсувів аргумента 
ф Є С (Е а) знайти у £ Є С 2 (Еа х  Е ), щ об функції у 0.

Ь0 у £ =  ф +  єІ£у £, Справді

де І£ -  обмежений оператор. :=  у +  Л ±  у & £® ’ х ( 0 ) ±
Для у  Є С ( Е ) зрозуміле співвідношення Т£ (г)

г ±  Ь£у £(С£( з ) , х £ ( в ) ^ в ±
П у ( х )  =  у ( х ) п ^ х )  = :  у .  ^0

Де г Т£ (г)

Позначимо для у  Є С  1 (Е а) усереднений 
оператор

і (Е ^  усереднений ±  І Ь у ^ ^ ^

С у (и )  :=  с(и)у' (и) ,  (14)
д е т+ :=  т£ (і)+і. Тод і

т £(ї) :=  ( у ( Є ( ї ) )  — у £( Є ( ї ) , х £(ї))) +
що породж ує усереднене диференціальне
рівняння (7). +  (у£(C (t) ,x£( t ) ) —

Проблема сингулярного збурення (див. Т̂  (г)
[3], Розділ 5) для оператора Ь0 розв ’язується — Ь£у £(££(в ) , х £(в )^ в  ] +
на збурених тест функціях у £ =  у  +  є у 1 : 40

Ь0у£ =  є  l Q у  + [С ( х ) у  +  Q у l } +  є С  ( х ) у і- (  Г Т+ ̂  £/££/ Ч £/ ЧЧ Т (СЄ( ЧЧЧ,
+  / (Ь£у £(££( в ) , х £(в)) — Ь у(££(в ) )^ в

Згідно твердження 5.6. [3] розв ’язок про- \4° 
блеми сингулярного збурення для оператора / т£ ^  \
Ь 0 має вигляд  +  ( J  + А  — Ь у ( С (в ) ) )d Л  . (16)

Ь0у£ (и ,х )  =  С у (и )  +  єІ£ (х ) у (и )  (15)
Зауважимо, що т+ ( ї ) ^  ї при є ^  0 з ймо- 

на збурених функціях у£(и , х ) =  у ( и ) +  вірністю 1. Перший доданок (16) прямує до 
є у l ( u , x ) , у  Є c 2 (Е d ) , де усереднений опе- 0 при є ^  0 згідно побудови у £. Третій 
ратор С  визначений (14), доданок (16) прямує до 0 при є ^  0 згі-

С  дно побудови асимптотичного представлен-
1 (х) =  С ( х )Е о (С (х )  — С ). ня Ь£, представлення (15) та вигляду опера-

Зауважимо, щ о згідно умов теореми опера- т °р а Ь у (и) =  С у (и ) . Д ругий дод анок згід н°  
тор І£ (х) є обмеженим. [3] -  мар тингал. Поклад емо

Етап II. Для доведення відносної ком
пактності [2, 3, 7, 10] сім ’ї випадкових НМ-  ̂ :=  1 +  sup {|у (u ) l, \у  (и)|}-
ВЕ ££( ї ) , ї  >  0, що задані (6) використаємо 
теорему 1.4.6. з [5]. Згідно цієї теореми для Тоді для 0 <  в <  ї: 
відносної компактності достатньо показати:

1) для У у  Є С ^ + Е ^  випадковий процес Е{т£(ї )  — т ( в ^ }  ̂  1  (в , ї) +  (ї — в),

т £(ї) :=  у ( І £(ї)) +  Л„ї  £ і т І£(в, ї) =  0 ,

є субмартингалом відносно фільтрації Е£ :=  тобто т £(ї) -  субмартингал. Розглянемо
a (££(в),x£(в),т£(в), 0 <  в <  ї ), де функцію уо(и) =  А — . Тоді Л^0 =  1,
Л,£ -  константа залежна лише від у , Л л •ґЕж і ^ ’ тобто константа Л^0 не залежить від зсувів
С°°°+(Еа) -  простір невід’ємних нескінченно- ,

° ’+ т / \ функції у 0.
диференційовних функцій, щ о І1Ш у (и )  =  гл ■ > •^  ^ ^  ' Отже, с ім я  випадкових процесів згідно
0; теореми 1.4.6.[5] є відносно компактною.
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Таким чином, всі умови теореми 6.6[3] ви
конані, тобто НМ ВЕ £Є(і),Ь >  0 (6) у схе
мі усереднення слабко збігається до розв ’яз
ку диференціального рівняння (7), щ о за
дається генератором C  (14) та початковою 
умовою  (8).

Теорема 1 доведена.
А втор висловлює щиру подяку академіку 

НАН України К оролю ку В.С. за постановку 
задачі та цінні зауваження щ одо методів її 
розв ’язання.
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