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Д О С Л І Д Ж Е Н Н Я  П Е Р Ю Д И Ч Н И Х  Р О З В ’Я З К Х В  В И Р О Д Ж Е Н И Х  
Н Е Л Ш Ш Н И Х  Д И Ф Е Р Е Н Ц Х А Л Ь Н И Х  С И С Т Е М

Обгрунтовується чисельно-аналітичний метод дослідження періодичних розв’язків виро­
джених нелінійних систем диференціальних рівнянь у критичному випадку. Вивчається пи­
тання існування і наближеної побудови розв’язків. Знаходяться оцінки збіжності послідовних 
періодичних наближень.

The numerical-analytic method for the investigation of periodic solurions of degenerative nonli­
near systems of differential equations іп a critical case is substantiated. The problems of the exi­
stence and approximate construction of the solutions are studied. The estimations of convergence 
of the successive periodic approximations are obtained.

Останнім часом бурхливо розвивається 
теорія вироджених систем диференціальних 
рівнянь. Передусім, це зумовлено її  ш иро­
ким застосуванням при моделюванні при­
кладних процесів, зокрема в задачах опти­
мального керування, економіки, теорії еле­
ктричних кіл тощо. Незважаючи на те, що 
за останні роки опубліковано велику кіль­
кість робіт присвячених якісній теорії виро­
джених нелінійних систем і чисельним мето­
дам їх розв ’язання [ 1 - 4 ] ,  проблема розв ’я­
зності вироджених нелінійних систем і досі 
залишається актуальною.

При дослідженні вироджених періо­
дичних нелінійних систем диференціаль­
них рівнянь великої популярності набув 
чисельно-аналітичний метод послідовних 
періодичних наближень А.М . Самойленка 
[5]. З часом, самим автором та його послі­
довниками, цей метод був розвинений для 
дослідження періодичних розв ’язків більш 
ш ироких класів задач [6].

1. П о с т а н о в к а  за д а ч і. Розглянемо T - 
періодичну вироджену нелінійну систему 
диференціальних рівнянь

t є  R,

де A(t)  =  (a i j ( t ) )nJ=l , a i j (t ) Є Ct  (R, R ) , 
f  (t, y) Є Ct  (R, R n); Ct  (R , R k) -  простір не­
перервних T -періодичних функцій x  Є R k; J -

(n x п)-вимірна стала матриця вигляду

J
0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1
\ 0 0 0 . . 0

Представимо матрицю A(t )  наступним 
чином

A(t)
D i ( t )  D 2 (t) 

an, i(t) D 3(t)

де Оі(Ь) -  ((п— 1)х 1)-вимірна, 0 2^)  -  ((п—1)х 
(п — 1))-вимірна, 0 3(і) -  ( 1х (п  — 1))-вимірна 
матриці.

Нехай

У(У) =  СоІ[у і (^ ^ Ш  , 

f  (г , у ) =  Со І \р(І , у )^п {Ь , у'1 ,

де х(ї) ,  р(Ь,у) -  (п — 1)-вимірні вектор- 
функції вигляду

х (У) =  со1 (у2(^ , . . . , уи^))-,

р {ь , у) =  c o l ( f l (t , y ) , . . .  , ^ - і ^ , у ) ) .

Тоді вироджену систему рівнянь (1) м о­
ж емо записати наступним чином

Vі =  И і (і )уі +  0 2 (і )х  +  p (t , y ), (2)
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0 =  ап>1 ф)у1 +  0 3ф)у +  fn.it, Уі, ■ ■ ■ ,Уп)- (3) Я кщ о неоднорідна система (6) має Т -
тт періодичні розв ’язки, то вони визначаютьсяПрипустимо, що к А '  ’

з умови у (0) =  у ( і  ), або
и (і, у) =  к ф ,  У2 Уи) =  к ф ,  у ) - (4) т

Будемо вважати, щ о апЛ(і) =  0 У гЄЕ. (Еп- 1  — П(Т, 0)) с =  П(Т,в)к(в)Нв.
Тоді з (3) можемо виразити у1: 0

Уі =  1 (П 3ф)у +  к Ф , У ) ) . Розглянемо критичний випадок, тобто
ап,і(г) коли одиниця є власним значенням матри-

Підставляючи його в систему (2) одержи- ці П (Т ’ 0 ).
• • „ „ і Нехай відовідна (6 ) лінійна однорідна си-мо нелінійну систему звичайних диференці-  ̂ ф К ; ^ 1 ^

стема має к, 1 < к < п — 1 лінійно незалежних альних рівнянь ’
Т -періодичних розвязків . Тоді, як відомо,

ку -  відповідна (6) спряжена система рівнянь—  =  Аі{к)уік) +  / ф , у ) , (5) ^ ^ к к

ку лт /  ̂ і̂ 7\
де А 1 (і) -  ( (п — 1) х (п — 1))-вимірна матри- ~й =  —А 1 Ф)у (Ч, (7)
ця, /ф ,у )  -  (п — 1)-вимірна вектор-функція 
вигляду також має к лінійно незалежних Т  - 

періодичних розв ’язків ф1 ({),■■■, фк (t),
А 1 (ф) =  {к) — 1 D l(t )D з (t) а лінійна неоднорідна система (6) мати-

ап,іФ) ме к-параметричну сім ’ю  Т -періодичних
розв ’язків тоді і тільки тоді, коли для фун- 

фф у) =  (  3 \ — 1 О і ф ) ^ ]  f  ф у)  кції Нф) виконується умова ортогональності
’ V 1 «п,і Ф) 1 /  ’ ’ т

01 -  ((п — 1) х  п)-вимірна матPиця, 02 -  п- І  (фі (в),Н(в))кв =  0 , (і =  1 , к).
вимірний вектор-рядок вигляду

о
01 =  [Еп - 1 , ° п - 1д]) 02 =  [01,п -1, 1], Справедливою є наступна лема [6].

Е к -  (к х к)-вимірна одинична матриця, 0к,і Л е м а  1 . Нехай відповідна (6) Мнійна,
-  (к х  /)-вимірна нульова матриця. однорідна Т -періодична система має к м ­

2. П е р іо д и ч н і р о з в ’я зк и  в и р о д ж е н и х  нійно незалежних Т-періодичних р озв ’яз- 
лІнІЙних си ст е м . П оряд із нелінійною си- ків- Тоді для будЬ-ЯК°г фунКціІ Нф) завжди  
стемо (5) розглянемо Т -періодичну лінійну можна вказати функцію Нф) таку, що лі- 
систему вигляду нійна неоднорідна система

-ф =  А і ф)уф) +  Нф), (6) —ф =  а і {t )у  +  — Н {t), (8)

де Нф) Є СТ (Е, Е п_1). матиме к-параметричну с ім ’ю Т -
Загальний розв ’язок лінійної неоднорі- періодичних р озв ’Язків. 

дної системи (6) має вигляд Безпосередня перевірка гокадуц що за
Н  ф) можемо прийняти функцію

£

у(г) =  пф,  0)с  +  J  Аф,в)Ь,(в)Нв, 
о

т

н  (г) =  ^ ( і ) р - 1 [  (в)Н(в)Нв,

о
де Аф,в)  -  матрицант, Аф,в) =  V ф ) У _ 1(з),
Vф)  -  деяка фундаментальна матриця від- де 'Фф) -  ((п — 1) х к)-вимірна матриця, 
повідної (6) однорідної системи. стовпцями якої є к лінійно незалежних Т -

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 2-3. 103



періодичних розв ’язків ф і (і), .. . ,фк (і) спря-
т =  І ( У т(і)) 1 и ( Ъ в Щ в ^ в -  ( 12)

женої системи (7), Р 1 =  J  Ф (s)Ф(s)ds.

0
При цьому лінійна неоднорідна система 

(8) матиме Т -періодичні розв ’язки вигляду

т

-  (V  1 и  (і, s)h(s)ds,

ь (і )  =  в ( і ,  0)с + (9) Де

г (  т

+ J Q ( і ,  s)< h (s )—Ф (s)P 1_ 1! ФТ{т)Щ(т)dт ds ,  
0 1 0 

де с -  розв ’язок лінійної неоднорідної алге­
браїчної системи

Рі (і) =  Ф ' Ц ) Ф Ц ^ ,  Рі (Т  ) =  Рі,

Р2(і) =  І 0 Т (s)Ф(s)ds,

(Е т- 1 — &(Т , 0)) с :ю ) и  ( і , ^  =
Рі (і, s)
Щ ( і ^ )

Рі(і , s) 
Щ ( і ^ )

т т
- 1  /  іТгТ іП(Т, s K Щ Ц )-Ф Ц )Р - 1  / Ф 1 (т)Щ(т)dт}ds

0 0

Покажемо, щ о співвідношення (9) утво­
рю ю ть к-параметричну сім ’ю.

Позначимо через 0 ( ф  ((п — 1 )х (п  —1 — к))- 
вимірну матрицю, стовпцями якої є (п — 1 — 
к) лінійно незалежних розв ’язків спряженої 
системи (7), які не є Т -періодичними.

Нехай V  (ф фундаментальна матриця си- одержимо 
стеми (7) така, що її перші к стовпців утво- т  
рює матриця Ф(0 , а інші -  матриця 0 (0 :

, р  (і

Рі ( і ^ )  =  ФтЦ) -  Рі (і)Рф 

ЇЛ ( і^ )  =  0 ТЦ) -  Р2 ( і ) Р - і ФТ(s) 

Рі ( і ^ )  =  Рі ( і ) Р -  іФТ Ц),  

Р2( І ^ )  =  Р2( і ) Р -  l ФТ (s).

Оскільки и і (Т, s) =  0, то при і =  Т  з (12)

т
3 - І  /  іТгТ /1 ^ ( Т ,  s ) Щ s ) - Ф ( s ) P ф Ĵ  Ф 1 (т)Щ(т^т^-- 

0 0

0к+і, і

=  У  Т« )
-1 т

и 2 (Т, s)h(s)ds : із )

У(і )  =  [Ф(і), 0 ( і ) ] .

Фундаментальні матриці V (і )  та V(і )  
зв ’язані співвідношенням

V  Т( і ^ ( Т  ) =  с ,
Помноживши (10) зліва на V Т (і) і враху- 

де с  -  деяка невироджена стала матриця. вавши (11) і (13) отримаємо
Тоді для матрицанта в ( і ,  s) матимемо 

Ж і , з )  =  V (і )1 '■-  і (з) =  (V Т( і ) ) - 1 V Т(з):

(V- Т(і ))
-1 ФТ ^ )

0 Т (s)

ФТ (Т ) - Ф Т (0) 
0 Т (Т ) - 0 Т (0)

11)

т
0к+ і, к

и 2 (Т, s)h(s)ds

Оскільки det У ( Т ) =  0 і Ф (Т ) =  Ф(0), то 
М ожна переконатися, що справедливою є система ( 10) еквівалентна лінійній неоднорі­

дній алгебраїчнійй системінаступна рівність 

г (  т

!  П ( м и / ^ ) - Ф ^ ) Р -  і J  ФТ (т )Щ(т ) d т d s : 
0 0

т

Ос =  J  и 2 (Т, s)h(s)ds,  
0

0 4 )
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де О  -  ( (п — 1 — к) х  ( п — 1))-вимірна матриця
вигляду

О =  0 Т( Т ) — 0  1 (0)

Оскільки г а п к в  =  п — 1 — к , то алгебра­
їчна система (14) є розв ’язною при довіль­
них значеннях функції к(і) і при цьому має 
к-параметричний розв ’язок вигляду

т

с =  РСк £ +  О + и 2 (Т , 8 ) к (8)кз, Ф5)

де О+  -  єдина псевдообернена за М уром- 
Пенроузом до О  матриця [7]; Р с к -  ((п — 1) х 
к)-вимірна матриця, яка складається з к лі­
нійно незалежних стовпців ((п — 1) х (п — 1))- 
вимірної матриці Р^, яка є ортопроєктором  
з простору Яп- 1  на нуль-простір N  (О)  ма­
триці О, £ Є К к -  вектор довільних сталих.

Підставляючи (15) в (9) одержимо, що 
система (8) має к-параметричну сім ’ю  Т - 
періодичних розв ’язків вигляду

v (t , £)= n (t, 0) р Ск£+  

т 

+ в ( і ,  0)О+ [ и 2 (Т, .8)к(.8)к.8+

+  У Т
1

Я (І, 8)кЦ)к,8 —

т

— У Т
Т /,Д - 1 Я (І, .8)к(.8)к.8.

Т -періодичні по І; ап>1 (і) =  0 Ші Є К; V Є 
Я  С Кп- 1, де Я  -  деяка замкнена обмежена 
область і для f  ( і ^ )  виконуються покоорди- 
натні оцінки

\f ( i , v ) \ <  М (І) ,

\!(І ,Я) — Ї ( і У ) \ <  К (і )\Я — Я'\, (16)

де М  (І) і К  (і ) -  Т -періодичні відповідно 
вектор-функція і матрична-функція з не­
в ід ’ємними інтегровними компонентами;

С ) Щ  = {  £ Є Я к\В (Vо( і ,£ ) ,в ) С Щ  =  0, де 
В  (У0, в ) -  в-окіл  точки Vo,

^ (І,£) =  П(1, 0 )р Ск£,

т

в  =  шах  ̂ [ Ц ( і ,  0 )О +Я 2 (Т, 8)1 М(,8)к.8+  
ге[о,т] 1 , 1  

7 о
І

+
о
т

+

( у Т (і)) 1 и  (І, 8) М  (8)к8 +  

(V Т (І)) 1 и  (І, 8) М  (,8)к .8

о )  найбільше додатнє власне значення 
оператора Q  менше за одиницю, де

т

( Q v ) ( i ) =  \П(і, 0)О + и 2 (Т, 8) \ К Ц Ц ( 8)к8+

+ У Т (І)) 1 и  (І, 8) К  (8^ ( 8)к8 +

т

+ (УТ(і))  1 и  (І, 8) К  (8^ ( 8)к8

3. Д о с л ід ж е н н я  п е р іо д и ч н и х  
р о з в ’я з к ів  в и р о д ж е н и х  н ел ін ій н и х  
си ст е м . Тепер розглянемо чисельно- 
аналітичний метод побудови Т -періодичних 
розв ’язків виродженої нелінійної системи 
( 1).

Припускаємо, що виконуються наступні функціонал /і (у ) : С  (Кга_1) ^  ^ , визначені 
умови:

А )  відповідна (6) лінійна однорідна си­
стема має к , 1 к п 1 лінійно незалежних

Розглянемо сім ’ю  к-параметричних від­
ображень Ь^V : С  (К, Кп -1) ^  С  (К, Кп -1) і

наступними співвідношеннями:

(Ь ^ (І) =  П(1, 0 )р Ск£+
Т  -періодичних розв ’язків;

В )  матриця А 1 (і) та вектор-функція 
f  (і, у)  неперервні по своїм змінним при і Є К,

т

+  А(І, 0)О + У  Я2 (Т, .8)/(.8^ ( . 8) )к .8 +

о
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+  /  ( y T(t )) 1 U ( t , s ) f ( s , v ( s ) ) d s -

T

-  J  V T m  1 u (t , s ) f  (s ,v {s ) )ds,
t

T

nv{-) =  J  V T( s ) f  ( s , v ( s ) ) ds.
0

Справедливою є наступна лема.
Л е м а  2. Вектор-функція р  Є 

CT (R, R ra_1) є T -періодичним р озв ’яз­
ком нелінійної системи  (5) тоді і тільки 
тоді, коли р  є р озв ’язком системи рівнянь

v =  L % v, 

ßv(-) =  0 .

vm(t,£) =  v0( t,£) +

T

+ft ( t ,  0 )G+ J  U2 (T, s ) f  (s, vm- i ( s , € ) ) d s +

0

t

+  [  ( y T( t) ) -1U ( t , s ) f ( s ,vm - 1 ( s , £ ) ) d s -  (18)

T

- /  V T ( t ) ) 1 U ( t , s ) f  ( s ,v m - 1 ( s , f ) )d s ,

vo( t , 0  =  ^ ( t , 0) P c k £, m  = 1 , 2 , . . . ,

яка залежить від пераметра £ Є Dß С R k.

З умови C  випливає, що (L%v)(t) Є D  при 
всіх £ Є D ß , v Є C (R ,D ), оскільки

T
\( L v ) ( t )  -  vo( t , £ ) \ <

<  J  \Q(t, 0 )C + U2 (T,s)\ M ( s ) d s +  
0

+ (VT (t)) 1U ( t , s )  M ( s ) d s +

T

+ ( y T (t))  1U ( t , s )  M ( s )d s  <  ß.

:і9 )

При цьому початковим значенням 
розв ’язку є

т 

Є (0) =  Р с кІ  +  С + У  9 т^ )ф^ , р ^ ) ) - ^
0

Д о в е д е н н я  проводиться аналогічно до­
веденню теореми 1 [6].

Для знаходження Т  -періодичного
розв'язку нелінійної системи (5) побудуємо 
рекурентну к-параметричну послідовність 
функцій

Беручи до уваги (16), з (18) одержимо

\vm+ 1 ( t , £) -  vm{ t , i )  \ =  

=  \ (L % (vm£ , £) -  Vm-l { ' ,£) ) ) ( t ) \ <  

<  (Q \ (vm( ', £) -  vm - 1 ( ' , £) \) (t) <  

<  (Q 2 \ (vm - 1 ( ' , £) -  vm - 2£ , £ ЮСО <  . . .  <  

<  (Qm \ Ы - ,£ )  -  vo(-,£)\)(t) <  Q mß,  

\vm+j ( t , £) -  vm( t ,£ ) \ =
j - 1

=  E  \vm+i+ 1 ( t , £) -  vm+i( t , £) \ <  
i=0

j - 1 (20)
<  E  (Qm+i\ Ы - ,£ )  -  vo(-,£)\)(t) <  (20)

i=0
j - 1

<  E  Q m+iß .
i=0

З (19) випливає, що оператор L  ̂ відобра­
жає простір C ( R , D )  в себе, а з умови D  
випливає, що L  ̂ є стискуючим оператором. 
Отже, застосовую чи принцип стиснутих від­
ображень, бачимо, що рівняння (17) має в 
C (R, D )  єдиний розв ’язок, який при довіль­
ному £ Є Dß С R k співпадає з граничною 
функцією послідовності (18):

v *(t,£) =  lim vm(t ,£ ) .

Крім того, £  Q г =  (Еп - 1 — Q)  1, а тому,
і=0

переходячи в (20) до границі при і  ^  ж,  
одержимо наступну оцінку похибки:

\у*ф,£) — утф,І)\ <  ( Е п - 1 — Q ) -1 Q mв;  (21)
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Враховуючи дані міркування та лему 2 
бачимо, що справедливою є наступна теоре­
ма.

Т е о р е м а  1. Нехай для виродженої не­
лінійної Т-періодичної системи диференці­
альних рівнянь  (1 ); (4) справедливі припу­
щення Л - Б .  Тоді

1 )  послідовність функцій (18) при т  ^  
то рівномірно збігається відносно (і, £) Є К х 
В  в до деякої Т-періодичної граничної фун­
кції у* ( і ,£) .  При всіх т  Є N  ( і ,£) Є К  х Б  в 
виконуються оцінки (21);

2)  функція у*(і) =  (у*(і), у*(і ) ),  де
у*(і ) =  у*(і , £ ) _ гранична функція послідов­
ності (18),

у*( і ) = —а ~ і г ) (Вз (і )у* ( і )+ ^ ( і ’ у* (і))) ’ап,1 (і )

є Т-періодичним р озв ’язком виродженої не­
лінійної системи  ( 1) тоді і тільки тоді, ко­
ли точка £ =  £* є р о з в ’язком визначального 
рівняння

&(£) =  о,

де

T

& ( £ ) =  ß ( v * ( ; £  ) ) = І * ' Ш  (s ,v*(s ,£ ))ds ;
Т /

у! (0) = -
an,i(0)

(D 3(0)v* (0) +  f n(0 ,v !

T

v ! (0)=PGk £ + G+ e T( s ) f ( s , v -  (s))ds.  (22)

Наступне твердження містить достатні 
умови існування Т -періодичного розв ’язку 
нелінійної системи ( 1), які базуються на вла­
стивостях послідовних наближень vm(i, £ ), а 
не граничної функції V* (і , £ ).

Т е о р е м а  2. Нехай для виродженої не­
лінійної Т-періодичної системи диференці­
альних рівнянь  (1), (4) справедливі припу­
щення Л - Б  і:

1) існує опукла, замкнена область В' С 
Б  в С К " така, що при деякому фіксовано­
му натуральному т  відображення А т(£) :
В  в ^  К  .•

T

А т (£) =  р (у* ( ,̂£ ) )^ ^ '  (в) f  (в , ут (в, £))І8;
0

містить в області В ' єдину особливу то­
чку £0т ненульового індексу;

2) на границі д В '  області В '  виконує­
ться нерівність

inf \Ат(£)\ > Q i ( E n - i  -  Q ) - 1Q mß,
££dDf

де
T

Q i \Ф (s)\K(s)ds.

3) початкове значення Т-періодичного  
розв'язку у (і) виродженої нелінійної си­
стеми ( 1) визначається згідно формул

Тоді, існує T -періодичний р озв ’язок виро­
дж ен о ї  нелінійної системи  ( 1) y =  y * (t) =  
(У *(t ,£ * ) , v  * ( t ,£ *)), де £ * Є D  і початко­
ве значення у * (0) =  (у * (0), v * (0)) визнача­
ється згідно (22).

Д о в е д е н н я  проводиться аналогічно до­
веденню теореми 3 [6].
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