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ДЕРИВАЦIЙНI ПАРИ ОПЕРАТОРIВ З H(G1) В H(G2)

Описано всi пари лiнiйних операторiв, якi дiють з простору H(G1) у простiр H(G2) i
задовольняють операторне рiвняння Рубела.

We describe all pairs of linear operators that act from H(G1) to H(G2) and satisfy Rubel’s
operator equation.

Нехай G – довiльна область комплексної
площини i H(G) – простiр усiх аналiтичних
в G функцiй, що надiлений топологiєю ком-
пактної збiжностi [1]. В [2] Л.А. Рубел по-
ставив i розв’язав задачу, про знаходження
всiх пар лiнiйних неперервних функцiоналiв
L та M на просторi H(G), якi задовольня-
ють спiввiдношення

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f) (1)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше Н.Р. Нандакумар в [3] та Л.
Зальцман в [4] рiзними способами розв’яза-
ли задачу Рубела в класi лiнiйних функцiо-
налiв. В [5] дослiдженi розв’язки узагальне-
ного рiвняння Рубела на просторi H(G).

Наступнi дослiдження стосовно опису
пар лiнiйних функцiоналiв на просторi
H(G), пов’язанi з спiввiдношеннями, якi по-
дiбнi до рiвняння Рубела (1). В [6] Н.Р. Нан-
дакумар поставив задачу про знаходження
всiх пар лiнiйних функцiоналiв L та M на
просторi H(G), якi задовольняють спiввiд-
ношення, яке є функцiональним аналогом
теореми додавання для косинуса:

L(fg) = L(f)L(g) + M(g)M(f)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше в [7] Н.Р. Нандакумар та П.
Каннаппан повнiстю розв’язали задачу, про
опис в класi лiнiйних функцiоналiв на про-
сторi H(G) розв’язкiв рiвняння

L(fg) = L(f)L(g)−M(f)M(g).

Подальшi дослiдження стосовно опису пар
лiнiйних функцiоналiв на просторiH(G), якi

задовольняють подiбнi спiввiдношення, роз-
глянутi у монографiї П. Каннаппана [8].

Надалi в рiзних роботах розглядалися
операторнi модифiкацiї спiввiдношення (1) в
певних класах операторiв, що дiють у про-
сторi H(G). В працях [9]-[10] доведено, що
кожна деривацiя D : H(G) → H(G), тоб-
то адитивний на H(G) оператор, який задо-
вольняє спiввiдношення

D(fg) = fD(g) + gD(f)

для довiльних двох функцiй f, g ∈ H(G),
має вигляд: (Df)(z) = ϕ(z)f ′(z), де ϕ – до-
вiльна функцiя з простору H(G). Зазначи-
мо, що лiнiйним деривацiям на просторi не-
перервних функцiй C[0, 1] присвячена робо-
та [11].

Наступним етапом дослiджень став роз-
гляд певних мультиплiкативних спiввiдно-
шень для рiзних класiв операторiв, що дi-
ють у просторi H(G). В [12] Р. Баркел та
С. Саекi описали всi адитивнi оператори T :
H(G1) → H(G2), якi для деякої вiдмiнної
вiд сталої функцiї ϕ ∈ H(G2) задовольня-
ють спiввiдношення

T (zf) = ϕT (f)

для довiльної функцiї f ∈ H(G1).
В роботi [13] Н.Р. Нандакумар описав всi

адитивнi оператори M : H(G) → H(G), якi
задовольнять спiввiдношення

M(fg) = M(f)M(g),

при цьому довiвши, що кожен з таких опе-
раторiв необхiдно є лiнiйним i неперервним.
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В [14] вiн продовжив дослiдження мульти-
плiкативних спiввiдношень у випадку, коли
M : H(G1) → H(G2).

У зв’язку з цими задачами природним чи-
ном виникає питання про знаходження всiх
пар лiнiйних операторiв A та B, якi дiють у
просторi H(G) i задовольняють операторне
рiвняння Рубела

(A(fg))(z) =

= (Af)(z)(Bg)(z) + (Ag)(z)(Bf)(z) (2)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G) при z ∈ G. Зазначимо, що в роботi [15]
одержано розв’язання цiєї задачi в деяких
спецiальних класах лiнiйних операторiв на
H(G). Як вiдзначають автори в [15], в за-
гальному випадку задача про опис всiх пар
лiнiйних операторiв, якi на H(G) задоволь-
няють (2), ними не розв’язана. Повнiстю ця
задача розв’язана в [16] для випадку просто-
ру цiлих функцiй H(C) i в [17] для довiль-
ного простору аналiтичних функцiй H(G).
Вiдмитимо також, що всi розв’язки рiвнян-
ня (2) в класi лiнiйних неперервних опера-
торiв на просторах функцiй, аналiтичних в
довiльних однозв’язних областях були опи-
санi у [18].

Зазначимо, що для випадку довiльної
однозв’язної областi G в [19] описано всi па-
ри лiнiйних на просторi H(G) операторiв A
та B, якi задовольняють операторне рiвня-
ння Нандакумара

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z)−(Bg)(z)(Bf)(z)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G) при z ∈ G.

Метою даної статi є опис всiх пар лiнiй-
них операторiв A та B, що дiють з простору
H(G1) у простiрH(G2) i задовольняють опе-
раторне рiвняння Рубела (2).

Наведемо спочатку одне допомiжне твер-
дження про опис мультиплiкативних опера-
торiв A : H(G1) −→ H(G2).

Лема 1. Нехай G1, G2 – довiльнi обла-
стi комплексної площини. Для того, щоб
лiнiйний оператор A : H(G1) −→ H(G2) за-
довольняв спiввiдношення

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z) (3)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G1) при z ∈ G2, необхiдно i достатньо,
щоб A = 0, або Af = f ◦ ψ для f ∈ H(G1),
де ψ – деяка функцiя з простору H(G2) для
якої ψ(G2) ⊆ G1.

Доведення. Нехай лiнiйний оператор
A: H(G1) −→ H(G2) задовольняє спiввiдно-
шення (3). Надалi через e(z) позначатиме-
мо функцiю e(z) = z. Для довiльної точки
z ∈ G2 формулою Lz(f) = (Af)(z) визнача-
ється лiнiйний мультиплiкативний функцiо-
нал Lz на H(G1). Використовуючи опис лi-
нiйних мультиплiкативних функцiоналiв на
просторiH(G1), (див., наприклад, [20]) одер-
жуємо, що Lz = 0, або Lz(f) = f(z0), де
z0 = Lz(e), причому z0 ∈ G1. Нехай Lz 6= 0 i
A(e) = ψ, ψ ∈ H(G2). Тодi z0 = ψ(z), причо-
му ψ(z) ∈ G1, i тому Lz(f) = f(ψ(z)), тоб-
то (Af)(z) = f(ψ(z)) для довiльної функцiї
f ∈ H(G1).

Нехай U = {z ∈ G2 : Lz = 0}. Якщо
U = G2, то A = 0. У випадку U = ∅ ма-
ємо, що (Af)(z) = (f ◦ ψ)(z) при z ∈ G2

для довiльної функцiї f ∈ H(G1), де ψ –
деяка функцiя з простору H(G2), причому
ψ(G2) ⊆ G1. Покажемо, що множина U мо-
же набувати лише два наведенi вище значе-
ння. Дiйсно, якби U 6= G2 i U 6= ∅, то для
довiльної функцiї f ∈ H(G1) ми мали б, що

(Af)(z) =

{
0, якщо z ∈ U ;
f(ψ(z)), якщо z ∈ G2 \ U.

Якщо позначити h(z) = A(1), то ми одер-
жуємо, що функцiя h(z) з простору H(G2)
набуває лише два значення: 0 та 1, що немо-
жливо. Необхiднiсть умов леми доведено, а
їх достатнiсть є очевидною.

Нехай G1 i G2 – довiльнi областi компле-
ксної площини i лiнiйнi оператори A та B,
що дiють з простору H(G1) в H(G2) задо-
вольняють спiввiдношення (2). Позначимо
a(z) = A(1), b(z) = B(1). Покладаючи в (2)
f = g = 1, одержимо, що a(z)(1−2b(z))) = 0
при z ∈ G2. Оскiльки функцiї a(z) та b(z) є
аналiтичними в областi G2, то за теоремою
єдиностi звiдси випливає, що b(z) ≡ 1

2
або

a(z) ≡ 0 в G2.
Розглянемо спочатку випадок, коли

a(z) 6≡ 0 в G2. Тодi b(z) ≡ 1
2
при z ∈ G2.
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Покладаючи в (2) g(z) = 1, одержимо, що
для довiльної функцiї f ∈ H(G1) вико-
нується рiвнiсть (Af)(z) = 2a(z)(Bf)(z)
при z ∈ G2. Тодi з (2) отримуємо, що
a(z)(2(B(fg)(z) − 4(Bf)(z)(Bg)(z)) = 0
для довiльних функцiй f та g з про-
стору H(G1) при z ∈ G2. Оскiльки
a(z) 6≡ 0 в G2, то звiдси випливає,
що 2(B(fg))(z) = 2(Bf)(z)2(Bg)(z),
f, g ∈ H(G1), z ∈ G2.

Оскiльки b(z) ≡ 1
2
, то 2B – ненульовий

мультиплiкативний оператор, що дiє з про-
стору H(G1) в H(G2). Тодi за лемою 1 одер-
жуємо, що B(f) = 1

2
(f◦ψ), де ψ – деяка фун-

кцiя з просторуH(G2), причому ψ(G2) ⊆ G1.
Тому A(f) = a · (f ◦ ψ). Таким чином, у ви-
падку, коли a(z) 6≡ 0 в G2, пара операторiв
A та B визначається наступними формула-
ми: A(f) = a · (f ◦ ψ), B(f) = 1

2
(f ◦ ψ) де

a, ψ ∈ H(G2), причому ψ(G2) ⊆ G1.
Нехай тепер a(z) ≡ 0 в G2. Пiдставля-

ючи у (2) g = 1, одержуємо, що A = 0 або
b(z) ≡ 1 в G2. Якщо A = 0, то для будь-якого
лiнiйного оператора B, який дiє з H(G1) в
H(G2), пара операторiв A = 0, B задоволь-
няє спiввiдношення (2). Надалi вважатиме-
мо, що A 6= 0. Тодi b(z) ≡ 1 в G2.

Нехай тепер a(z) ≡ 0 i b(z) ≡ 1 в G2.
Вiзьмемо довiльне z ∈ G2 i нехай Lz(f) =
(A(f))(z) i Mz(f) = (B(f))(z). Тодi з (2) ви-
пливає, що пара лiнiйних функцiоналiв Lz

та Mz задовольняє спiввiдношення виду (1).
Крiм того, Lz(1) = 0 i Mz(1) = 1. Тодi з
[3] випливає, що пара функцiоналiв Lz та
Mz визначається однiєю iз наступних трьох
умов:

1) Lz = 0, Mz – довiльний лiнiйний фун-
кцiонал на H(G1);

2) Lz(f) = C f(z1)−f(z2)
z1−z2

, Mz(f) = 1
2
(f(z1) +

f(z2)), де z1, z2 ∈ G1, C ∈ C;
3) Lz(f) = Cf ′(z1), Mz(f) = f(z1), де z1 ∈

G1, C ∈ C.
Через S позначимо множину тих точок

z ∈ G2, для яких пара функцiоналiв Lz

та Mz визначаються формулами 1). Тодi
(Af)(z) = 0 для довiльної функцiї f ∈
H(G1) i для довiльної точки z ∈ S. Через
Im(A) позначимо множину значень опера-

тора A. Оскiльки A 6= 0, то iснує функцiя
α ∈ Im(A), яка не дорiвнює тотожному ну-
левi в G2. Тодi множина S є пiдмножиною
множини нулiв функцiї α(z) в G2. Тому мно-
жина S є не бiльш нiж злiченною i не має
граничних точок в G2. Для довiльної точки
z iз S позначимо mz = min{m ∈ N : g(z) =
g′(z) = . . . = g(m−1)(z) = 0, ∀g ∈ Im(A)}. З
визначення числа mz випливає, що для ко-
жної точки z ∈ S iснує функцiя gz ∈ Im(A),
для якої g

(mz)
z (z) 6= 0. Нехай h – довiль-

на аналiтична в областi G2 функцiя, мно-
жина нулiв якої в G2 збiгається з множи-
ною S, причому кратнiсть довiльного нуля
z ∈ S функцiї h(z) дорiвнює mz. Для довiль-
ної функцiї f ∈ H(G1) функцiя 1

h(z)
(Af)(z) є

аналiтичною в областi G2, оскiльки за вла-
стивiстю функцiї h(z) кожна особлива то-
чка цiєї функцiї є усувною. Тому формулою
(A1f)(z) = 1

h(z)
(Af)(z) визначається лiнiй-

ний оператор A1, який дiє з простору H(G1)
у H(G2). Рiвнiсть (2) можна записати у ви-
глядi

h(z)(A1(fg))(z) =

= h(z)(A1f)(z)(Bg)(z)+h(z)(A1g)(z)(Bf)(z)

f, g ∈ H(G1), z ∈ G2. При z ∈ G2\S звiдси
випливає, що

(A1(fg))(z) =

= (A1f)(z)(Bg)(z) + (A1g)(z)(Bf)(z) (4)

для f, g ∈ H(G1). Оскiльки кожна точка з
множини S є iзольованою, то з рiвностi (4)
i аналiтичностi в G2 функцiй цiєї рiвностi
випливає, що спiввiдношення (4) є правиль-
ним для довiльних функцiй f та g iз H(G1)
при z ∈ G2. Для довiльної точки z ∈ G2

позначимо L′z(f) = (A1(f))(z). Тодi з (4) ви-
пливає, що пара лiнiйних функцiоналiв L′z
та Mz задовольняє спiввiдношення виду (1).
Крiм того, L′z(1) = 0 i Mz(1) = 1. Оскiль-
ки для довiльної точки z ∈ G2 функцiонал
L′z 6= 0, то пара функцiоналiв L′z та Mz ви-
значаються однiєю з вищенаведених формул
2) або 3).

Через V позначимо множину тих точок
z ∈ G2, для кожної з яких пара функцiо-
налiв L′z та Mz визначається формулами
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2). Нехай V 6= ∅ i z ∈ V . Тодi L′z(f) =

C f(z1)−f(z2)
z1−z2

, Mz(f) = 1
2
(f(z1) + f(z2)), де

z1, z2 ∈ G1, C ∈ C, f ∈ H(G1). Позна-
чимо A1(e) = a1, a1 ∈ H(G2). Тодi C =
L′z(e) = a1(z). Нехай B(e) = b i B(e2) = b1,
b, b1 ∈ H(G2). Тодi Mz(e) = b(z) = 1

2
(z1+z2) i

Mz(e
2) = b1(z) = 1

2
(z2

1 + z2
2). З цих рiвностей

знаходимо, що z1 = b(z) +
√

b1(z)− b2(z),
z2 = b(z)−

√
b1(z)− b2(z), де розглядається

одне iз значень кореня
√

b1(z)− b2(z), тоб-
то
√

w =
√
+

|w| (cos
(

arg w
2

)
+ i sin

(
arg w

2

))
при

w ∈ C \ {0}. Нехай функцiї u та v визнача-
ються наступними формулами: u(z) = b(z)
i v(z) = b1(z) − b2(z), z ∈ G2. Тодi u, v ∈
H(G2) i крiм того точки u(z) +

√
v(z) та

u(z) −
√

v(z) належать областi G1. Таким
чином, одержуємо, що

L′z(f) = a1(z)·

·
f

(
u(z) +

√
v(z)

)
− f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
√

v(z)
,

Mz(f) =

=
f(u(z) +

√
v(z)) + f(u(z)−

√
v(z))

2
.

Зауважимо, що v(z) 6= 0, оскiльки z ∈ V .
Нехай V 6= G2 i z ∈ G2 \ V . Тодi L′z(f) =

Cf ′(z1) i Mz(f) = f(z1), де z1 ∈ G1. Тому

L′z(f) = a1(z)f ′(u(z)),

Mz(f) = f(u(z)),

де a1 = A1(e), u = B(e), причому u(z) ∈ G1.
Позначимо ϕ(z) = h(z)a1(z), z ∈ G2. Вра-

ховуючи визначення функцiоналiв L′z та Mz

i те, що (Af)(z) = h(z)(A1f)(z), z ∈ G2,
одержуємо, що для довiльної функцiї f ∈
H(G1)

(Af)(z) =

=





ϕ(z)
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
−f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
√

v(z)
, z ∈ V,

ϕ(z)f ′(u(z)), якщо z ∈ G2 \ V ;
(5)

(Bf)(z) =

=

{
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
+f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
, z ∈ V,

f(u(z)), якщо z ∈ G2 \ V.
(6)

При цьому, функцiї u(z) та v(z) є аналiти-
чними в областi G2 i такими, що для фун-
кцiй χ1(z) = u(z) +

√
v(z), χ2(z) = u(z) −√

v(z) виконуються умови: χ1(G2) ⊆ G1,
χ2(G2) ⊆ G1.

Множина G2 \ V збiгається з множиною
нулiв функцiї v(z) на множинi G2. Якщо v ≡
0 на G2, то V = ∅ i з формул (5) та (6)
випливає, що A(f) = ϕ ·(f ′ ◦u), B(f) = f ◦u,
де ϕ, u ∈ H(G2), причому u(G2) ⊆ G1. Якщо
ж v 6≡ 0, то множина G2 \ V є не бiльш нiж
злiченною.

Таким чином, ми довели необхiднiсть
умов наступної теореми.

Теорема. Нехай G1, G2 – довiльнi обла-
стi комплексної площини. Для того, щоб
лiнiйнi оператори A,B : H(G1) −→ H(G2)
задовольняли спiввiдношення (2), необхiдно
i достатньо, щоб пара цих операторiв ви-
значалася однiєю з наступних умов:

1) A = 0, B – довiльний лiнiйний опера-
тор, B : H(G1) −→ H(G2);

2) A(f) = ϕ · (f ◦ ψ); B(f) = 1
2
f ◦ ψ, де

ϕ, ψ ∈ H(G2), причому ψ(G2) ⊆ G1;
3) A(f) = ϕ · (f ′ ◦ u), B(f) = f ◦ u, де

ϕ, u ∈ H(G2), причому u(G2) ⊆ G1;
4) оператори A та B визначаються фор-

мулами (5) та (6), в яких ϕ, u, v ∈ H(G2),
причому v 6≡ 0, а множина G2 \ V збiгає-
ться з множиною нулiв функцiї v; крiм то-
го, функцiї u та v є такими, що для фун-
кцiй χ1(z) = u(z) +

√
v(z), χ2(z) = u(z) −√

v(z) виконуються умови: χ1(G2) ⊆ G1,
χ2(G2) ⊆ G1.

Доведення. Достатнiсть. Якщо опе-
ратори A та B визначаються однiєю з умов
1)–3) то вони лiнiйно дiють з простору
H(G1) у простiр H(G2) i задовольняють
спiввiдношення (2). Нехай тепер оператори
A та B визначаються умовою 4). Покажемо
спочатку, що цi оператори дiють з H(G1) у
H(G2).

Вiзьмемо довiльну точку z0 ∈ G2 i ви-
беремо замкнуту спрямну жорданову криву
γ, яка мiститься в G1 разом зi своєю вну-
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трiшнiстю i таку, що точки χ1(z0) та χ2(z0)
лежать всерединi областi D, що обмежена
кривою γ (при цьому χ1(z0) = χ2(z0), якщо
z0 ∈ G2 \ V ). Оскiльки коренi рiвняння
(λ−u(z))2−v(z) = 0 вiдносно λ неперервним
чином залежать вiд параметра z, то iснує
окiл Vz0 точки z0, для якого одночасно ви-
конуються умови: χ1(Vz0) ⊆ D, χ2(Vz0) ⊆ D.
Використовуючи iнтегральну формулу Ко-
шi одержуємо, що для довiльної функцiї f ∈
H(G1) при z ∈ Vz0 виконуються рiвностi

(Af)(z) =
ϕ(z)

2πi

∫

γ

f(λ)dλ

(λ− u(z))2 − v(z)
, (7)

(Bf)(z) =
1

2πi

∫

γ

(λ− u(z))f(λ)dλ

(λ− u(z))2 − v(z)
. (8)

За властивiстю iнтеграла типу Кошi фун-
кцiї (Af)(z) та (Bf)(z), якi визначаються
формулами (7) i (8), є диференцiйовними
на множинi Vz0 , а тому i в точцi z0. В си-
лу довiльностi точки z0 звiдси випливає, що
функцiї (Af)(z) та (Bf)(z) є аналiтичними
в областi G2. Тому оператори A та B дiють в
дiють з простору H(G1) у простiр H(G2). Їх
лiнiйнiсть є очевидною. Безпосередньою пе-
ревiркою переконуємося в тому, що цi опе-
ратори задовольняють спiввiдношення (2).
Теорема доведена.

Зазначимо, що оператори A та B, якi ви-
значаються однiєю з умов 2)–4) доведеної те-
ореми, неперервно дiють дiють з простору
H(G1) у простiр H(G2). Тому є правильним
наступне твердження.

Наслiдок. Нехай G1, G2 – довiльнi
областi комплексної площини. Для того,
щоб лiнiйнi неперервнi оператори A,B :
H(G1) −→ H(G2) задовольняли спiввiдно-
шення (2), необхiдно i достатньо, щоб пара
цих операторiв визначалася однiєю з умов
2)–4) попередньої теореми або A = 0, а B
був довiльним лiнiйним неперервним опера-
тором, що дiє з простору H(G1) у простiр
H(G2).
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