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З А Д А Ч І  Д Л Я  П А Р А Б О Л І Ч Н И Х  С И С Т Е М  З П О Д В ІЙ Н И М  
С Т Е П Е Н Е В И М  В И Р О Д Ж Е Н Н Я М

Установлено коректність задачі К о ш і  для сингулярних параболічних систем з операто
рами Бесселя-Колмогорова.

Correctness of the Cauchy problem for the singular parabolic systems with Bessel-Kolmogorov 
operators was established.

Задачі для параболічних рівнянь з виро
дженнями досить глибоко вивчені в роботах 
[4,5] та ін. У  монографії С.Д. Ейдельмана, 
С.Д. Івасишена, А.Н. Кочубея [4] розглануто 
рівняння з виродженнями за двома група
ми просторових змінних. Для таких рівнянь 
побудовано фундаментальні розв ’язки, вста
новлено коректну розв ’язність задачі Коші 
та описано властивості розв ’язків. Аналогі
чні результати для рівнянь типу К олмогоро
ва з довільною кількістю груп виродження 
та для систем рівнянь зі сталими та зале
жними від і коефіцієнтами отримано в ро
ботах Г.П. Малицької [5,6]. У  статті [7] ці ре
зультати перенесені на випадок рівнянь дру
гого порядку, які м істять оператор Бесселя, 
причому у рівнянні виродження містяться 
лише по п — 1 просторовій змінній.

У  даній роботі розглянуто систему В  - 
параболічних рівнянь довільного порядку 
з подвійним степеневим виродженням. Під 
подвійним степеневим виродженням слід ро
зуміти наступне: система рівнянь містить 
виродження по всіх просторових змінних 
(необмежені коефіцієнти при перших похі
дних) та коефіцієнти в групі "молодш их ” 
мають особливість в деякій точці х 0. Для та
ких систем на основі вже отриманих оцінок 
фундаментальної матриці розв ’язків з [3] по
будовано фундаментальну матрицю розв ’яз
ків дослідж уваної системи, отримано її оцін
ки, встановлено зображення розв ’язку та до
ведено теорему про коректність.

1. П о с т а н о в к а  за д а ч і та  д о п о м іж н е  
тв е р д ж е н н я . У  шарі П+ =  (0; Т ) х Е +,

E +  =  E n - i х (0; то) розглядається задача 
Коші для системи B -параболічних рівнянь

Lu =  I  -  L  ^
\k\+2j= 2b

A kjD tB X  и -

У
i=i

Xi
ди
dxi

Y  ars(t , x)Drx, B Xn и =  f ,
\r\+2s<2b

u(t,x)\t=o =  p(x ) ,
du(t, x)

dxn
0.

(1)

(2)
Xn=0

У  системі рівнянь ( 1) коефіцієнти Akj при 
\k\ +  2j  =  2b сталі, а коефіцієнти ams(t ,x )  
при \r\ +  2s <  2 b мають особливість в деякій 
точці х0 Є En - 1. П орядок їх прямування до 
нескінченності при X  -— х0 будемо характе
ризувати за допом огою  функції

Q y {Х  — Х0) =

D t

і x  x  I Y\ -  0\

ln \x’ - x '0\,
1,
0,
д \ \

d x k  . . .  dx^1
n i

Y >  0, \x' — x '0\ <  1,
Y =  0, \x' — x '0\ <  1,

Y Є E + , \x' — x '0\ >  1,
Y <  0, x  Є En-1.

д 2 2v + 1  д
B

d x 2
+

n
n 1

xn

v >  — 2 , \k\ =  Y  \m \ =  ^ 2 m i ,m i , x

d x X

( x ,
i=l i=l

x n) } x  (x l , . . .  , x n - 1 ) } x 0 (x0l , . . .  , x 0,n-1) •
Позначимо через

P2b(x ,D )  =
n

Akj D xJ B Xn + Y s  xi ddx ,
\k\+2j=2b l=l 1

n

n
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Рт( і , х , Р ') — ^   ̂ ^тв ч̂ В Хп ,
\т\+2в=т

х (^к+^—2Ь(х ' — Хо) +  (а ( і  — Т)) 2Ъ  ̂ X

т  =  0 ,2Ь — 1. Нехай С 2Ь(і — т , х '; х пД п)
_  фундаментальна матриця розв ’язків 
(ф .м .р.) В -параболічної системи з необме- р Уі , Т , х , ^') 
женими коефіцієнтами

хТ^п І є- сір(і:>т>х,€')хп

х—£' Vо 2 и +  1 , 0\

д п ( і , х)  
д і

Р2ь ( х ,В ) п { і , х ) .

(а(і—т ))1/2Ь
с — Є.

Доведення.  Розпишемо інтеграл по Е +  на 
добуток  інтегралів по Еп-к та Е + . Потім від
щепимо від показника степеня експоненти є,

ДЛЯ похідних ф.м.р. 0 2Ь при довільному Є <  С, та скористаємось нерівністю
Т  >  0 і будь-яких к , І, і  справдж ується оцін
ка [3]

\Ок0>„„ВХп°(і — Т,х' ;х,,,£п)| <

<  Єкц(а(і  — т ))

X X

% + ̂ + 2і+1 е -п„ (і—т ) х2Ъ

п
Хп

(а( — т ))1/2Ъ

(с — є )р(і , в , х , у ' ) +  (с — Є)р(р,  Т, у, С') >

>  (с — є ) р ( і , т,х, Д ) .

Будемо мати

І

(3) Ікш( і ,Т , х Д ) =  [  [  (ф  — /З) ) - ^ х

сті, и„ =  и +  2 и +  1, д 2Ь Т^п _

dв j  (а ( і  — в ) )  2Ъ х

Е+

п у +т
їк ш ( і ,Т ,х Д ) <  С (є ) (а ( і  — Т)) 2Ъ х

Еп

/, \ 1  Є 2Ъ( т) /-Іде а ( і —Т) =  ------2Ь , Сщі , с -д о д а тн і сталі,
залежні від Ь, пи, Т  та сталої параболічно-

х е -єр(і,в’Х',у' ) (а (в  — Т))- ^ е - ^ ’Е У '^ х

операторо„ — І ^  І Л., у — 2Ь— 1 :
узагальненого зсуву, щ о відповідає операто
ру Бесселя В Хп.

З а у в а ж ен н я . Я кщ о в системі рівнянь 
( 1) коефіцієнти А к̂  при \к\ +  2і  =  2Ь зале
ж ать від ( і ,х ) ,  то для гельдерових коефіці
єнтів ф .м.р. 0 2ь(і, т, х Д ) можна побудувати 
методом Е. Леві, а для коефіцієнтів з про
стору Діні _  методом Е. Х опф а [2].

Ставиться задача: маючи ф.м.р. 0 2ь , по
будувати ф.м.р. системи ( 1) та отримати зо
браження розв ’язку задачі Коші (1), (2).

Перш ніж перейти до побудови ф.м.р. до
ведемо допоміжне твердження.

Л ем а . Для об ’ємного інтеграла

х \ у  — х'о\— йу' Т £ {  е

X Уп

X

Уп
(а(в-т ))1/2Ъ

—С!р(і,т,х,£г)

(а(1-13))1/2Ъ

уП0 йупх

X

с1 с є.

Запишемо Ікт у вигляді суми інтегралів 

Ікт =  ТІп \ Є — С1Р(І’Т’Х£,)' X

X
11

х Т у:  { е —сЛІАх'у,)\ ( а ( в  — т ) ) —“ і л х

хТУ:  { е—ср(в-т-уД  у  — х ‘„ у < , с  йу,

при 0 <  к <  2Ь, 0 <  т  +  у  <  2Ь, 0 <  у  <  и — 1 
справджується нерівність

йв j  ( .. .)йу  ! ( . . .)йУп+

\у'—х'о\<(а(р—т ))1/2Ъ 0
І1

+  ^  йв J  ( .. .)йу' !  ( . . .)йуп+

Т \у' —х/о\>(а(в—т))1/2Ъ 0
І

+  I  йв I  ( "  ')йу' I  (  ' ')йуп +
І 1 \у'—х'0\<1 0

І

+  і йв  і  ( - - - )йу' і  ( - - - )йуп
І1 \у'—х'0\>1 0
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t T
=  ТІЛ  е - с Л  I  +  T  +  T  +  Ш і  =  - ф -  ■

Оцінимо кожен з інтегралів і і , і =  1 ,4.
У  інтегралі і  і врахуємо, що t — в  >  t—L і 

a( t  — в ) >  2 a ( t  — t ) ,  тому (a ( t  — в ))"
2ny + к

2b <

C (a ( t  — т) ) - . Далі перейдемо в інтегралі 
по E n- 1  до сферичних координат, а в інте
гралі по yn розпишемо оператор узагальне
ного зсуву та виконаємо заміну змінних

vi =  (yn — Cn cos ф ) (а (в  — т))- 1 /2Ь,
V2 =  Cn sin р ( а ( в  — т))- 1 /2Ь.

У  результаті дістанемо

, , nv + k+m + Y — 2b /- f -ч
<  C (a( t  — t ) ) --------- 2̂ - T*n { e - c <y  .

Якщ о k +  y  <  2b, то інтеграли I 3 та I 4 
оцінюються аналогічно, як і Д та I2. Припу
стимо, що k +  y  >  2b.

У  інтегралі I 3 в  — t  >  , тому

/ / ч ч nv + m , , ч ч nv +m
( а ( в  — t )) 2b >  C ( a ( t  — t ) )  2b ,

а інтеграл по yn оцінюється так, як і раніше. 
Тоді, враховуючи, щ о для функції a( t  — в)  
правильна нерівність C\(t — в ) <  a ( t  — в ) <  
C2(t — в ), матимемо

Іі <  C (a ( t  — t )) —п2+кTtn {

Із <  C ( a ( t  — t )) —nv2+ rT tn { e - c 1P(t>T i ^ } х

X

tl (а(в—т ))1/2b

X / ( a ( e  — T)) — ъ-к+ш. ln rn—2—Ydrx"de

4  j e— сю О

v 2vdvidV2 <

<  C ( a ( t  — TV - ^ T t n [ e —Clp(tT’x’e ) }  X

(t-e))1/2b

m + Y
X ( a (в  — t )) 2b de

х j  (!р !  е -єр{ів’х'’у,)(а ( і  — в ) ) - ^  х

І 1 \у'-х'0\<1

х\у' — х'0\- у  Лу' <  С  ( а в  — т)) х
І

хті :  і ^ л /  лв І  є
І 1 \у'-х'0\<1

х ( і  — в ) - \у' — х 0 -  Лу'.

Змінюючи порядки інтегрування та прово
дячи заміну змінних \х' — у'\2Ьв  — в )  =  % для 
І 3 дістанемо

х

Якщ о m  +  y  <  2b, то останній інтеграл збі- і з <  c ( a (t — T)) — пЛ+шq̂ în Гe —c1p(t,T,x,Y)'[ 
жний і для І і маємо оцінку _  Xn I J

х

, , -V + — 2Ь /- ґ -ч
11 <  С ( а ( і  — т) ) --------- ^ Т Х Л є - ™ }  . х

У  інтегралі І2 врахуємо, що \у' — х'0\ >
( а ( в  — т ))1/2b, а інтеграл по уп оцінюється 
аналогічно, як і в першому випадку. М ати
мемо

12 <  С ( а ( і  — т))- - 2+ кТІ - { х

W  — у'\
l\—n+l — k+2b\ /\у' — xj\ Ydy ' X

\v'—xXo\< 1

X -ez1/(2b-1) n-1+к- 2 1e £z z 2b 2dz■
t — T 

2

Останній інтеграл збіжний, якщ о 
І1 п — 1 +  к >  2Ь. Оскільки 0 <  Y <  п — 1,

х  /  ЛВ [  е -єр(Є,т,у'Л)( а ( в _ т))- / К  то Y +  к < п — 1 +  к . 3  іншого боку припуска-
I  в  І  ( )) у  <  ли, щ о Y +  к >  2Ь. Тоді 2Ь <  Y +  к < п  — 1 +  к.

Далі згідно з лемою 2 [8 , с.26] остаточно 
для І 3 отримаємо нерівність

En

<  C (a ( t  — t ) ) — Ті :  { е —сЛ X

t1 №3 <  C ( a ( t  — T)) 2b Qk+Y—2b(X  — x o)x
m+Y

x  (a (в  — t )) 2b dв <
xTXn< e — C1p(t,T,X, î')
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Залишилось оцінити І4. У  І4 врахуємо, 
) в  — т >  -  і \у' — х'0\ >  1. Тоді знайдемо

І4 <  С ( а ( і  — т))- ^ Т І :  { е -С1Р} х

і

х  ^ ( а  (і — в ) ) - 2 і в х
і1

х  !  е -єр(і,в,т,х’ ,у\ а ( і  — в ) ) - ^ сіу' <

<  С  (а (і — т )) — * + + = *  Т£: \ е —С1Р(і’ТхЛ)

при к <  2Ь. З оцінок іі , і =  1, 4, випливає 
твердження леми.

2. П о б у д о в а  ф .м .р . с и ст е м и  (1). При 
побудові ф .м.р. скористаємось алгоритмом, 
описаним в [2]. Ф.м.р. системи (1) будемо 
знаходити за допом огою  рекурентної ф ор
мули. Відш укуємо Zk(і , т , х ) у вигляді

^  (г,т,х,£)  =  Zk+ l(t,т,x,Є) +  Шк (г,т,х,£) ,
(4)

де Z 2b =  0 2Ь, а функції Шк(і, т, х,  £) потрібно 
підібрати так, щ об Zк при і >  т задовольня
ла систему рівнянь

дZк
ді

=  Р2Ь( х , D )Z k +  Р2Ь—1(і , х , D )Z k +  . . .  +

+ Р к ( і , x , D ) Z k.

Далі функції Шк (і ,т ,х ,£) знаходимо у ви
гляді потенціалу

і

Шк(і,т,х,£) =  !  і в  J  Zk+l(і, в , х , у ) х

т Е+ЕП

х^к (в,т,у,ОуП° Су, (5)

де функції рк(і , т , х ) вважатимемо непе
рервними при і >  т, х' =  х 0, для яких спра
ведливі оцінки

\рк( і ,т ,х , І ) \ <  С ( а ( і — т) ) - пЬкх

х я 1 к (х' — х'0)в- п  (і-т Т :  і  е

Оцінки (6) забезпечують при х' =  х '0 існува
ння похідних Шк до  порядку 2Ь включно. 

Застосуємо до Zk (і ,т ,х ,£) оператор д  —
2Ь— 1

Р2Ь ( х ^ )  — ^2  Р ш ( і , х ^ ) ,  дістанемо для рк
т=к

інтегральне рівняння

рк (і , т , х , 0  =  Кк ( і ,т ,х , і ) +

і

+  /  У  К к( і , в , х , у )р к (в ,т,у , І)уП0йу,

т Е+Еп

де

Кк ( і , в , х , у )  =  Рк ( і , x , D ) Z k + l( і ,т,x,€) .

Покажемо, щ о інтегральне рівняння (7) 
має розв ’язок, який задовольняє оцінку (6). 
Для цього візьмемо спочатку к =  2Ь — 1 
та оцінимо К 2ь- 1 , враховуючи особли
вість коефіцієнтів, які входять в оператор 
Р2Ь-1 ( і , х ^ ) ,  та оцінку (3) ф .м.р. С 2Ь. У  ре
зультаті дістанемо

\К2ь - і ( і ,т ,х , 0 \< с ( а ( і  — т))- х

(а(і-т ))1/2Ъх я 12Ь_і ( х '—х 0) е - п  (і-т Т : { і  

Усі наступні повторні ядра

К 2і - і ( і , т,х,£ ) =  !  К 2Ь-1 ( і , в , х , у ) х

т Е+Еп

х К І2І - 1 і(в ,т,у , 0 уППі с у

з урахуванням леми та нерівності (8) мають 
однаковий порядок особливості і

\К ^ _ 1 ( і ,т ,х , І)\ <  с ( є о)Ш-1Я І2Ь-1(х ' — х 0) х

х  (а ( і  — т))- п*+2Ь-12-Ь£0(- 1) е - п (̂ і-т)х

хТ£п < еп
х-І'

(а(г-т))1/2Ъ

х- р Ч _
(а(і-т ))1/2Ъ > . де сш =  с — є 0(и ~ 1) и  < пV+2Ь— 1

єо
)
(6) вторні ядра з и > пV +2Ь~ 1 + 1єо
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особливості при і =  т і оцінюються аналогі
чно, як і в [1].

Р озв ’язок інтегрального рівняння (7) збі
гається з резольвентою ядра К 2Ь—1 ( і ,т ,х , ( ) 
і

р р- 1  (І, т, х ,С) =  К 2Ь—1(І , т,х,С) +

+  ^  '>=1 І.
К 2ь - і ( г , р , х , у ) х

Е+

х К 2— )(в , т,у ,С )уП0 Лу. (10)
Ряд з (10) рівномірно і абсолютно збіжний 
при і — т >  г0, \х' — х'0\ >  г0 >  0 і для його 
суми з оцінок (8) та (9) випливає оцінка (6).

Таким чином побудовано Е2Ь—1 ( і ,т ,х , ( ) .  
Для Е2ь- 1 , враховуючи оцінки ф.м.р. 0 2ь, (6) 
та застосовую чи лему, легко встановлюється 
оцінка

К "ВІ %>ь-і(і ,т,х,0 \ <  ( а( і - т) ) - х

х є —п» п—(г—т)т £п /
хп І

—е-ір(і,т,х,Л)

х я ъ (х — х о)є п ( т)тХ п \ Є
—Сі (а(і — т ))1/2Ь

( 11)
С1 <  с.

Враховуючи оцінку (11), лему та лему 1.1 
[2, с.19], аналогічно, як і в [2], можна отри
мати оцінки для похідних Ш  при \к\+2у <  2 Ь

\ОХВХ- Ш у ,т ,х ,о \  <

< с ,  У
\т\+2з<2Ь

[Я\к\+2,+1ге—2Ь(х ' — х 0) +

, , \k\±2j±'yrs ~2Ь
+  (а( і  — т)) 2Ь є —nv(р—т) х

хТХп< є (а(—т ))1/2Ь п.£ + \С+2£. 
(а ( і  — т)) 2Ь

т  +  2у <  2Ь — 1 , Ymj <  2Ь — (\т\ +  2) ) .
Беручи далі р =  2Ь — 2 , ,  1,0, отримає

мо Ео, Е 1 } . . .  , Е2ь- 2 . Очевидно, що Е =  Ео є 
ф .м.р. системи (1). Покажемо, який вигляд 
матиме Ео. Послідовно застосовую чи ф ор
мули (4), будемо мати

Е  =  Еі +  Еі * ро =

=  Еі2 +  %2 * Рі +  (Е2 +  %2 * Рі)  * Ро =

=  Е2 +  %2 * (Ро +  Рі +  Рі * Ро) =

=  Е 3 +  Е3*Р2 +  ( Е 3 +  Е3*Р 2) * (Ро +  Рі +  Рі*Ро) =

а при \к\ +  2]  =  2 Ь

\окВ,пИ ( ( ,т , і ,С ) і  <

\т\+2в<2Ь

+  (а ( і  — т ) )—:& є —п  (р — т) ук

хТСп < єп
х—В

(а(—т ))1/2Ь . . . п£+М±2±
(а ( і  — т)) 2Ь

( 12)
6 >  0 .

Т е о р е м а  (про коректність). Нехай в 
шарі П+ задано В-параболічну систему рів
нянь  (1), яка містить оператор Бесселя

=  Е3 +  Е3 * (Ро +  Рі +  Р2 +  Рі * Ро +  Р2 * Ро+  по х п та вир одження по всіх просторових
змінних, задано умови  (2). Нехай коефіці
єнти А ^  при \к\ + 2 у =  2Ь сталі, а коефі
цієнти агз при \г\ +  2в <  2Ь неперервні по ї 
та мають особливість по х' в деякій точці 
х '0 Є Е + , для яких виконується умова

+  Р2 * Рі +  Р2 * Рі * Ро) — . . .  — &2Ь +  в 2Ь*

( 2Ь- 1 \* І ^  Рі +  . . .  +  Р2Ь- 1  * . . .  * Ро І =

=  С 2Ь +  С 2Ь * Р =  С 2Ь +  Ш, 
де р  -  сума всіх можливих згорток 
Ро, Р 1, . . .  , р 2ь- 1 . Використовуючи нерів
ність (6) та лему при Yrs <  2Ь — (\г\ +  2в) 
можна отримати нерівність для Р

\aтs(t,x)\ <  С Я ^  (х' — х 0),

0 <  Yтs <  ШІП {2Ь — (\г\ +  2в) ,п  — 1},
\т\+2s<2Ь

2Ь і
\Р (і ,т ,х ,с ^ <  С ^ (а ( г — т))

р=0

п у ±р ■ 2Ь X

Тоді ф.м.р. системи рівнянь 
ться формулою

визначає-

100

2 (і,т,х,0 = С2Ьв,т,х,С) + и  (і,т,х,С),
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я.

я
— С

я
С



t

X

x v { ß ,r,y,C)vn° dy

і для похідних D kB j  W  справедливі оцінки

Для неперервних при х' =  х '0 правої ча
стини ф та початкової функції у ,  яка є 
парною по х п, р о з в ’язок задачі Коші  (1),
(2) з сумовними особливостями в коефіці
єнтах, початковій функції та правій ча
стині при х' =  х 0 однозначно визначається 
формулою
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