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З Б Х Ж Н Х С Т Ь  П Р О Ц Е Д У Р И  С Т О Х А С Т И Ч Н О Ї  А П Р О К С И М А Щ Ї  В  С Х Е М Х  
А С И М П Т О Т И Ч Н О  М А Л О Ї  Д И Ф У З Х Ї

Встановлено достатні умови збіжності (до точки рівноваги усередненої системи) процеду
ри стохастичної апроксимації в схемі асимптотично малої дифузії в термінах властивостей 
функції Ляпунова, використовуючи малий параметр серій та розв’язок проблеми сингуляр
ного збурення для рівномірно ергодичного марковського процесу.

It has been estabhshed suffirent conditions for the convergence of a stochastic approximation 
procedure іп asymptotic small diffusion schema, using conditions of Lyapunov function, small 
parameter series and singular perturbation problem solution for uniformly ergodic Markov process.

В с т у п . Вперше процедура стохастичної 
апроксимації розглянута у роботі [1], а ї ї  не
перервний аналог дослідж ується у [2] та [3]. 
В роботі [4] розглянуто випадок залежності 
функції регресії від зовнішнього середови
ща, щ о описується марковськими переклю
ченнями.

Асимптотичні задачі завжди займали ва
жливе місце у ймовірнісних дослідженнях, 
зокрема асимптотичні дослідження в теорії 
випадкових процесів включають результа
ти і типу закону великих чисел і типу цен
тральної граничної теореми, а також теорем 
про великі відхилення [5].

Дослідженню асимптотичних властиво
стей великих відхилень випадкових вели
чин присвячені роботи І.Н.Санова [6],Н.В. 
Смирнова, Г. Крамера та ін.

Дослідженню випадкової еволюції з 
асимптотично малою диф узією  присвячені 
роботи [5], [7], [8]. Зокрема в [7] вдалося 
класифікувати розв ’язок проблеми сингу
лярного збурення для схеми асимптотично 
малої диф узії з відповідним нормуванням 
часу по малому параметру є.

В п.1 даної роботи розглядається непе
рервна процедура стохастичної апроксима
ції, а також марковське середовище збу
рень такої процедури. У  наступному пун
кті формулюється основна теорема про збі
ж ність поставленої процедури. В п.3 розгля
нуто асимптотичні властивості генератора 
двокомпонентного марковського процесу та

розв ’язано проблему сингулярного збурення 
для такого генератора. Доведення теореми 
приведено в п .4 .
1. П о с т а н о в к а  за д а ч і. Нехай C (u , x ) , u  Є 
R d, — функція регресії. Перша компонента 
функції регерсії u -  випадкова еволюція, а 
друга x  описує вплив зовнішніх факторів, 
котрі визначаються рівномірно ергодичним 
марковським процесом x ( t ) , t  >  0 , у ф азово
му вимірному просторі станів (X ,  X )  [9].

Генератор марковського процесу визна
чається співвідношенням:

Q ^ (x) =  q(x) j  Р  ( x , d y ) [ ^ (y) -  Д х ) ] , ( 1) 
х

в банаховому просторі B ( X ) дійснозначних 
обмежених функцій ip (x ) ,x  Є X ,  з нормою

ІІДДІІ =  s u p \v( x ) l
хЄХ

де Р ( x , B ) , x  Є X , B  Є X , — стохастичне 
ядро [9], q(x) =  g - l (x) , g(x)  =  E9x , 9x — час 
перебування марковського процесу в стані x, 
тобто q(x)  — "інтенсивність"часу перебува
ння в стані x .

Стаціонарний розподіл n ( B ), B  Є X , мар
ковського процесу x ( t ) , t  >  0 , визначається 
співвідношенням

n(dx)q(x )  =  =  S  n {d x )q {x ) -
Х

де p ( B ) , B  Є X ,  — стаціонарний розпо
діл вкладеного ланцюга М аркова x n =
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Я с — П — (П +  Q ) 1, гл л м-»гт £/

х(тп) , п  >  0, і тп — моменти стрибків мар- С1: С(п )У' (п )  <  —еУ(и),  с >  0,
ковського процесу х(Ь)У >  0. та задовольняє додатковим умовам:

Для генератора Q  марковського поцесу С2: \Б(и)У"(и)\ <  сі(1 +  У ( и ) ) , с 1 >  0,
х (г ) ,г  >  0, потенціал Яс має представлення С3: \Сс (и; х )Я с [Сс (и; х)У'(и)]'\ <  с2(1 +

У (и )) ,С2 >  0 ,
С4: \Сс(и; х )К с [Ц (х)У(и)]\ <  с3(1 +  

де П'^(х) — / ж ^ х )р ( х ) ,  — проектор на У ( и ) ) , с з >  ° ,
х  С5: \С(и; х )Я с [Сс (и; х)У'(и)]'\ <  с4(1 +

нуль-простір оператора Q : Я д  — {<£> Є у  (и)) с4 >  0

В ( Х У- ^  — 0 } [10]. .. С6: \о2(щ х)Я с[С 0(и ; х)У'(и)]"\ <  с5(1 +
Неперервна процедура стохастичної у  (и)) с5 >  0

апроксимації в ергодичному марковському С7: 5\С(и; х ) Я с [ Ц ( х ) У (и)]'\ <  св(1 +
середовищі в схемі асимптотично малої у  (и)) с >  0
дифузії [10] визначається стохастичним . 0 . ’ . „  г~є, Чт_

I  • С8: \о2 (и; х )Я с [Ь, ( х ) У (и)]''\ <  с7(1 +диференціальним рівнянням: 1 „ _
У  (и ) ) , с7 >  0 

duє(t) — а(к)[С(иє(ї); х ( і/є3) ) & +  де

+ є - 1  Сс (иє^);  x ( t/є3) )d t+  1
Ь Є(х )У (и )  — а(і )С(и;  х )У ' ( і )  +

+  (1/2)єа2( і )Б(и;  х ) У " ( и ) ,

X 2 о ( і ,Є(Ґ); х ( ф г) ) М ^ ] , иЄ(0) — ис , (2) 6 (и ; х) — С  (и; х )  — С  (и) ,

де Сс (и; х )  — сингулярне збурення функції Б(и; х ) — Б(и;  х ) — Б ( и ) ,
регресії, w  — вінерівський процес, а є — ма- Б(u, х ) — о  (и; х ) ,
лий параметр серій. Б(и) — /  п У х )о2 (и ; х) ,

Функції С  (и; х) — \Ск (и; х ) , к  — 1.Л\, ^  ■ Х м - г и  \ п  \ \
гуґ \ гА \ \ і і п ґ \ Крім того функції С (и; ■), Сс(и; ■), о  (и; ■)Сс (и; х)  — {СкС(и; х ) , к  — 1.Л\,о(и;  х) ,  за- г ,2 , ґ  ■ Ус  ̂ ’ ' 1 К ■”  А  Є С (Яа) та рівномірно обмежені по х  Є X ,
довольняють умовам існування глобального ^  / \ - г. . а Сс (и; х)  задовольняє умові балансу
розв 'язку еволюційного рівняння

dux (t) — С (их ^);  x)dt  +  є - 1Сс (их ^);  x ) d t +  ПСс (и; х)  — ^  п ^ х ) С с (и; х )  — 0 (4)

+ є 1/2о (и х (^;  x)dw(t) ,  х

де их (ї) — еволюція при фіксованому зна- Н ормуюча функція а(і) >  0 зад° в° льняє
ченні марковського процесу х ^ ) Я  >  0 . умови:

Усереднена функція регресії визначає-
ться наступним співвідношенням: / /,\і, _  2

a(t)dt — с ю ^  а (t)dt <  сю. 
с сС(и) =  J  п(в ,х )С (и ; х).

X Тоді, для кожного початкового значення
иє(0) =  ио Є Я а, розв ’язок рівняння (2) при 
достатньо малих є <  є 0, є 0— достатньо ма
ле, збігається з ймовірністю 1 до точки рів-

2. З б іж н іс т ь  п р о ц е д у р и  с т о х а с т и 
ч н о ї  а п р о к си м а ц ії.

Т е о р е м а
новаги и , що однозначно визначається рів- Нехай існує функція Ляпунова V (и) Є Я,

г>и\ ■■ ■ •• нянням С  (и*) — 0 :С ° (К и), для усередненої динамічної системи

А ,( ґ )  — С  (и(ґ))М,  (3) Л ' Л  иЄ(і) =  Л  —

що забезпечує умову експоненційної стійко- З а у в а ж ен н я  1. Д обутки типу
сті цієї системи: Б ( и ,х ) У " ( и )  мають представлення [1°,
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с .10] *
^  д 2 - у

Б ( и ,х ) У " ( и )  =  (и , х ) д  д  V  (и). 0

+ є  1 / а(в)О0(иє(в); х £3)Зв+
д 2

. . 1 д щ д щ  ,1,3=1 *

З а у в а ж ен н я  2. У  випадку, коли фун- + £І/  ̂I  а(в')а (иЄ(в'); х 1)Зт(в).
кції С0(и; х ) , С  (и; х)  -  лінійні по и, а У  (и) о
-  квадратична форма, виконуються умови *+д
С 2 — С 8 теореми. Нехай ц А '■= / а (в )а (иє (в); х £3)Згш(в), то-

З а у в а ж ен н я  3. Без зменшення загаль- *
* п ді приріст А и  можна представити у виглядіності в твердженні теореми и =  и. ^ г г   ̂ ^ а ^

3. В л а с т и в о с т і  г е н е р а т о р а . * + а

Л е м а  1  Генератор Покомпонентного А и  =  !  а (в )С(иє (,в); х*8)сІв+
марковського процесу

иЄ(і ),хЄ =  х ( і/є3) , і  >  ф (5) + а
І

в банаховому просторі Б ( Е а, Х ) дгйснозна- + є - 1 а(в)С0(пє (в); х є3)38 +  є 1/2р і 
чних функцій р(п;  х)  Є С 2,0(Яа, Х ) має "
представлення

Одержимо наступний вигляд умовного 
ІЄ(х )р (п ;  х )  =  є - 3 (3<р(щ х) +  УЄ(х)р(п; х) ,  математичного сподівання [10]

(6)

де УЄ(х)р(п; х )  =
Е щхр(и  +  Аи;  х єі+а ) =

=  Е[р (и  +  Аи; х ) ] І (9 х >  є  3А ) +
т  Ч 2\^)н\^і IV  „г  і і д є м гм  ^  - 3є 1 Ц1 (х )р(и ;  х )  +  (02(х)р(и; х) ,  (7

+ Е [ р ( и  +  Аи; хЄ+А)]І(вх <  є  А )  +  о (А ) .  

Оскільки індикатор часу перебування в<51 ( х ) р ( и ; х)  =  а (ї )С 0(и; х)р '(и ;  х),
0 2 (х )р(и ;  х)  =  а ( ї )С (и ,х )р ' (и ;  х ) +

+  ( 1 /2 )єа2 (і,)а2 (и~ х)р"(и~ х)  стані х  визначається наступним чином

Д о в е д е н н я . Генератор марковського і (вх >  є ^ А )  =  е - є - і (̂х)А =  ^—є-3 д (х ) А + о (А)  
процесу (5) на тест-функціях р(и;  х) ,  ви
значається наступним співвідношенням а

 ̂ ] Ц ( х ) р ( и ;  х ) =  1  (вх <  є - 3 А )  =  1 —е - є - 3ф ) А  =  є - 3 д ( х ) А + о (А ) ,

А [Е \Х(иЄ(3 +  А ) ; х 'є+А) \иЄ(3) =  и ,хє  =  х ] то для умовного математичного сподіванняА ^0

—р (и; х )] .
маємо

(8)
. Еп,х<р(и +  Аи; х єі+А) =  Еп,х[<р(и +  Аи;  х)] +  

Обчислимо умовне математичне сподіва
ння + є -3 д ( х ) { Е и,х[р(и +  Аи; х ^ а )} —

Е [ ^ (иЄ(і +  А ) ; хЄ+А) \иЄ(і) =  и,хЄ =  х ) =  —Е и,х[р(и +  Аи;  х ) ] } А  +  о (А ) .  (9)

=  Е и,хр(и  +  Аи;  хЄ+а ). Для другого доданку (9), використовую-
Для цього приведемо інтегральне пред- чи формулу Тейлора, отримуємо 

ставлення рівняння (2) є - 3д (х ) Е Щх Ж и  +  Аи; х £і+А)]А  =
І

иє(і) =  иє (0) +  [  а (в )С (иє (в); х є3) З в +  =  є 3д(х)ЕихМ и; хЄ+А )]А +
0 + є - 3д ( х ) Е и Ж ( и ;  х*+А)Аи]А +  о (А ) .  (10)
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Враховуючи вигляд приросту еволюції 

A u  — a ( t )C (u t (t); x t )A +

У є - 1a(t)CQ(uЄ(t)■; x t ) A  У є 1/2̂ д  +  o (A ) ,

другий доданок y (lO) рівний o(A) .
Отже,

є - 3q (x )E u x У (u  У Au; x Є+д ) ] A  —

— є - 3q(x)Eu,x[p(u;  x ^ ) ] A  y  o (A ) .

Врахувавши формулу Тейлора, формулу 
генератора марковського процесу ( l ) ,  та рів
няння (9) отримуємо

E u,x^(u +  Au;  xI+a)

— Eu,x[f(u y  Au;  x)] +  є - 3Q^(u ;  x )A +  

У є - 3q ( x ) { —E u,x>y (u; x ) A u  У  o (A u )]A +

+ o ( A ) .

Оскільки

є - 3q ( x ) { —E u,x [ip' (u; x ) A u  У  o (A u )]}A  —

— o (A ) ,  то з останнього маємо

Eu,xV(u y  Au; x £t+ù)  — є - 3Q ^(u ;  x )A +  

+Eu,x[p(u У a ( t )C (u ‘t ( t ) , x ‘t ) A +

+ є  1 a(t )Co(u‘t (t); x ^ A  У є 3/2і д  У o (A ) ;  x)] +  

+ o (A ) .

Нехай z —

— u + a ( t ) C ( u t (t); x Є ) A y є - 1a(t )CQ(ut (t); x t )A .

Додавши та віднявши y математичному спо
діванні вираз ip(z,x) ,  отримуємо

E u,xlß (u +  Au;  x i+a)

— є - 3Q^(u ;  x ) A  +  Eu,x[^(z У і д  У o (A ) ;  x) —

— p ( z ; x )  +  p(z ;  x)] У o(A ).

Використовуючи формулу Тейлора, 
отримуємо

E u,xlß (u +  Au;  xi+a)

— є - 3Q^(u ;  x ) A  +  Eu,xp'(z; x ) є 1/2E ß д У

y ( 1 /2 )E u,x^''( z ; x ) є E ß 2 дy

+ Е п,х^У; х)  +  о(У2 д)  +  о(Д ). 

Оскільки Е ^ д  — 0, а

і+Д

Е ^ 2Д — !  о 2 (и(в); x (s ) )ds  — о 2 (и(ї); х ( ї ) )Д ,

і

[5], то отримуємо

Е и,хф(и +  Ди);  хЄ+Д) — є - 3Qp(u■; х )Д +

+  (1/2)єЕи, х У  (г; х ) а 2( і ) о 2 (и(ї); х )Д +  

+ Е и,х^У; х)  +  о(Д).

Отже з (8) маємо

ЬЄ( х )Р (и; х) —

— Дт0 Д [Е и ,х [а ( і )С (и Є(ї); х £г+Д )У  (и; х )Д +

+ є - 1а( і)Сс(иЄ(і); хЄ)у' (и; х ) Д  +  о (Д )] +

+  (1 /2)єа2 (ї) Е о 2 (и(і); х ) У ' ( г ; х )Д +

+ є - 3Q у (u ;  х ) Д } .

Враховуючи формулу Тейлора та те, що 
г ^  и при Д  ^  0 отримаємо (6), що і дово
дить лему 1.

Л е м а  2. Граничний генератор Ьі (х )Є на 
збуреній тест-функції

у Є(и; х )  — у (и )  +  є 2^і(и;  х )  +  є 3^ 2 (и; х),

у (и )  Є С 4(Па)

визначається р озв ’язком проблеми сингу
лярного збурення [ 10]

Ц ( х )У (и; х)  — Ц Ф )  +  є $Є(и; x),A u),
(11)

де

ЬЄ^(и) — а(й)Су(и)  +  (1/2)єa2 ( t )B (u )у (u ) ,

С у  (и) — С  (и) у ' (и),
Б (и )у (и )  — Б  (и)у''  (и),
Б(и) — / п ^ х ) о 2 (и ,х ) ,  

х

&Є(и; х ) у ( и )  — Q 1 ( x ) R с Q 1 ( x ) у (u )  +  

+ є ^ ^ х )  Я с І І  (х ) у (и )  +  Q2 ( x ) R с Q 1 ( x ) у (u )  +

Я є ^ ^ ^ І ^ ^ ^ ^ ) 1 ], ( 12)
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1 1  ( х ) ^ (и) =  [0 2 (х) — Ц ] ф (и).
Д о в е д е н н я . Генератор ЬЄ(х) на тест- 

функціях

р є (и; х )  =  р(и)  +  є 2^і(и;  х)  +  є 3рє(и;  х)  

визначається наступним чином

ЬЄ(х)рє (и; х)  =  є - 3 Q р (u )  +

+ є - 1^ ^ і ( и ;  х)  +  Q 1(x )р (u )] +  Ц ^ 2 (и; х ) +  

+ Ц є2 (х )р (и )  +  є Q 1 (x )p l (u ;  х) +

+ є 2[Q 1 (х)^є(и;  х )  +  Q єє (x)pl(u■; х ) +  

+ є Q єє (x)^є(u;  х)].

З того, що р(и)  Є Ыд, слідує Q р (u )  =  0. 
З умови розв ’язності проблеми сингулярно
го збурення Q р 1 (u; х)  +  Q 1 (x )р (u )  =  0 , та 
умови балансу (4) отримуємо представлен
ня

р 1 (и ; х )  =  Н^ 1 (х)<£(и).

Згідно з розв ’язком проблеми сингуляр
ного збурення [10, с.141] маємо

Qрє(u;  х )  +  QЄ( х )р (и )  =  ЬЄр(и),

де граничний генератор ЬЄр(и) обчислює
ться за співвідношенням [10, с.143]

Ц ' А и) =  п ( Ж г№є( х ) р (и ) .
4 х

Отже в позначеннях леми 2 маємо 

рє(и; х)  =  И.0Ь*(х )р(и) .

Беручи до уваги вигляд збурень р 1 та р є 
одержуємо вигляд граничного генератора та 
залишкового члена в (11). Лема 2 доведена.

Н а с л ід о к  1. Я кщ о функція Ляпунова 
У(и)  системи (3) задовольняє умови леми 2, 
то для збуреної функції Ляпунова

У є(и; х )  =  У(и ) +  є 2У1 (и; х )  +  є 3Ує (и; х) ,

У  (и) Є С 4 (Е а), 

має місце представлення

ЬЄ(х)Ує(и; х)  =  ЬЄ-У(и) +  євЄ(и; х )У (и ) ,  

в позначеннях леми 2.
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4. Д о в е д е н н я  т е о р е м и . Перш за все 
вкажемо на існування граничного процесу 
и(і) для випадкової еволюції и*(і),  щ о слідує 
з М одельної теореми К оролюка [10, Теорема 
6.3, с.197], та властивостей мартингала

І

іЄ =  У  4 , 4 ^ 4 )  — /  Ч  М У  4 , 4 ( 4 ^ .

0

При цьому граничний процес и(і)  задає
ться генератором ЬЄ, тобто сама процедура 
и(і) визначається стохастичним диференці
альним рівнянням

в,и(і) =  а(і ) [С  (и ( ї ) )&  +  є 1/єa(u(t) )dw(t)] ,  

де
а(и)а*(и)  =  Б  (и).

По-перше зауважимо, що з вигляду гене
ратора ЬЄУ(и) та умов С 1 та С 2 теореми, 
маємо оцінку:

ЬЄ У  (и) <  —а(і )еУ  (и) +

+  ( 1 / 2 ')а2( і ) с 1(1  +  У  (и)).  (13)

Для встановлення оцінки залишкового 
члена в’є(и; х ) У  (и) обчислимо праву части
ну (12) на функціях Ляпунова У(и).

З умови С 3 теореми маємо

^ ( х ) И ^ 1(х )У (и)\ <

<  сєа2({)(1 +  У(и )) .  (14)

Використавши умову С 4 для оцінки дру
гого доданку Q l (х) І (х )У (и )  отримуємо:

\ ^  (х )И 0ЬЄ ( х ) У  (и )\ <

<  с:іа2 (і)(1 +  У(и )) .  (15)

Для третього доданку з умов С 5 і С 6 те
ореми отримуємо:

^ є ( х ) а д 1(х )У (и)\ <

<  (с4 +  с5)а2( і)(1  +  У(и )) .  (16)

А  для останнього доданку залишкового 
члена за умов С 7 — С 8 теореми маємо:

^ ( х )  Є(х)У(и)\ <
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<  (ев +  Cj)a2 ( t ) ( l  +  V (u)).  (17)

Використовуючи (13) - (17) маємо 

L\(x)Vs(u; x) < -ca(t)V(u)+c*a2(t)(l+V(u)).

Тепер скористаємось теоремою 
Невельсона-Хасьмінського [12, Теорема
8.1, с .100], що і доводить твердження
теореми.
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