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П Р О  Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н И Й  Р О З В ’Я З О К  З А Д А Ч ! К О Ш Т  Д Л Я  
Д Е Я К И Х  П А Р А Б О Л І Ч Н И Х  Р І В Н Я Н Ь  З ! З Р О С Т А Ю Ч И М И  

К О Е Ф І Ц І Є Н Т А М И  Т А  Д Е Я К !  Й О Г О  З А С Т О С У В А Н Н Я

Наведено результати дослідження фундаментального розв’язку, коректної розв’язності 
задачі Коші та інтегрального зображення розв’язків для параболічних рівнянь другого по­
рядку, в яких коефіцієнти при перших похідних за просторовими змінними лінійно за цими 
змінними зростають на нескінченності, а інші коефіцієнти є сталими.

We study second order parabohc equations, whmh have coeffidents of first derivatives whh 
respect to spatial variables are growrng at rnfimty as hnear functions and other coeffidents are 
constants. Results of rnvestigation for the fundamental solution, correct solvabfihy of the Cauchy 
problem and rntegral representations for such equations are presented.

У  теорії випадкових процесів і статисти­
чній радіотехніці [1-3] виникають парабо­
лічні рівняння другого порядку, в яких кое­
фіцієнти при похідних першого порядку за 
просторовими змінними є лінійними функці­
ями цих змінних, а інші коефіцієнти є стали­
ми. Такі рівняння є рівномірно параболічни­
ми за І.Г. Петровським рівняннями зі змін­
ними необмежено зростаючими на нескін­
ченності коефіцієнтами. У  цій статті розгля­
даються деякі з указаних рівнянь. Для них 
знаходиться явна формула для фундамен­
тального розв ’язку задачі Коші (Ф РЗК ), за 
допомогою  якої отримується повна інформа­
ція про Ф РЗК. Ця інформація використову­
ється для встановлення точних результатів 
про коректну розв ’язність та інтегральне зо­
браження розв ’язків задачі Коші, початкові 
дані в якій є елементами просторів С а, Ь  
(р Є [1, то]) та М а експоненціально зростаю ­
чих на нескінченності відповідно неперерв­
них функцій, вимірних функцій та узагаль­
нених борельових мір.

Зауважимо, що подібні результати наве­
дено в [4] для деяких частинних випадків 
розглянутих тут рівнянь і в [5-7] для рів­
нянь, що містять оператор Бесселя за дода­
тковою просторовою  змінною.

1. П о зн а ч е н н я  та  озн а ч ен н я . Розгля-

датимемо рівняння вигляду 

(L u ) ( t , x )  :=
n П \

dt— ajiдх3dxi — ̂ A  aj дл  —ao ) u ( t ’ x )  —
j,i=i j=i J

n
—b ^ A d Xj(Xju(t ,x ) )  =  0 , t >  0 , x  є  R n, ( 1) 

j= i
і спряжене до нього рівняння

(L*v ) ( t , £ )  : =  
n n

- д т- ^ 2  ajiд ,  д£і+ Х ^  aj д , - a o )  v ( r , o +
j,i=1 j =1  '

n
+ 6 У  £j д і ,v(T, £ ) =  0, t  <  0, x  є  Rn, (2)

j =1
де n -  задане натуральне число, aji, a j , a0 
і b -  задані дійсні числа, aji =  aij , { j , l }  С 
{ 1 , . . . , n } ,  і виконується умова параболіч- 
ності

n
З 5 >  0 V а Є R n : aji aj ai >  5\а\2. (3)

j,i=i

Позначимо через А  матрицю (aji)ni=1- 
У мову (3) можна переписати у вигляді

З 5 >  0 V а  Є R n : (А а ,а ) >  5\а\2. (4)
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де З  0 _ ск“ ярний добуток  у прост° рі Г - 1 Н] :=  (2п ) - ф еХр{ Ц х , а ) ] / (а ) йа ,
Умова (4) гарантує існування оберненої х А

матриці Л - 1  :=  (а 1̂ )™1=1 та сталої 50 >  0 та­
кої, що х  Є Е га. (7)

V а Є Е га : (Л- 1а ,а )  >  Д|а|2. (5) 2  З н а х ° д ж е н н я ф р З К . Розглянемо
задачу Коші

О зн а ч ен н я  1. Ф РЗК  для рівняння ( 1) 
називається функція 0 (і — т,х,£), і >  т, (Ь и ) (і , х)  =  0 , і >  0 , х  Є Е  , (8)
{ж , £ }  С Е™, яка є розв ’язком у сенсі теорії 
узагальнених функцій задачі u ( t , x )  |t=Q+= p (x ) ,  x  Є R™, (9)

в якій р  є досить ’’хорош ою ” функцією, 
L G {t  — т,х,£)  =  0, t >  т, зокрема, для неї існує перетворення Ф ур ’є

G(t — т,х ,ф) \t=T+= ф (х ) , х  Є Еф  ф ( а ) •= Fx^ a \р\. (10)

де т -  довільне число з Е  і £ -  будь-яка точ-
г , . тт- Ш укаючи р озв я зок  задачі (8 ), (9) у виг-ка з Е  'у а де -  дельта-функція Дірака, що . L v п v 1 J

лядізосереджена в точці £.
Зау в а ж е н н я 1. Рівняння (2 ), спряжене u (t x )  =  F~\x \v(t,a)\, t >  0, х  Є R n, (11) ̂ • • /* 1 \  ̂ V і / о  ̂X L\^/ J^ ^до параболічного рівняння (І ), є обернено

параболічним, тобто перетворюється в пара- і використовуючи властивості оберненого 
болічне, якщ о замість —т запровадити нову перетворення Ф ур ’є, одержимо для невідо- 
незалежну змінну т'. мої функції v задачу Коші

Означення Ф РЗК для спряженого рів­
няння (2) виглядає так. dtv(t, а ) +  b y  j Q _  v(t, а) =

О зн а ч ен н я  2. Ф РЗК  для рівняння (2) 4=^ а
називається функція G *(т — t , £ , x ) ,  т <  t,
{£, х }  С Е ", яка є розв ’язком у сенсі теорії /  \
узагальнених функцій задачі =  ( — ajiaj аі +  * aj aj +  ao )v ( t , а ) ,

L *G *(T — і , £ , х ) =  ° ,  r < t ,  t >  0 , а  Є R ", (12)

G (т — t , £ , x ) \r=t-= дх (£), £ Є R , v ( t ,a )  \t=o=  ф(а), a Є R ". (13)

для довільних t Є R  і х  Є R  . Задачу (І2), (І3) розв ’яжемо методом ха-
З а у в а ж ен н я  2 . Оскільки коефіцієнти рактеристик, згідно з яким відповідна йо-

рівнянь (І) і (2) не залежать від часових му система звичайних диференціальних рів-
змінних t і т відповідно, то Ф РЗК  для цих
рівнянь залежать, як це видно з означень І і
2, від різниць основної часової змінної і від- ^  =  da i =  =  dan =
повідної їй параметричної змінної. Тому для 1 ba1 ban
знаходження Ф РЗК  G  досить брати т =  0, ^
а для G * -  відповідно t =  0. = -------n--------------------- n---------------------. (14)

Далі використовуватимемо пряме та —  Я  ajl aj al +  i Я  aj aj +  ao)v
обернене перетворення Ф ур ’є у такому виг- j,l=1 j = 1
ляді: Знайдемо n + 1  незалежних перших інте-

ґ . . . .  . . da j ,
F \f\ • =  / e x n l - i ( x  a U  f  (x) dx гралів цієі системи. З р івнянь 7—  =  dt,F х^а \j \ •— І exp {  ù( x , u ) } J (х) dx, ba j

нянь має вигляд

j  Є { 1 , . . .  ,n } ,  маємо

а Є R™, (6) aj  =  Cjebt, j  є { 1 , . . . , п } ,  (15)
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а з рівняння ( а3і
е х р | -  У  2 6 (1 -  е-2и>а’ а і+

Л'1 л  " —1п п
( -  ^2  аіі°іаі  +  ^  аіаз +  аоЯ

у,і—і з—1 + і  у , ~т(1 — е )а з +  аоі  ̂х
одержуємо з 1

п а
+ і  ау  (1 — е~и )о 3 +  ао ї >: 

з—1 ^

* х ф ( е -ь*а1 , . . .  е - ь*ап), ї >  0 , а Є Е п.

С0 е х ж  — ар [  аз (т>аі(т> йт +  Тоді за допом огою  (11) і (7) маємоV =  Со ехр^ — 2_^ ауі а У
ЗІ—1 0

п(і, х )  =  (2п )-п  І е х Д  і ( х ,а )  —
п *п

+ і Х ^ а1 /  из
З—1 п

а у (т) йт +  а0ї> .  (16)

 ̂ 0 — З (1 — е~ш )а -аі+
З (15) і (16) випливає, щ о незалежними пер- У—'' 26
шими інтегралами системи (14) є з’

* + і Х / “Ь  ( 1—е Ь*)аз+ а 0 О Ф (е  ь*а1 , . . . е  ьіап) йа,
V ехр ]> ]  ауі а з (т )аі (т) йт — з—1

З>і—1 0 ї >  0, х  Є Е п

п * х Зробимо заміну змінних інтегрування за
—і ау ау(т) йт — а0ї>  =  С0. (17) ф ° рмулами

3 1 0 е~Ьь'аі =  Пі, З Є { 1 , - - - , п } ,
ау е Ьі =  Су, З Є { 1 , п } . (18)

і врахувавши, що йа =  епьійп, де п :=  (пь 
Нехай а і V -  значення при ї =  0 відпо- \_  . . , , п  ̂ . . .  ,Пп), одержимо рівність

відно а і V. Тоді з (15) і (16) маємо

ау =  Су, З Є {1 , . . . ,п } ,  V =  С0, и ( ї , х )  =  (2п)~пе (а°+пь)і J  ехр | і ^  еьіх зпз —

але згідно з (13) V =  ф, тому ®п з 1
п п

С0 =  ф (v ) =  ф (<Д  _  а і (е2ь*_ 1 )п п  +  (еь*
п п

_ У | ( е 2ь‘ — 1)пзпі +  (еьі — 1)пз х
де (У :=  (С 1 , . . . ,С п). На підставі (17) і (18) з’і—1 з—1
одержуємо хф(п) йп, ї >  0 , п Є Е п

( п І Скориставшись формулами (6), (10) та
v(t, а) =  ехр< — азі СзСіе 2ьт йт +  змінивши порядок інтегрування, прийдемо

до формули3,і—1 0

Іп
ьт+ і  У р з  / Суеьт йт +  а0ї >ф(<У)

з—1

до формули 

и ( ї , х ) =  С ( ї ,хЯ )ф (£ , ) йф ї >  0, х  Є

0
п в якій
п 1 2ь*

=  ех р {  — 5 ]  азіСзСі26 (еШ — 1 )+  С ( ї , х А ) :=  (2п ) -п е (ао+пь)іх
з,і—1

а 1 і б [ \2 '
ау С у - ( е ьі — 1) +  а0ї \ ф (С )  =  х у  ехИ  ^  (еь*х з — Я  )пз—

4 — 1 •' т-> п з—1
ау Су ь (е — 1) +  а0ї >ф(С ) =  х ^ Vе х з — з̂Р\з~

з—1  ̂ яп з—1
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П П ч

— £  Ж  <е2“  — 1)>Ьп, +  і £  Ь (е"‘ — ! ) п 4  Лі-
3,1=1 3=1 3

і >  0, {х ,& } С Е п (19)

Перепишемо формулу (19) у вигляді

Є ( і , х , 0  :=  (2п )-п е(а°+пЬ)*х

х  J  е х р { і ( е Ьіх  +  ар(і) — &,п) — (д(і )Лгд , п ) } х

кп

хйп, і >  0, {х ,& }  С Мп, (20)

де а :=  (а1, . .. ,ап),

р (і) :=  < ^  — 1), Ь = ° ,
і, Ь =  0,

х ехр<ч (а0 +  пЬ)і — , . . а31 (еЬіх 3+
^ (і) ^

+азр(і)  — &з)(е х , +  а,р(і) — &)

ї >  0, { х , £ }  С К™ (24)

Використовуючи формули (20) і (24), не­
важко переконатися у правильності таких 
тверджень:

1) функція 0 (ї — т,х,£),  0 <  т <  ї, 
{ х ,£ }  С Ж™, як функція ї і х  є розв ’язком 
рівняння ( 1), а як функція т і £ -  розв ’яз­
ком спряженого рівняння (2);

2)

[  0 (і, х,  £) ^  =  в(а0+™ь)і, і >  0 , х  є  Ж™,

« ( ( ) : =  2Ь(Є — 1 ) ,Ь  =  ° '  (21)
[ ї, Ь =  0.

Інтеграл із (20) можна обчислити за допо­
могою  такої формули з [8 , с. 172]:

ехр {і(у , п) — (Вп, п ) }  йп

1

пп/2

•\7det В
х

ех р {і(е  х  +  ар(і) — &,п) — (я(і)Лп, п ) }  йп

(п )n/2(ï (^))-n /2 (det Л) -1/2 е х р {  — ̂  х

х У  а3 (еЬіх 3 +азр ( і )—&з)(еЬх + а ,р (і) —&) І.
3,1=1 3

(23)
З рівностей (20) і (23) випливає формула 

С ( і , х , £ ) =  (4 п q (і))-n /2 (det Л )- 1/2х

(25)

J  С(і ,  х, &) йх =  е°0І, і >  0, & Є М ; (26)
кп
3) для будь-яких мультиіндексів {а ,  в }  С 

С справдж уються оцінки

Ід а д в С ( і , х ,£)| <  Сав (д ( і ) ) -(п+ІаІ+ІвІ)/2х

х  ехр{  — 4 (у , В  1у ) } , у  Є Е ”  (22)

де матриця В  така, що відповідно квадра­
тична ф орма (Вп,п),  п Є Е п, є дійсною та 
додатно визначеною. Скористаємось ф орму­
лою (22) для випадку, коли у  =  еых  +  ар(і) — 
—&, В  =  д(і)Л,  тоді В - 1  =  - щ Л-1 , det В  =  
=  (д(і ) )п det Л і

х е А а Е ь̂ х ,£ ), і >  0, {х ,& }  С Е п, (27)

в яких Сав і с -  додатні сталі,

У  :=  (ао +  (п +  ІаІ)Ь)і +  У У  r(і ) ) ,І«І 4

^  і 2(еЬ* — 1)
, и : =  $  =  {  —  ■

\Рьіт _  £ \2
ЕЬ(і,х,£)  :=  е хр{ —с },  (28)

д (ї)
де функції р  і д означені в (21), 80 -  стала з 
нерівності (5).

Зупинимося тільки на обгрунтуванні 
твердження 3). На підставі нерівності (5) 
маємо

У  аз1(еы'хз +  а^р(і) — ) ( еЬіх,  +  а,р(і) — &) >
3,1=1

>  80ІеЬіх  +  ар(і) — &|2, і >  0, х  Є Е п. (29)
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Далі використаємо відому нерівність і

\у +  ф 2 >  1 \у\2 — \ф2, { у , г } с  Е п, v(т,£; ї) :=  J  ^ (ї — т ,х ,£ )  У(х) йx,
кп

взявши в ній у  =  еьіх  — £ і £ =  ар(ї), та 
одержимо

ь* ь*

T < t ,  £ Є R n,

задовольняють відповідно умови

y v 1 © Д  +  ajpit) -  Я ) { ebtxi +  aipit) - Д  >  lim u (t , x . т) =  x  Є R™, (31)
j,i=i t^ r+

6 i
>  A\ebtx -  £\2 -  6o|a|2(p(t))2 , lim v (t ,£; t) =  p (£ ), £ Є R™• (32)2 t^r—

t >  0, x  Є R™. (30) На підставі твердження 1) та співвідно-

Оцінка (27) для а  =  0 і ß  =  0 випливає шень (31) ) (32) можна ствердж увати , що 
безпосередньо з (24) і (30). Справді, маємо Функція G (t  ̂ T , x , ß)-> t >  т, i x , C} G R  ,

є Ф РЗК  для рівняння (1), а функція 

С*(т — ї , £ , х )  :=  С ( ї  — т, х, £), 

х е х р ! (а0 +  пЬ)ї — Г0 \еьіх  — £ \2+  т <  ї, { £ , х } с  Е п,
І 8<?(ї)

г ід 2( (ї))2 1 є Ф РЗК  для рівняння (2).
+ 0\а \ (р( )) І =  С00(^(ї))~п/2 х  3. В л а с т и в о с т і  Ф Р З К . Із результатів

4Д )  і  п.2 випливає, що формулою (24) визнача-

\G(t,x,£)\ <  (4n )-n /2 (det A ) - 1/ 2(q (t ))-n /2 x

\„bt„ С12

п.2 випливає, що формулою (24) визнача- 
( 'і ється Ф РЗК  для рівняння (1), який воло­

х ехр< (ао +  пЬ)і +  — |а| Е &0/%(і , х , £О  <  діє властивістю нормальності та оцінками
(27). Наведемо інші властивості Ф РЗК, які 

<  С00(д ( і ) ) -п/2 еЛ° У ( ї ,  х,  £), встановлюються добре відомими способами,
щ о грунтую ться на використанні відповід­

Ь >  0 , ( х , £ } С Е  , ної формули Гріна-О строградського (див.,
де 0 <  с <  50/8. напPиклад , [4, 5]).

Оцінки (27) у загальному випадку випли- В л а с т и в іс т ь 1 . ф Р З К  для рівняння (1)
вають із одержаних при диференціюванні єдиний.
(24) виразів, оцінок (29) і (30) та такого В л а с т и в іс т ь  2. Є правильною формула
твердження: згортки

V г >  0 З А  >  0 V г Є Е  : G ( t —г , х , £ ) =  J  С ( ї —у ,х ,у ) С ( у —т,у,£ ) йу,

ІгІг ехр{ —с* | г |2 }  <  Сг ехр { —с | г |2 }, 

де с -  фіксована стала з проміж ку (0 , с*). т <  1  < ^ ,  { х , С}  С Е  •
За допом огою  тверджень 2) і 3) звичай- ТТТоб сформулювати властивість 3, рів­

ним способом  можна довести , щ о для будь- няння ( 1) перепишемо у вигляді 
якої неперервної та обмеженої в Е п функції
ір інтеграли

u (t ,x ; T) ■= G(t  -  r , x ,£ ) p (£) d£,

(L u ) ( t , x )  =  ( д— ^ 2  ajiöXj 8Xl - ^  b j (x )ä  
j,i=i j=i

- b 0 lu (t ,x )  =  0, t >  0, x  є  R n, (33)
t > T ,  x  є  R n,
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де Ьі(х) :=  аі +  Ьх^, і  Є Ь0 :=
а0 +  пЬ.

У  теорії дифузійних випадкових процесів 
рівняння (33) є рівнянням Фоккера-Планка- 
К олмогорова відповідного дифузійного про­
цесу. Цей процес характеризується матри­
цею диф узії А  :=  (ац)п1=1 , вектором перено­
су Ь(х) :=  (Ь1( х ) , . . .  , Ьп(х)) ,  х  Є Е п, і коефі­
цієнтом обриву (коефіцієнтом інтенсивності 
лінійних джерел) Ь0. Ф РЗК  О  для рівнян­
ня (33) трактується як густина перехідних 
ймовірностей дифузійного процесу.

У  наступній властивості наводяться зо­
браження елементів матриці дифузії А, ко­
ординат вектора переносу Ь(х), х  Є Е п, і кое­
фіцієнта обриву Ь0 через густину перехідних 
імовірностей О.

В л а с т и в іс т ь  3. Справдж уються такі 
рівності

а,г =  1 Ііш ( 1  С(і ,  0 , г ) г ,гг

[3,1] С { 1 , . . . , п };

/ 1

розв язків через їх граничні значення на по­
чатковій гіперплощині [ і  =  0 ]. Згідно з ці­
єю  конструкцією еволюція по часу і розв ’яз­
ків характеризується їх належністю до сі­
мейства банахових просторів, залежних від 
і .

У  шарі П (0 )т] скінченної товщини Т  >  0 
розглянемо задачу Коші для рівняння (1), 
тобто задачу

(Ьп) ( і ,х )  =  0, ( і ,х )  Є П (0)Т], (34)

и ( і , х )  |*=0+ =  р (х ), х  Є Е™. (35)

Якщ о вважати, щ о функція р  з умови 
(35) задовольняє нерівність

|р(х)| <  С ехр{о|х|2}, х  Є Е (36)

Ь, (х) =  1ішо( і  J  С{і ,  0 , г )г ,  dг ) +  Ьх,,

3 Є { 1, . . . , п } ;

Ь0 =  І і ш о ^ ° ( і ,  0, г) dг — 1

4. К о р е к т н а  р о з в ’я з н іс т ь  за д а ч і К о ­
ш і. Застосуємо результати про Ф РЗК  до 
встановлення коректної розв'язності та ін­
тегрального зображення розв'язків задачі 
Коші для рівняння (1) у просторах тттвид- 
козростаючих при |х | —> функцій.

Сформульовані далі теореми та їх нас­
лідки є результатами реалізації для рівнян­
ня (1) конструкції Ейдельмана-Івасишена, 
описаної і реалізованої для параболічних 
рівнянь з обмеженими коефіцієнтами [9]. 
Ця конструкція дає можливість отримува­
ти точні результати про коректну розв 'яз­
ність задачі Коші та зображення визначе­
них у відкритому шарі П(0;т] :=  (0 ,Т ] х Е п

де а >  0 , і за такою початковою функцією 
побудувати розв ’язок задачі (34), (35) з до­
помогою  формули

и (і ,х )  =  У  О (г, х , С) P (0 d£, ( ї , х )  Є П (о,т],

(37)
то цей розв'язок, узагалі кажучи, володіє 
оцінкою

Іп(ї,х)І <  С е х р {к (ї ,а )  ІхІ2} ,  ( ї , х )  Є П(0)у].

Використовуючи формулу (37) та оцінки 
(27) і (36), отримаємо, щ о для знаходження 
функції к треба оцінити зверху функцію

І  (£) :=  - С о Ш ) - 1  ІеЬіх - Є + аЦ |2, Є Є Е п,

при фіксованих ( і ,х )  Є П(о,т], а >  0 і с0 Є 
(0 ,с ), де стала с з оцінок (27) і д(ї) визнача­
ється ф ормулою (21). Оскільки

І  (£) < - С о Ш ) - 1 ( е * І х І - І £  І)2 +  а ^ 2, 

то досить знайти максимум функції

Іо(г) :=  -С о (ф ї) ) - 1 (еЬіІхІ -  г )2 +  аг2,

г >  0. Цей максимум, як легко перекона­
тись, дорівнює

Соав2Ьі 2
Со — ад(і)
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якщ о а >  0 вибрати так, щ об д ( Т ) <  — .
а

Отже, справдж ується оцінка

—о ( д ( ї ) ) -1 \еьіх  — £ \2 +  а\£\2 <

<
с0ае 2Ы

■|х|2 =  к(і, а) ^ ! 2 <
с0 — ад(і)

<  k(t,a)|x|2 , 6 Є (0 ,Т ], { х , £ } с  Е п, (38) 

де функції к і к визначені формулами

к(і, а) :-
с0ае 2Ьі

к (і, а) :-
с0ае 2\Ь\і

с0 — ад(і)С0 — а<Д)

ї Є [0 ,Т ].

Зауважимо, що к(0, а) =  к(0, а) =  а, 
к(ї ,а)  =  к(ї ,а ) ,  ї Є [0 ,Т ], якщ о Ь >  0, і 
к(ї, а) <  к (ї, а), ї Є (0, Т ], при Ь <  0; функція 
к монотонно зростає від значення к (0 , а) до 
значення к (Т, а); функція к має напівгрупо- 
ву властивість

0 <  т < і < Т -

||и(і, •)||)"’а> :=  Ци(і, О Ф - .З  О Щ р .) ,

||и(ь, •)||]( ((’а) :=  М 6. 0 ф -і(3 , ОПр^Е” ), 

р Є [1, то]-

Зауважимо, що з (41) випливає нерівність

М і , о ц * ^  <  м ь , •}||‘ (,’а).

і Є [0, Т ], р Є [1, то]-

Позначимо через С к(і’а) і С а простори не­
перервних функцій р  : Е п ^  С, для яких 
є скінченними відповідно норми ||р(-)||0(*’ а) і

||р(•)||а :=  ||рО||к'(0'а), та через Ьф 'а' , Ь р Л  і
Ь<а -  простори вимірних за Лебегом функцій 
р  : Е п ^  С зі скінченними відповідно нор­

мами ’a), Я Ш А ’а) і ||р ( -)||а. Гово­
ритимемо, що функція и : П(0 ,т] ^  С нале-

к(ї — т, к(т, а)) =  к(ї, а),

Введемо вагові функції

Ф^(ї, х )  :=  ехр {р  к(ї, а)\х\2},

Фу(ї, х )  :=  ехр {р  к(ї, а)\х\2},

( ї , х )  Є П [0,Т ], V Є Е. (40)

Поведінка при \х\ ^  то функцій з означених 
нижче просторів описуватиметься функція­
ми Ф  ̂ і Фу з V Є {  — 1, 1}.

Зауважимо, щ о на підставі (38), (39), (40) 
та означення (28) функції Е ь справдж ую ­
ться такі нерівності:

Ф - 1 ( ї , х )  <  Ф-1 ( ї , х )  <  Ф1(ї ,х )  <  Ф 1( ї ,х ) ,  

( ї ,х )  Є п [0 ,п ; (41)

Е ЬС0І(ї — т,х,£ )Ф 1(т ,£ ) <  Ф1(ї ,х )  <  ФД Д
0 <  т < ї  <  Т, { х ,  £ } с  Е п.

Використовуватимемо для функцій и : 
П[0, т] ^  С при кожному ї Є [0, Т ] такі вагові 
норми:

ж ить до просторів С к(’а) і Ьк( ’ а), якщ о від­
повідно и(і, •) Є С к(і,а') і и(і, •) Є Ь Я ’03 для 
кожного і Є (0 ,Т ].

Нехай В  -  а-алгебра борельових множин 
простору Е Я п, а М  -  сукупність усіх злічен- 

(39) но адитивних функцій V : В  ^  С (узагаль­
нених борельових мір), які мають скінчен­
ну повну варіацію Я £ Через М а позначимо 
сукупність усіх борельових мір р  : В  ^  С 
таких, щ о функція

V (А ) Ф- і(0 ,х )  й р (х ) ,  А  Є В ,

А

належить до простору М . При цьому для 
довільної р Є М а

Ф- 1(0 ,х ) й |р|(х) <  то,

А

де |р| -  повна варіація р.
Використовуватимемо ще такі простори: 
Ш1 -  простір усіх вимірних за Лебегом 

функцій п : Е п ^  С, для яких скінченною є 
норма

^ 0 
П : Е п

\\nWw-i :=  НпОф 1( T ,•) Іьі(К"); 

простір усіх неперервних функцій

||и(ь, з и р 0  •=
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:=  вир ( |u(і,x)|Ф- 1 ( і ,x )
хЄ9П

^  С таких, що 

ф 1(Т ,х ) |п(х )| \х \ —
-»• 0-
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Ф РЗК для рівняння (34) породж ує інтег­
рал Пуассона функції р

(Р р ) ( і ,х )  :=  [  ° (і , х , І ) р ((

(і, х) Є П(о,т], (42)

та інтеграл Пуассона узагальненої міри р

(Р0р)( і ,  х )  :=  J  С ( і , х , ( )  dр(x) ,

жл

(і, х )  Є П(0,Т]- (43)

Основними результатами є наступні тео­
реми.

Т е о р е м а  1. Якщо в задачі (34), (35) р  Є 
Є С а, то формулою

визначається єдиний р озв ’язок рівняння 
(34), який належить до простору L kl (',a'a і 
для якого справджується оцінка

М і ,  д р “ ’ <  C M “ , і €  (0 ,71,

і співвідношення

lim І n(x) u ( t , x )d x  =  n(x) dp(x) (48)

для довільної функції р Є W 0.
Наступна теорема є в певному сенсі обер­

неною до теореми 2.
Т е о р е м а  3. Нехай п -  р озв ’язок рівнян­

ня (34) в П(0)т], для якого справджується  
нерівність

М і,• )І І !М ) <  С, і Є (0 ,71, (49р)

з деякими сталими С  >  0 і р Є [1, о ] .  Тоді 
при р Є (1, о ]  існує єдина функція р  Є Ь°р, а 

ші (34), (35) , який належить до простору при р  = 1  -  єдина узагальнена міра р Є М а
такі, що р озв ’язок п зображується відпо­
відно у вигляді (44)  і (47).

Н а с л ід о к  1. З теорем 2 і 3 випливають 
такі твердження:

1 )  простори Ь<а і М а є множинами по­
чаткових значень р озв ’яків рівняння (34) 
тоді й тільки тоді, коли ці р озв ’язки за­
довольняють умову  (49р) при р Є (1, о ]  і 
при р  = 1  відповідно;

2) для зображення р озв ’яків рівняння 
(34) у вигляді (44) чи (47) з р  Є Ь() і р Є М а 
необхідно й досить, щоб виконувалась умо­
ва (49р);

3) р озв ’язки рівняня (34), для яких вико­
нується умова (49р) задовольняють поча­
ткові умови при ї =  0 в сенсі (45), (46) і 
(48).

клас усіх

u ( t , x )  =  ( P p ) ( t , x ) ,  ( t , x )  €  П(о,п, (44)

визначається єдиний р озв ’язок задачі К о ­
ші (34), (35), який належить до просто 
C к(' і для якого справджується оцінка

M t , -ЇИО“ -“ ’ <  C ||p(-)|IS, і €  (0 ,71 ,

та для довільного компакта K  С R n 
u ( t , x )  ----- > p (x ) рівномірно щодо x  € K .

Т е о р е м а  2. Є правильними такі тверд­
л і/ і о о і пі  о  *
і / / Ь  D  ҐЬ ҐЬг/Ь.

1) для довільної функції p  € L“  форму­
ла (44)  визначає єдиний р озв ’язок рівняння 
(34), який належить до простору L ^ ' і 
для якого справджується оцінка

M t ,  • )I lf“ ) <  C  ||p(-)|“ , і € (0 ,71,

при p €  [1, то) -  рівність

lim ||u(t,x) — p(x)\\k(t’a) =  0, (45)

а при p  =  то -  співвідношення

I p(x)  p (x )d xtino / n(x) u ( t , x )d x (46)

для будь-якої функції р Є W 1 ;
2) для будь-якої узагальненої міри р Є 

М а формулою

u(t, x )  =  (P0p)(t ,  x) ,  ( t , x )  €  П (0)у], (47) і M a лл Uk.

Н а с л ід о к  2. Нехай ир 
розв ’язків рівняння (34), які належать до

Г к(• ,а) .простору Ьр і для яких виконується ум о­
ва (49р). З теорем 2 і 3 та наслідку 1 випли­
ває, що класи ир, р Є (1, то], і Ці є м н ож и ­
нами значень операторів Р  і Р0, визначених 
формулами (42) і (43) на відповідно просто­
рах Ь°а М а, причому ці оператори встанов­
люють відповідно гомеоморфізми Ь'а ^  Цр
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Доведення теорем 1 -  3 є досить громізд­
ким. Вони базуються на детальному вивчен­
ні властивостей інтегралів Пуассона (42) і 
(43) та використовую ть методику, розробле­
ну в [6, 7, 9].

5. П р о  д е я к і ін ш і з а ст о с у в а н н я
Ф Р З К . Я к видно із п.2, Ф РЗК для рівнян­
ня (1) визначений ф ормулою (24) та його 
оцінки (27) справдж уються для всіх і >  0. 
Це дозволяє подібно до [10, 11] дослідж у­
вати властивості розв ’язків рівняння ( 1) на 
необмежених часових інтервалах, зокрема 
встановлювати коректну розв ’язність та ін­
тегральне зображення розв ’язків задачі К о­
ші на часовому інтервалі (0 , то) і задачі без 
початкових умов на інтервалі (—то,Т], Т  Є 
Є Е, а також доводити теореми про стійкість 
нульового розв ’язку задачі Коші та теореми 
типу Ліувілля.
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