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Н Е Л О К А Л Ь Н А  З А Д А Ч А  З Б А Г А Т Ь М А  П А Р А М Е Т Р А М И  
Д Л Я  С И С Т Е М И  Р Ш Н Я Н Ь  З Ч А С Т И Н Н И М И  П О Х Щ Н И М И  

З ! З С У В А М И
Встановлено умови існування та єдиності розв’язку задачі з двоточковими нелокальними 

умовами за часовою змінною t з багатьма параметрами для безтипної системи диференці­
альних рівнянь з частинними похідними, яка містить значення шуканого розв’язку у точках, 
зсунутих на сталі величини ф за просторовою змінною x =  (x i , ... ,xp). Розв’язок шукається у 
шкалі гільбертових просторів 2-^-періодичних за змінною x вектор-функцій з експоненційною 
поведінкою коефіцієнтів Фур’є. Доведено розв’язність задачі для майже всіх (за винятком 
множини як завгодно малої міри) значень вектора параметрів у =  (p i , . . . ,pm) у нелокаль- 
них умовах. Встановлено оцінки знизу малих знаменників, що виникають при дослідженні 
гладкості розв’язку.

The existence and uniqueness conditions of solution for the problem of multiple parameter 
nonlocal two points conditions by time variable t for typeless system of differential equations, 
which contains the value of original solution in the points shifted to the constant value ф for 
the spacial variable x =  (x i , . . . ,  xp) are established. The solution sought in the scale of Hilbert 
spaces 2^-periodic for variable x vector functions with exponential behaviour of Fourier coefficients. 
Solvability of the problem for almost all (except for sets of arbitrarily small measure) values of 
vector of parameters p =  (p i , . . . ,  pm) in nonlocal conditions are proved. Established lower bounds 
of small denominators that arise in studying the smoothness of the solution.

1. П о с т а н о в к а  за д а ч і. В циліндричній 
області Р р =  [0,Т ] х ОрРж, Де Т  >  0 , ОрРж — 
р-вимірний тор, тобто ОрРп =  (М /2^ ) р, роз­
глядається задача

дги =  А \(0 )и^1 +  • • • +  ^ ф )щ^ , ( 1)

Ми\і=о — и\і=т =  р. (2)

причому М  =  &ад (р 1, . . .  , р т), число на­
лежить кругу =  [ г  Є С : \г — \ <  } ,
в2 Є С, К 2 >  0, матричні диференціаль­
ні вирази А Р(D) =  А Р(—і д х 1, . . . ,  —ід х р) ма­
ю ть сталі комплексні коефіцієнти. Ш укає­
ться розв ’язок и рівняння ( 1) з векторни­
ми зсувами ф , . . .  , ^ ,  щ о задовольняє не- 
локальні двоточкові умови (2) з параметра­
ми р 1, . . .  , р т, де щ  — функція зі зсувом ф 
а р  =  сої ( р і , . . .  , рт),  де V I , . . . ,  Рт — задані 
функції змінної х  =  ( х 1, . . .  , х р) Є Ор2п.

Диференціальні рівняння (1) та умови (2) 
визначені у просторі ('Т')т узагальнених 2п-

періодичних функцій, де T  — простір три­
гонометричних 2я-періодичних многочленів 
змінної X.

Якщ о вектор-функції V =  col (V l, . . . , <Vm) 
та ф =  col (ф1, . . .  , фт) належать до просто­
рів ( T ')т та T m відповідно, то

V =  ^  Vkei(k'x) та ф =  ^  фкег(к'х\
heZP к

і виконуються рівності

(V,ф) =  ^ фк фк, (ф,ф) =  ^  \\фкІ2,
k k

де коефіцієнти Ф ур ’є фк та фк належать 
до простору C m, (р ,ф)  — дія узагальне­
ної вектор-функції V на основну вектор- 
функцію ф, фн  ермітово спряжений з векто­
ром фк вектор, (k, x )  =  k 1X1 +  . . . +  kpXp , Il • \| — 
евклідова норма в C m, 'ффк — скінченна сума, 
в якій k Є Z p.
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Я кщ о и =  и ( ї , х )  є розв ’язком задачі (1), 
(2), то він є 2п-періодичним за змінною х  і 
на відрізку [0 , Т ] функція и(ї, •) належить до 
простору (Т ' ) т , тобто п =  2 2  Пк(Ь)вг(к’х).

кЄ%Р
Тоді функція и% для довільного £ Є ПрРп 

також належить ('Т')т і формула

(и%,ф) =  ^  ег(к>%)фНикС0  =  ( и , ф (  — £))
кеЪР

визначає дію  и% на ф, де (к,£)  — скалярний 
добуток  в К т  векторів к та £. Зауважимо, 
що и% =  и для £ =  0 , а и%(ї, х)  =  и(ї, х  +  £) 
для неперервної функції и.

Д ію оператора Б ( Б )  у просторі (Т ' )т ви­
значає послідовність Б (к), к Є Т р, квадра­
тних матриць порядку т , а саме

Б ( Б )ф  =  ^  Б(к)фкег(к’х).
кеЪР

Скалярний оператор Б  діє згідно з ф орму­
лою Бф =  2 2  к фквг(к,х') , де к =  у / 1 +  \\к\\2 =  

кеЪР
у /І  +  кр +  • • • +  кр — додатна послідовність.

Будемо використовувати такі функціо­
нальні простори: Н д(ПрРп), Е ^ і(ПРп) — гіль­
бертові простори функцій ф Є (Т ' )т, для 
яких скінченні відповідні норми

\\ф; Н  (Піп )\І =  (  Е к 2а\\фк і\Р) 1/2 ■
кеЪР

ІІФ; Е Ь,1(ПР2п01 =  (  ^  ехР(2кк 1 ) \\фк ||Р)  /  .
кеЪР

Запровадимо на множині Б1 х • • • х Бт 
векторів ц =  ( ц і , . . . , цт) геометричну ймо­
вірність

шеав П
ПтР р ••• К 2 т ■

де П С Бі х  • • • х  Бт — вимірна за Лебегом 
множина з м ірою шеав П у просторі К р т.

О зн а ч ен н я  1. Задачу (1), (2) називає­
мо р о з в ’язною у шкалі просторів Е к,>1(ПрР,П), 
Н Є К, з ймовірністю І — є на множині па­
раметрів Б1 х  • • • х  Бт, якщо існує така ви­
мірна підмножина П множини Б1 х^ • •х Бт, 
що Р (П) >  І — є і для кожного вектора

ц Є П задача (1), (2) має єдиний р озв ’язок 
и, тобто (Ми\і=0 — и\і=т,ф) =  (ф,ф) і

( д и  — А і (Б )и %1 — • • • — ^ ( Б ^  ,ф) =  0

для всіх вектор-многочленів ф Є Т т, зі зна­
ченнями и(ї,  •) у просторах Е ^ 1(ПрРп).

2. Д о с л ід ж е н н я  за д а ч  д л я  р ів н я н ь  зі 
з су в а м и  а р гу м е н т ів . Теорії диференціаль­
них рівнянь з відхиленнями аргументів (рів­
нянь із запізненням, рівнянь з випереджен­
ням) сталого чи змінного вигляду присв’я- 
чено чимало публікацій, зокрема [1-7]. За­
дачі з такими рівняннями описують важли­
ві процеси із часовими запізненнями чи за­
пізненнями іншого типу. Зокрема, серед та­
ких задач є задачі, якими моделюється робо­
та ядерних реакторів і систем автоматично­
го керування, явища ж ивої природи (моделі 
в іммунології, епідемології) та математичної 
економіки тощо.

Задача (1), (2) вивчалася у працях [8 , 9] 
для частинного випадку ц =  . . . =  цт =  ц , 
тобто для випадку одного аргумента ц у не- 
локальних умовах (2). У  роботі [8] встанов­
лено умови розв ’язності задачі ( 1), (2) сто­
совно параметра ц, а у роботі [9] — стосовно 
вектора параметрів зсувів у рівнянні (1). Ре­
зультати останньої праці подано у [10].

Задачу для систем рівнянь з частинни­
ми похідними з відхиленням аргументів та 
нелокальними інтегральними умовами роз­
глянуто у роботі [11].

Нелокальні задачі з відхиленням аргу­
ментів є некоректноми за Адамаром, як і 
нелокальні задачі без відхилень аргументів 
[12, 13]. Характерною особливістю  цих за­
дач є малі знаменники, які виникають при 
побудові розв ’язків у просторах періодичних 
функцій за змінною х. Для оцінювання ма­
лих знаменників використовується метри­
чний підхід [14-16].

Варіант такого підходу застосовано та­
кож у цій роботі для дослідження розв ’язно­
сті задачі ( 1), (2) на множині Б1 х  • • • х  Бт 
параметрів ц , . . . , цт нелокальних умов.

3. П о б у д о в а  та  оц ін к а  р о з в ’я зк у . У 
розв ’язку и задачі (1), (2) коефіцієнти Ф ур ’є
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пк =  пк(і) визначаються з відповідної задачі Із нерівності Гельфанда-Ш илова [17,
с. 78] випливає оцінка

Я

и,к, уо) \\+Л(к)к м М /  „Шк)к м V "1 (от  ̂ лк М) і - 1
г(к,р  )п ,_ (3) тпк =  Е  А , (к )ег‘к*  V , (3 | ^ 11 <  е̂ Л(к)к , Е

(2Т  ,

М и к(0) — щк (Т  ) =  р к, (4)  ̂ ,
А  т- 1

де вектори ик і р к мають вигляд а із нерівності К ато II А -1 II <   -------- — , де
\ аеї А\

ик =  сої (ик1, . . .  , и кт) , р к =  сої (фк1, . . . ,  р кт). т  — порядок матриці А  [18, с. 42], — оцінка 

Введемо заміну змінних .. , ТА(к)кNА-1||< (М II  +  ЦеТА(к)кМ ||)т- 1

и  =  СОІ (Ф 4іи 1 , . . . , Ф 4т ит), <  I аеі (М  — ЄТА(к)к М )1

~  — і ( к41 к ) З отриманих нерівностей та формули (5)
р  СО ( р l , . . . , Рт) , при Ь =  (і +  (т — 1)Т  )Л отримуємо оцінки

тоді и  =  ^2  и к(і )ег(к,х), ф =  ^2  Фкег(к,х), де
ТТ ил Г7к&рил Л -7 -  к&Р \\е-НкМикII <  4т (2Т Л к м) (т-1)тІ А М , (6)ик (і) =  2 кПк (і), Фк =  %к р к, причому 11 її -  і ; |Дк [ ’

Zk =  А ад (к Лі Лт). ||е- ^к м и'Л -п II Фкь V ’ ’ ) 11° °кіі <  4т  (2Т  Лк N )(т- 1)т _ІІ к

Вектор и к(і) є розв ’язком нелокальної зада- Лк м |Дк 1
чі ик =  к мА (к )и к , М и к(0) -  и к(Т ) =  Фк де Дк =  аеі (М  — еТЛ(к)км).
і, за умови існування матриці М  — екЫЛ(к)Т, Для оцінювання знизу виразів Д к ви-
зображ ується формулою користовуємо метричний підхід, при цьому

„ „ встановлюємо оцінки мір множин, для яких
ик (і) =  ек Л(к) (М  — ек Л(к')Т) Фк, (5) виконується протилежна оцінка зверху.

Я 4. М е т р и ч н і о ц ін к и . Сформулюємо і
де А (к) =  к -м  ^2 ег(к’іі)Z kА,  ( k )Z - 1 . доведемо теорему про міру множин (ймовір­

н і  ності), які пов ’язані зі спеціальними много-
Дійсні числа й і , . . .  ,йт та N  визначаємо членами від багатьох змінних /і1, , цт. 

так [8], що6 обмеж ити елементи аав( к) ма- Таку теорему у випадку дійсних змінних
триці А ( к ) , тобто вир) Іаав( к)| <  ГО. ц 1, . . .  , цт доведено у роботі [19], звідки взя-

Виберемо числа л ’ т Т л ^  таких умов: то позначення й ідея доведення те°р еми 1 і
лем 1 та 2 цієї роботи.

Л >  Ііш вирЛ (к), Л  >  Ишвир||А( к)\\, Т е о р е м а  1 . Нехай т) =  1 н-л, є >  0 і
кЄІЇР кЄІЇР

де Л (к) — найбільша дійсна частина власних Д  =  Е й я — й(т)кі ' ' ' кт +  ' ' '
значень матриці А ( к), і позначимо К  мно- яА°й}т

жину тих чисел к Є ЕР, для яких виконує- многочлен змінної к  =  (к і, • • - ,кт),  функція
ться хоча б одна з чотирьох нерівностей Рт : (0 , то ) ^  (0 , 1] п ов ’язана з р озв ’язком

Л( к) >  Л, ||А (к )|| >  А, 2Т А к  м <  1 , фт(иі) =  ,ш (— їп и і ) / з ! задачі Коші для
т =̂о

(я1 л к м )Р(т-1) (\@і\ +  р рівняння Ейлера
V 2 /  ( і і І і \ л~\т с А

3 = 1 [и(й/йт) — 1) !т =  0 ,
Множина К  — обмежена і може лише збіль- „ ч , „ ч / . ̂  „ ч

•д Л ^  Іт(1 ) =  1 , іт ( 1) =  ••• =  /І Т -1 )( 1 ) = 0 ,шуватися при зменшенні Л, чи А , чи Т , чи ят, \ ; >
збільшенні т  І\Є< \ +  Я , )р. ф о т у м ю  Рт (и ) =  / т ( и р) при и  Є (° , 1]

j = 1 і Рт(и )  =  1 при и  >  1 . Тоді ймовірність
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Р(\А| <  є) виконання нерівності \а\ < є  на А Нт , як функцію А  змінних ц 1, . . . , ц т- 1 , 
полікрузі Б1 х  • • • х  Бт оцінюється зверху за тобто
допомогою нерівності

Р  № < є )  <  т (  у.

А (/У(т)цт +  /У(т))ц і • • • цт- 1  +

ДОВЕДЕННЯ. Використовуємо метод ма­
тематичної індукції за кількістю змінних ц , . 

Зафіксуємо довільний вектор

(ц2 ) ■ ■ ■ ) фт~) Є Б 2 У. ••• У. Бт

де і(т) =  її... і , а ф(т) =  7 1... і о. Оцінимо ш у­
кану ймовірність Р (  А  <  є)  за формулою

Р  ( \ А  \ < є ) =  (птвр ■ ■■ В 2 т) -  1 х
х шеав {ц  Є Бі х  • • • х Б т : \ А  \ <  є }  =

1 І Б  т - 1 г>2 п2 \ -  і

і вважаємо А Н2,---,Нт функцією А  змінної
пят  8 т V &т

п Яр Я т— і ) Ахт Аут х

ц і Є Бі , а саме А ^2,.„^т =  1 ( і )ц і +  1 ( і) , де

к  і) =  X  і  ія2...ят цр2 ■■■цРт ■
(Я2,-,Ят)Є{0, і }т-1

і {  і) =  X  І 0Я2...Ят ц і ІІЯтц т .
(Я2,-,Ят)Є{0, і }т-1

Оцінимо ймовірність Р ( \ А Н2....Нт \ <  є ) , де

Р  (І А

х шеав { (ц і , . . . ,  цт— 0  Є Бі х  • • • х Б т—і :

: \ А гт \ < є } )  =  пЯрБ Р  ( \ А т  \ < є) Ахт Аут̂
т V Sm

де %т х т +  іут Є Бт.
Оскільки за припущенням індукції 

Р  ( \ А гт \ <  є) <  Бт— і (шт— і), 

є /Я і • • • Ят— і
де Шт- 1  =

Н2 ,... , Нт \ <  є ) =
шеав {ц і  Є Б і : \ і ) ц і  +  і) \ <  є }  

п Я р

\ 1 (т)цт +  1 (т) \
то

Р (|А\ < є )  <  ( п я т у  У

!  Т? (  є/Яі • • • Я т— і х  Бт— і ( 1 ~  ) Г
Жт Ч 1 (т)%т +  1 (т) \
. . ... „ . . . ^ т  &Ут. (9)

Нерівність | ф(1)Ц 1 +  1) | <  Є при ф(1) =  0 ви­
конується для: множини чисел ц 1 Є У1, які Для подальшого оцінювання інтеграла ви- 
належать від критому кругу рад іуса є/ 1 у (і) 1 користовуємо лему.
з центром у точці І {і )^ і {і), яка має міру не Л е м а  1. Функції Б, , ц =  моно-
більшу, ніж кє  /|7 (і)1 , а при 7 (і) =  0 ви- тонно зростають на інтервалі (0 , 1) і по- 
конується для всіх ц і Є Бі при <  є в ’язані співвідношенням
і не виконується для ж одного ц 1 Є Бі при 
|т(і) l — є. Тому в обох випадках міра мно­
жини { ц 1 Є Бі : | <  є }  не перевищує
мінімального з чисел п є 2/|''ц1)|2 і пЯр.

Отже, отримуємо нерівність

Б  !т— і
п Я 2 mJ s m ^ " l~ 1 ЧА% т +  В\

Бт

Ахт Аут <

І
10)

Р А \<є) <

- ш ш

Н2,---,Нт

є 2/\і(і)\2 Л  • Г 2 Щ Б ( І  Я  , ^ = ш і п { ш і , І }= Б і (т і ) ,

п ш т { є 2/\у{і)\2, Я 2і }  
пЯр

Застосуємо лему 1 при

Я і • • • Я т—іі(т)А В

\А\Я,

Я і ' ' ' Ят—і!(т)
є

де Ші =  Ші(ц2, . . . ,цт) =  є/\ф(і)\Яі.
Теорему для т  =  І доведено.
Доведемо тепер крок індукції, збільш ую­

чи кількість змінних на одиницю. Зафіксує­
мо змінну ц т Є Бт і розглянемо функцію

Із нерівностей (9), (10) маємо
є

Р (\А\<є) <  Бт
Я і • • • Я т\і(т) \

Бт(шт) ̂

де Шт
є/ \і(т) \ . Теорему доведено.
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Із твердження теореми випливає, що 
lim Fm(w) =  0 (рис. 1). Дійсно, для довіль-
w^0
ного а  >  0 існує границя lim т-а  ln т і до­

Т ̂ Ж
рівнює нулю, оскільки ln т ^  ж  та та ^  ж,  
то за правилом Лопіталя

lim
ln т

lim 1 /т
т^ж та т^ж ата—1 lim

1
0 .

Звідси отримуємо шукану границю

lim Fm(w) =  lim Fm(r  )
w^0 т ̂ ж

m— 1
m -  (ln т 2)j = m- 1 2j ( lim ln т  у = o 
Z_^ j !т 2 Z_^ j ! [фЯЖ тУ з )  '
j =0 J' j =0 J ‘

: lim
т Я J j ! т

j =0 J

ДОВЕДЕННЯ. Я кщ о S * =  S **, то нерів­
ність ( 11) очевидно виконується як рівність, 
у протилежному випадку, оскільки f  — си­
метрична щ одо початку координат ком­
плексної площини C, вважаємо в* і в** дій­
сними числами, а саме 0 <  в* <  в**.

У  випадку в* =  0 для точок z Є S * вико­
нується нерівність \z\ <  R  і лише для них, 
том у внаслідок незростання f  отримуємо

inf f  (\z \) >  sup f  (\z \). (12)
s *\s ** s** \s*

У  випадку в* >  0 і S * П S ** =  0 маємо

inf \z\ =  в** — R  >  в* +  R  =  sup \z\,
s** s *

тобто справдж ується ( 12), оскільки

inf  f  ( \z \) =  f  (suP \z \) , suP f  ( \z \) =  f  M \ z \) -s * s * s ** s **

Доведемо цю ж  нерівність у протилежно­
му випадку S * П S ** =  0 .

Тепер маємо в** — R  <  в* +  R , або

в** — в* <  2R  (13)

і обидві точки М\ та М 2 перетину кіл

\z — в*\ =  R, \z — в**\ =  R

мають абцису (в* +  в** )/2 , а ординати ± у  
визначаються з рівняння

у 2 =  R 2 — (в* — в**)2/4.

Рис. 1: Графіки функцій F M  при m = ! , . . . ,  6. 0 тже, віддалі цих точок від початку коор- 
Справджуються нерівності Fi(w) < F2W) < • • •.

Отже, можемо покласти Рт (0) =  0 і роз­
глядати функцію Рт на множині [0 , + т о ).

Рт(М)

динат однакові і дорівню ю ть R 1 , де

Лема 1 доводиться за допом огою  такого 
твердження про інтеграли.

Л е м а  2. Нехай / : [0, то) ^  К  — незро- 
стаюча неперервна функція,

Б* =  { г  Є С : Іг — в*| < Я ] ,

Б** =  { г  Є С : Іг — в** | <  Я ]  —

відкриті круги радіуса Я, центри в* і в** 
яких впорядковані так, що |в*| <  |в**|, тоді 
справджується нерівність

f ß** ) 2
R2

R 2
і= ß** ) 2

4
+

4
R 2 +  ß*ß*

/ f ( \z\)dxdy >  / f ( \z\)dxdy.
Is* JS**

тобто R 1 =  \JR2 +  ß*ß**.
Нехай z 1 =  x 1 +  iy 1 Є S1 \ S2, тоді

ß* _  R  < x 1 <  (ß* +  ß**)/2, y2 <  R 2 _  ( x 1 _  ß*)2

і \z1\2 <  R 2_ ( x l _ ß * )2+x2 =  R 2_ ß * 2+ 2 x ß  <
R 2 _  ß*2 +  (ß* +  ß**)ß* =  R 2 +  ß*ß** =  R2.

Я кщ о ж  z2 =  x 2 +  iy2 Є S2 \ S1 , то 

(ß*+ ß**)/2 <  x 2 <  ß**+R, yl  >  R 2_ ( x 2_ ß * )2

і \z2\2 >  R 2_ ( x 2_ ß * )2+x2 =  R 2_ ß * 2+ 2 x 2ß* >  
R 2 +  ß*ß** =  R 2̂ при (ß* +  ß**)/2 <  x 2 <  ß* +  R,

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 2-3. 77



а при в* + Я  <  х 2 <  в**+Я  маємо \%2 \2 >  х 22 ^  л. я  маємо |Z2 |
Я 2 +  2Яв* +  в*2 — Я 2 +  ,

Ця нерівність випливає з формули (13). 
Отже, у всіх випадках виконується нерів­

ність ( 12), оскільки внаслідок незростання 
функції f , маємо

SіП; / ( \%\) =  /( виР \%\) >
&*\&**

Я кщ о А  =  0, то 

Я  1 „ ,  Б т —і ( \А%т +  В\

Бт—і (  щ )  < І =  Бт( + х ')=Бт(  щ т )  •

Ахт Аут

> 1  С 1;  \%\) =  вир 1&**\&*

Я кщ о А  =  0 , то введемо заміну

% =  А%т +  В,  %т =  (% — В)/А,

з якобіаном І / \А\2, яка круг Бт відображає 
(1 1 )' Обчисли- у круг Б’ =  {% Є С : % — (А9т+ В )і < \А\Ят}

радіуса |А|Ят і запишемомо у ній подвійні інтеграли

І / ( \г\)9х 9у І

+ 1  ( \г\)9х9у >
пЯт Jsm Бт—Б  \А%т +  В\

І
Ахт Аут

І

>  шеав (Б * \ Б**) 1п£ / (%\)+
&*\&**

п \А \2Я т з  & І |
Бт—і ( у А х А у  <

<

+  1  ( \%\)АхАу̂
9&'*п &'**

п \А \2Я т Js
Бт—і ( т М  АхАу,  (14)

1  ( \%\)9х 9у

' +  І 1  ( \%\)9х9у <
&**\&* Зя*п&'**7

<  шеав (Б ** \ Б*) вир / (\%\)+
&**\&*

де Б =  { г  Є С : Я  <  А Я т , } .
Остання нерівність у формулі отримана 

на основі леми 2, де Б ** =  Б(, Б * =  Б , f  (ї) =  
Б т -і ( іЯ ) .

У  першому випадку | А Я т <  1, коли фун­
кція Бт- 1  (1/|г|) у крузі Б дорівнює одиниці, 
маємо

+ 1  ( \%\)АхАу. Бт—і { І /\%\) йхйу  =  п\А\2Я,2 г>2т,

а у другому випадку \ А\ Ят >  І перейдемоОскільки шеав (Б* \ Б**) =  шеав (Б** \ Б*), то
тз нерівності ( 12) випливає нерівність ( 11) і / \1 6 7  1 • 7 до полярних координат (г , ф) , тому

доведення леми. -
Встановимо також твердження леми 1.
ДОВЕДЕННЯ. Диференціюємо рівність Бт-  А —  ̂ АхАу =  2п г Аг+

І3 \\z\J І0
і —і

Бі (у/т) =  1  (т) =  Т ^ (— 1П Т)1 / 1\̂ +  2п
-1̂ 1«  г ' Х 2. ( 1п г

У

0 
2\І

Аг =  п +
1=0 

\і—і

г 2 •  ̂ 0 \
і=0 7 ■

т 2 1п Г2\і +і

(з +  І)\

\A\Rm т і
= п Vіп \ А \2 Ятт

і=0
з\

тоді /’ (т) =  ( 1п (І /т)У /(з — І)\ >  0 для + п  
Т Є (0, І), тобто функція / монотонно зро- і =0 
стає разом із функцією Бі на інтервалі (0 , І).

Із рівності Бі (т) =  І при ш >  І і дода- Із нер івності (14) та з останньої ф ормули ви- 
тності на (0 , І) величин ш2(—2 1п ш)1/1\ ви- пливає довед ення леми. ■
пливає, що Б ( ш) Є (0, І], якщ о т Є (0, + т о ). З теореми 1 і формули А к =  ц і • • • ц т+ • • ■
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випливає оцінка

P ( Д І  < є к) <  f J  r  єк R )
\K\ • • • K m /

m— 1

Rp ••• R Im j =0 j r * ••• Rm

P (  ( Д к| < f k 0 <keZP\K

<  E  F

k|

є к Fm(Ck -Г)
R 1 R mkeZP\K 1 m keZP\K

якщ о є к =  C R 1 • • • R mk r , де r >  p/2, а C  
деяка стала з інтервалу (0 , 1).

якщ о є к <  Я 1 • • • Я т .
Знайдемо ймовірність виконання хоча б 

однієї з нерівностей \ Д к \ <  є к, к Є Z p \ К , де 
Єк <  Я 1 • • • Я т, а саме ймовірність

Р (  Ук&Р\К (\Д к\ < Єк) )  ,

де V кєі.Р\к — операція ди з ’юнкції на \ К .
З попередньої оцінки (15) отримуємо

Отже, Ят(и )  <  т тв1/ви р(1 в  і шукана ймо­
вірність має оцінку

р  ( \Д к\<Єк) )  <  С  р(1-в )х

х т тє 1/в ^  к -рг(1-в) <  ж.  (16)
кЄ2Р\К

Виберемо (та зафіксуємо) сталу в  з умови 
0 <  в  <  1 — р/2г, а сталу С  за формулою 
С  =  є 1/р(1- в ) С 1 , де є Є (0 ,1 ),

C 1 m me 1/ß kk

keZP

- 2r(1-ß) 1/2(ß - 1)

Рис. 2: Графік функції we/ ew. Єдиний максимум до- k£K

Звідси отримуємо

P ( V k№ \K (|Дк 1 < єк) )  < є

і для всіх k Є Z2 \ K  з ймовірністю 1 — є 
виконуються нерівності

|Дк| >  є 1/р(1-ß)C 1R 1 ••• Rmk - r . (17)

5. Т е о р е м а  існ у в а н н я  та  є д и н о ст і.
Позначимо П к — проектор на множину K , 
тобто Пк ф =  фкet(k,x), тоді I  — Пк  є та-

keZP
кож проектором на множину Z 2 \ K .

Нехай числа d1 , . . .  , dm, N , Л, A,  r та мно­
жина K  є фіксованими, ht =  (t +  (m  — 1)T) Л,

X t =  E -ht ,N (<̂ 2n) > Y j =  +r+(m-1)mN (^2n) ,

де t Є [0 ,T ], j  =  1 , . . .  ,m.
Т е о р е м а  2. Припустимо, що r >  p/2, 

Pj Є Y j  i виконується умова Д к =  0 для 
всіх k Є Z2 . Тоді з ймовірністю одиниця 
задача ( 1), (2) р озв ’язна і компоненти Uj 
ї ї  р озв ’язку  u =  col (u 1, . . .  , um) задовольня­
ють умови  { D qj Uj (t, •) ,Dqj-N uj (t, •)} С X t . 
Крім того, , якщо виконується умова 
min | Д к(k)| >  0, то для довільного є  Є (0 ,1)

сягається у точці (e, 1). з ймовірністю 1 — є на множині  S 1 х^ • •х Sm 
задача ( 1), (2) розв ’язна і справджуються  

Із нерівності x e/ex <  1, яка виконується оцінки m
рна множині х  >  0 (рис. 2), випливає, що 

и -а  їп и  <  1 /еа  для додатних и  і а,  тому 
для и  >  0 і в  >  0 маємо

11(1—Пк )U  (t, •); X t f< C p p y ]  \\pj ; Y j
j =1

\\D- N ( I —Пк)U'(t,  •); Xt||p< (18)
m- 1

w Y  j  ( ln  W ) j <  m me 1/ßw 1-ß.
j =0

< A PCp E  \\Pj; Y j
j =1
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де С 2 =  є і/2(в—і)4т(2 Т Л ) {т—і)тСі Яі ■■■ Ят.
ДОВЕДЕННЯ. Я кщ о А к =  0 для всіх 

к Є ТР, то для функцій и  к справдж ую ­
ться оцінки (6), (7). Із формули (16) і ле­
ми Бореля-Кантеллі [14, с. 13] випливає, що 
ймовірність нескінченності множини {к  Є 
Т : \Ак(к)\ <  С к —г}  дорівнює нулеві. Отже, 
з ймовірністю одиниця виконуються проти­
лежні нерівності \Ак(к)\ >  С к —г для всіх 
великих к . П ідставляючи останні оцінки у 
формули (6), (7), отримуємо включення

{ Б Яи3(і, ■), Б Я—ми’і(і,  •)} С X*

за умови ф3 Є Y j ,  де з =  І , . . .  ,т.
З ймовірністю І — є  виконуються оцінки 

знизу (17) на множині Т  \ К , том у на цій 
множині з ймовірністю І — є  і отримуємо рів­
номірну оцінку (18) на основі формул (6), (7) 
та (17). ■

6 . В и сн о в к и . Отже, у роботі встановле­
но розв ’язність з ймовірністю одиниця, щодо 
параметрів у нелокальній умові (2), задачі з 
двоточковою  нелокальною умовою  для ані­
зотропної системи рівннь з частинними по­
хідними ( 1) зі сталими коефіцієнтами у шка­
лі гільбертових просторів 2п -періодичних за 
просторовими змінними функцій. Особливі­
стю  рівнянь є шукана функція зі зміщеними 
значеннями векторного (просторового) ар­
гументу х. Задача пов ’язана з проблемою 
малих знаменників і є некоректною щодо 
параметрів задачі. Для малих знаменників 
встановлено оцінки знизу за допом огою  ме­
тричного підходу.
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