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П Р О  Н А Б Л И Ж Е Н Н Я  Н Е А С И М П Т О Т И Ч Н И Х  К О Р Е Ш В  
К В А З Ш О Л Ш О М Ш  Д И Ф Е Р Е Н Ц Х А Л Ь Н О -Р Х З Н И Ц Е В И Х  Р Х В Н Я Н Ь  

Н Е Й Т Р А Л Ь Н О Г О  Т И П У  ХЗ Б А Г А Т Ь М А  В І Д Х И Л Е Н Н Я М И  А Р Г У М Е Н Т У

Для наближеного знаходження неасимптотичних коренів квазіполіномів лінійних 
диференцціально-різницевих рівнянь нейтрального типу з багатьма відхиленнями аругменту 
запропоновано обчислювальну схему підвищеної точності.

The scheme of higher accuracy of appreciated finding of nonasymptotic roots quasi­
polynomials of linear differential-difference neutral equations with many derivations argument is 
constructed and investigated.

В с т у п . При дослідженні стійкості, 
осциляції, біфуркації розв ’язків лінійних 
диференціально-різницевих рівнянь ва­
жливу роль відіграє розміщення коренів 
відповідних квазіполіномів.

Аналіз розміщення нулів квазіполіномів 
дослідж увався в роботах [1-3] для встанов­
лення умов стійкості розв ’язків відповідних 
диференціальних рівнянь із запізненням.

При дослідженні схем апроксимації ліній­
них диференціально-різницевих рівнянь [4­
6] виявилося, що наближення неасимптоти­
чних коренів їх квазіполіномів можна знахо­
дити за допом огою  характеристичних мно­
гочленів відповідних апроксимуючих систем 
звичайних диференціальних рівнянь. У  да­
ній роботі дослідж ується застосування схе­
ми апроксимації підвищеної точності для 
побудови алгоритму наближеного знахо­
дження неасимптотичних коренів квазіполі- 
номів лінійних диференціально-різницевих 
рівнянь нейтрального типу з багатьма від­
хиленнями аргументу.

1. Д о п о м іж н і тв е р д ж е н н я  
Розглянемо лінійне диференціальне рів­

няння з багатьма відхиленнями аргументу 
вигляду

Лх(і) _  £  _  Т)  +  £  в  Лх(і _  т.)
dt i=0 i=l dt

При дослідженні рівняння (1) важливе 
значення має розміщення нулів його хара­
ктеристичного квазіполінома

Ф(А) =  A А іе-Хті -
-, — Хті 0 .

і=0 і=1

Апроксимуюча система звичайних диф е­
ренціальних рівнянь підвищеної точності 
для рівняння ( 1) має вигляд [6]:

dzo(t)
dt

dZi+m(t)
dt

A j zj (t) +  Y 1  B j zj + m(t) ’
j =0 j=l

dzi(t)
dt zi+m (t) j

2ц2 [ z - i ( t )  -  zi(t)] -  2^zi+m(t),

m гШТі

де A i , B i , i =  0 ,n  -  сталі, 0 =  т0 <  т1 <  т2 <
... <  Т„ Т.

і =  1 , ц =  — , Із =  [------].
т т

Покажемо, що при т  ^  ж  корені ха­
рактеристичного многочлена системи (3) 
апроксимують неасимптотичні корені квазі- 
полінома (2).

Для знаходження аналітичного вигляду 
характеристичного многочлена системи зви­
чайних диференціальних рівнянь (3) роз­
глянемо спочатку випадок рівняння з двома 
відхиленнями аргументу.

Випишемо характеристичне рівняння си­
стеми (3) при п =  2, покладаючи к =  [ ]  :

^ 1т+\(Х) =
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Л е м а  1. Для характеристичного рівня­
ння (4)  справджується рівність

А 2т + і (А) — (А 0 — А)
Аг Ат

і + ( і  +  2— ) — 2—
+

+ А і

+ А 2 +  ВіА

і +  ^  ( і  +  ф )—  2—

і +  ^  ( і  +  ф )—  2—

т—к
+

т к
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В і
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2ц2 —2ц2 О —2ц — А О
О 2ц2 —2ц2 О —2ц — А

— (А 0 — А)І0 — АД-у +  А 2і 2 — В і І 3 +  В 2ІІ2

(6)
Розкриваючи окремо кожний із визна­

чників І 02, 1 2, І2 , І 2, І 2, маємо

І02
І і2
І 2
І 2І 2
13 
І 2
14

[А(2р +  А) +  2р 2 ]2, 
—2Д[А(2р  +  А) +  2р2],
(2р 2)2,
—2р 2[А(2р +  А) +  2р2]А, 
(2р2)2А.

А \т-і (А) — (А 0 — А) і + -  ( і + ф - )—  2—

т і
+

+ А і

+ А 2+ ВіА

і +  -  ( і  +  ф - )—  2—

і +  -  ( і  +  2— )—  2—

т—к— і
+

т—к— і
+  В 2А — 0 .

Покажемо, що вона має місце і для т. 
Визначник у співвідношенні (4) розкри­

ваємо за першим рядком. М аємо

^ 2„ +1(А) =  ( А  -  А) ІД  +  ( - 1)к+2ЛіГт+

+ ( - 1)Т +2А 2І ?  +  ( - 1 ) к+т+2В 1І3Т+

+ ( - 1)2т +2В 2І4Т =  0.

Для визначників І0Т , І ? ,  І ?  ІЗ?, ІД  м о­
жна одержати рекурентні співвідношення

21 г т - і
Іт — [А(2р +  А) +  2р ]І0

к+2 2

+  В 2А — 0. 12

іт — (—і ) к+22р 2[А(2р +  А) +  2р 2]Д
І  т   І 1 \т +2

21 тт-і

Д о в е д е н н я . Застосуємо метод матема­
тичної індукції. Перевіримо, що при т  =  2 
рівність (5) має місце. Дійсно,

тт
13
тт
14

(—і ) т+г2Д  І2т - і ,
(—і ) т +к+22р 2[А(2р +  А) +  2р2]АІ3т - і , 
(—і ) 2т +22р2АІ4т - і .

Із рекурентних співвідношень (8) безпо­
середньо знаходимо:

104 — [А(2р +  А) +  2р ]21 т
тт
11 
тт
12 
тт 
І 3

(—і ) к+2(2р 2)к [А(2р +  А) +  2р 2]21 т—к

(—і ) т +2(2р 2)21 т

—  і ) т+к+2(2Д ) к [А(2р +  А) +  2р2]т -к  А,
І Т  =  ( - 1 )  +2(2р2)Т А.

(9)
Використовуючи індуктивне припущення 

(7), співвідношення (9) і позначення р  =  —, 
одержуємо рівність

А 2т + і (А) — (А 0 — А) і + -  ( і + ф )—  2—
+

Підставляючи значення І^, І^,І^ ,І^ ,І^  у 
рівність (6) і враховуючи , що р  — ™, пере­
конуємось, що рівність (5) при т  — 2 пра­
вильна.

Припустимо, що для деякого т  — і  рів­
ність (6) вірна, тобто

Ат Ат 
+ А і і +  —  +  2— >

+ В і А  і +  А ( і  +  Ф )
—  2—

т—к
+  А 2+

т—к
+  В 2А — 0.

Лема 1 доведена.
Розглянемо тепер характеристичне рів­

няння системи (3) при довільному п Є N.
Л е м а  2. Для характеристичного рівня­

ння системи (3) справджується рівність

А т + і (А ) (А 0 — А)
Ат Ат

і+  і+ -------
—  2—

+
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n 1

+  A
i=1

n
+ Л п +  'у '  ЛБ,

Лт Лт
1 H 1 H-------

m  2m

m li
l lQ) + A n

n 1

1 + ^  ( i + mm  2m
l

n-  1

i=1 1 + - ( 1 + ^ )m  2m

m li
l +  Y ^  ЛБ,

+ \ В п — 0 .

Доведення леми 2 нескладно одержати, 
використовуючи метод математичної інду­
кції і техніку доведення леми 1.

2. Н а б л и ж е н н я  н е а си м п т о т и ч н и х  
к о р е н ів  к в а з іп о л ін о м а

Л е м а  3. Для фіксованих А Є Ъ послідов­
ність функцій

i=1

+ЛБ„

1 +  -  ( i © )m  2m

li

1 + ^  ( i + mm  2m

+

) —

Л0 — Л +  Лі —Лтг +  Л е -Лт +  Лпе +
і=1

n 1
+  У ' ЛБіе -Лтг +  ЛБпе Лт

і=1

Н і (Л) Dnі +1(Л) - ,m  Є N, ( l l )
( 1 +  m  ( 1 +  2m ) )

до квазіполіномазбігається при т  
(2).

Д о в е д е н н я . Розгляне фіксоване А Є ї .
Тоді А _  _  т і  т і за можливим винятком
одного значення т . О тж е  ф ункція Нт(А) щт+ЛА)  і Нт(А), згідно рівності ( 11), збі 
визначена для всіх т  Є N за можливим 
винятком одного т  Є N.

Враховуючи рівність (11), маємо

Отже, переходячи в рівності (12) до гра­
ниці при m  ^  ж,  для фіксованого А Є Z,
одержимо

n П
lim Нт(А) =  А -  V  Лгв-Хті -  А V  Б гв-Хті.

г=о г=і
Лема 3 доведена.
З а у в а ж ен н я . Оскільки нулі функцій

Ні (Л) — (Л0 — Л) +  
n—1 г л / л \ и — li

2m+1V/V 1 J m
гаються, то корені характеристичного мно­
гочлена (lQ) можна брати в якості наближе­
них значень неасимптотичних коренів квазі- 
полінома (2).

+  Y 1 Л
і=1

+ A

Лт Лт
1 + 1 +-------

m  2m

1 + - ( i + mm  2m
+

n-  1
+  у  J ЛБ,

і=1

Лт Лт
1 + 1 +-------

m  2m

li
+

1 +  -  ( i  +  r )m  2m
+ЛБ

На підставі відомих границь

/л Лт Л2т2lim (1 + + -  2 )
m̂ <x, m  2m 2

,л Лт Л2т \ -
lim (1 + + - — 2 )

m̂ <x, m  2m 2

0 .

Лт

Лтг

та означення числа li одержуємо рівність
n 1

lim ((Л 0 — Л) +  52^ Лі п.—»r>o • J
i=1

Лт Лт
1 + ( 2—m  2m
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