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Н ІЛ Ь П О Т Е Н Т Н ІС Т Ь  Г Р У П И  У Н І Т Р И К У Т Н И Х  А В Т О М О Р Ф ІЗ М ІВ  
К ІЛ Ь Ц Я  М Н О Г О Ч Л Е Н ІВ  В ІД  Д В О Х  З М ІН Н И Х  Н А Д  С К ІН Ч Е Н Н И М  

П О Л Е М

Доведено, що група унітрикутних автоморфізмів кільця многочленів K  [x , у] в і д  двох з м і н ­

н и х  над скінченним полем є нільпотентною, наведено нижню оцінку для класу нільпотентно- 
сті цієї групи, з якої випливає, що клас нільпотентності зростає з ростом числа елементів 
поля.

It is proved that the group of unitriangl automorphisms of the two variable polynomial ring 
over a finite field is nilpotent.

1. В с т у п .  Нехай К  -  фіксоване по­
ле, К [х,у] -  кільце многочленів від змін­
них х , у  над полем К , О =  Л пїК[х ,у ]  -  
група автоморфізмів К [х,у]. Кожен авто­
морфізм кільця многочленів К [х,у] одно­
значно визначається образами твірних еле­
ментів х , у  Є К [х , у ]:

х  ^  а ( х , у ) , у  ^  Ь(х,у),  (1)

причому ці образи повинні бути такими мно­
гочленами з К [х, у], щоб відображення кіль­
ця К [х,у] в себе, яке задається відповідні­
стю

/ ( х , у ) ^  / ( а ( х , у ) ,Ь(х , у ) ) ,

/ (х, у) Є К  [х, у ], продовжувалося до такої 
бієкції К [х,у] в себе, що обернене відобра­
ження також поліноміальне.

Автоморф ізм  п, який визначає пара ( 1), 
діє на довільний многочлен / (х , у )  Є К [х,у] 
таким чином

п ( / ( х , у )) =  / ( а ( х , у ) ,Ь (х ,у ) ) -

Автоморф ізм  (а(х, у ) , Ь(х, у))  трику­
тний, якщ о його перша компонента не 
залежить від змінної у. Для трикутних 
автоморфізмів функція х  ^  а(х)  має бути 
оборотною . З умови оборотності випливає, 
що в такому разі многочлен а (х , у )  повинен 
бути лінійним, тобто мати вигляд а х  +  в . 
Враховуючи це, дістаємо, щ о многочлен 
Ь(х, у) також повинен мати ’’трикутний” 
вигляд а у  +  / (х),  де а  =  0, / (х) Є К [х].

Отже, трикутний автоморфізм визначає­
ться перетвореннями вигляду

и(х)  =  ах +  Ь, и(у) =  су +  б,(х), (2)

де а, Ь, с Є К , а =  0, с =  0, в,(х) Є К [х].
А  тому, трикутні автоморфізми -  це ав- 

томорфізми, що задаються парами вигляду

{ а гх  +  в і , а 2у +  ! (х))  ,

де а 1 , в 1 , а 2 Є К ,  а 1 ■ а 2 =  0, f  (х) Є К [х].
Трикутні автоморфізми (їх називають ще 

елементарними) утворю ю ть підгрупу в гру­
пі всіх автоморфізмів К [х ,  у], яку називають 
афінною групою Ж о н к ’єра (інакше, групою 
елементарних перетворень) кільця К [х ,у ]  
і позначають символом J2( K )  (докладніше
див.[ іК [2]) .

Група Ж о н к ’єра J2( K )  містить підгрупу 
унітрикутних автоморфізмів UJ2( K ), тобто 
автоморфізмів вигляду (2), для яких а =  1 , 
с =  1. Унітрикутне перетворення р и, задане 
рівностями

Ри(х) =  х  +  а, ри(у) =  у +  Ь(х)

однозначно визначається набором даних 
[а,Ь(х)], де а Є К , Ь(х) Є К [х]. Суперпози­
ція перетворень и =  [а1 ,Ь1(х)], V =  [а2 ,Ь2(х)] 
визначається рівністю

^  =  [а1 +  а2 , Ь1(х) +  Ь2(х +  а 1)]. (3)

А  тому групу UJ2( K )  можна ототож нити 
з групою найможливіших наборів вигляду
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[о, Ь(х)], о Є X , Ь(х) Є X [х], з правилом мно­
ження, що задається рівністю (3). При цьо­
му нейтральному елементу відповідає пара 
е =  [0, 0], а оберненою до пари [о, Ь(х)] є па­
ра [ - о ,  —Ь(х — о)]. Підгрупа и ^ ( К ) є нор­
мальною в .]2(К ), причому фактор-група 
<к2( К  )/В3 2 ( К ) ізоморфна К  * х К  *, де К  * -  
мультиплікативна група поля К .

В роботах [3], [4], [5] розпочато дослідж е­
ння груп J2 (K )  і и ^ ( К ) над полями хара­
ктеристики нуль, в роботі [6] -  вивчення вла­
стивостей групи UJ2 (K )  над полями хара­
ктеристики р >  0 та розвинуто теорію  рі­
зницевих операторів в кільцях многочленів 
над такими полями.

В даній роботі продовж ується дослідж е­
ння UJ2 ( K )  в тому випадку, коли поле К  
є скінченним. Встановлено, що для довіль­
ного такого поля К  група UJ2 ( K )  є ніль- 
потентною. За допом огою  відомих результа­
тів про клас нільпотентності вінцевих добу­
тків елементарних абелевих р -груп наведе­
но нижню оцінку для класу нільпотентності
и ^  ( К ).

2. Н і л ь п о т е н т н і с т ь  г р у п и  UJ2 ( K ) 
н а д  с т н ч е н н и м  п о л ем .  Нехай К  =  
є скінченним полем, д =  рт, де р  -  де­
яке просте, а т  -  натуральне число. Гру­
па UJ2(Fq) є нескінченною, локально -  скін­
ченною групою показника р 2. Нехай Fs [x] 
-  підгрупа многочленів степеня ф в в 
Fq[ж] ( в =  0 , 1, 2 , . . . ) .  Множина перетво­
рень

Щ =  {[о,/(х)]\/(х)  Є FS[x]}  

є підгрупою групи U J2(Fq), яка має порядок

\Щ\ =  д • д‘ + 1.

А тому, підгрупа ^  нільпотентна 
(в =  0 ,1, 2 , . . . ) .  Оскільки

) =  и  ГД
і=0

то група UJ2 (Fq) є локально нільпотентною. 
Насправді, в цьому випадку можна сказати 
більше.

Нагадаємо, що різницевий оператор в 
кільці К  [ж] визначається (див., напр. [6])

для елемента а Є К  як відображення 
А а : К  [ж] —— К [ж], яке задається рівністю

А а !  (ж) =  ! (ж +  а) — !  (ж), !  (ж) Є К  [ж].

Відображення А а є лінійним, тобто для до­
вільних многочленів f , д Є К  [ж] і будь-яких 
а, в  Є К  виконується співвідношення

A a ( а f  +  в д )  =  а A a f  +  в  Аад.

Крім того, мають місце такі очевидні рівно­
сті:

(i) A o f  =  0 , Аа(соп8і) =  0 ;
(ii) А a А bf  =  А bА a f ;
(iii) (ж) • д (ж)) =  f (ж +  а ) А ад(ж)+

+ g (ж)Аaf  (ж).
Символом А la позначатимемо /-тий сте­

пінь оператора А а і нехай ст^(ж)  -  степінь 
многочлена f  (ж).

Наведемо таке допоміжне твердження. 
Лема 1. Для довільних перетворень  

и =  [а, f  (ж)] і V =  [в,д(ж)] із групи UJ2( K ) 
мають місце рівності

а) и - 1 vu =

=  [в, —f  (ж — а)  +  д(ж — а)  +  f  (ж — а  +  в)];  

Ь)(и,У) =  u - 1 v - 1 uv =

=  [0 , —f  (ж — а) — д(ж — а  — в ) +

+ І : (ж — а  — в )  +  д (ж — в )]. 

Доведення див. [6].
Теорема 2. Для  довільних р і т  група 

и  J2(Fq), д =  рт, є нільпотентною.
Доведення.  Група UJ2 (Fq) буде нільпо­

тентною, якщ о існує таке натуральне число 
с, що простий комутатор

(жі,ж2 , . . .  ,жс) (4)

є тотож ністю  в цій групі. Згідно з лемою 1 
комутатор довільних двох перетворень має 
вигляд [ 0 ^ (ж)], де f  (ж) Є Fq[ж]. К омутатор 
цієї пари з довільною парою [а, Ь(ж)] має ви­
гляд [0, А аf  (ж)], тобто залежить лише від 
першої координати пари. А  тому при с У 3 
значення простого комутатора вигляду (4) 
на довільних перетвореннях и 1 , и 2, . . .  ,и 3 із 
UJ2(Fq) має вигляд

[0, А аі А а2 . .. А ас-2 f  М
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де f (х) Є Рд[х] ,а1 ,а 2 , . .. ,а с- 2  Є Ед.
Оскільки символи операторів А а. у виразі 
Аа 1 Аа2 . . . Аак f  (х)  комутують, то їх можна 
перегрупувати так, щоб оператори з однако­
вими параметрами аі стояли поряд. А  тому 
цей вираз може бути переписаний у вигляді

А ^ А а 22 . . . А - f (х) , (5)

де аі1 ,а і2, . . .  , аіі є попарно різними елемен­
тами із Гд. При цьому якщ о один з елементів 
ац (1 Ф І Ф і) дорівнює нулю, або один з 
показників гі більший або рівний р, то мно­
гочлен, який визначається цим виразом до­
рівнює нулю. Виберемо число к так, щ об ви­
конувалась нерівність

(рт — 1 )(р — 1) >  к

тоді для виразу (5) має місце нерівність

Г1 +  г2 +  . . .  +  гі >  (рт — 1 )(р — 1).

Число і не може перевищувати кількість не- 
нульових елементів поля, тобто і <  рт — 1. А 
тому принаймні одне з чисел Гі (1 ф І ф і) 
мусить бути не меншим ніж р . Таким чином, 
для таких значень к при довільному много­
членові f  (х) Є [х] і довільних елементів
а1 ,а2, . . .  ,ау Є має місце рівність

А аі А а2 . .. А ак f  (х) =  °.

А  це й означає, щ о для довільних перетво­
рень и 1 ,и 2, . . . , и у  Є UJ2 (Fд) виконується 
рівність

( щ , щ , . . . ,ин) =  е,

тобто простий комутатор ( х 1 , х 2, . . . , х у ) є 
тотож ністю  в UJ2 Д д). Теорему доведено.

Для того, щ об оцінити знизу клас ніль- 
потентності групи UJ2 (Fд) розглянемо гом о­
морфізм цієї групи на вінцевий добуток  двох 
елементарних абелевих груп порядку р т. 
Вінцевий добуток  Ш (т ,р )  =  Ст тг Ст 
двох елементарних абелевих р-груп рангу т  
можна розглядати таким чином. О тотож ни­
мо групу Ст з адитивною групою поля Fд. 
Елементами вінцевого добутку Ш (т ,р )  є па­
ри [а, f ], де а Є Ст і f  -  довільне відобра­
ження із Ст в Ст , а правило множення за­
дається рівністю

[а1 , f l ] [а2 , Д2] =  [а 1 +  а2 , Д1 +  Д24 ],

де f а-  відображення із Ст в С ^ ,  визначене 
рівністю

f а(х) =  f  (х  +  а ) , х  Є Ст .

При ототожненні групи С  т з адитив­
ною групою поля Fд кожне відображення 
f  : Ст ^  Ст ототож ню ється з відобра­
женням Fд ^  Fд поля Fд в себе.

Лема 3. Кож на скрізь визначена функція 
f  : Fд ^  Fд задається деяким многочленом.  
Два многочлена f 1 і Д2 із Fg [х] завдають  
одну й ту ж  функцію тоді й лише тоді, 
коли

Д1 (х) =  Д2 (х )той(хд — х).  (6)

Доведення.  Функція Д визначена своєю 
(скінченною) таблицею значень

0 а\ ад—1
/ (0) / (аі ) /(ад-\)

де а 1 }а2, . . .  , ад- 1  -  ненульові елементи по­
ля Fд, а тому однозначно задається інтер­
поляційним многочленом у формі Лагран­
жа, який обчислюється за цією таблицею 
(див.[7], стор. 158). Оскільки мультипліка- 
тивна група F* має порядок д — 1 , то для до­
вільного елемента а Є F*  виконується умова 
ад- 1  =  1, звідки дістаємо ад — а =  0. Отже, 
многочлен х д — х  в будь-якій точці х  Є Fд на­
буває значення 0 , тобто завдає тотож но рів­
ну нулю функцію. Таку ж  властивість має 
кожен многочлен, що кратний х д—х,  і навпа­
ки, кожен многочлен, який завдає тотож но 
рівну нулю функцію, ділиться на х д — х . А 
це й означає, що має місце конгруєнція (6). 
Лему доведено.

Лема 4. Вінцевий добуток

Ш (р ,т) =  Ст тг Ст

є нільпотентною групою класу т(р — 1) +  1.
Доведення див. [8].

Нехай С (О )  -  клас нільпотентності групи
а .

Теорема 5. Для довільних р і т  клас 
нільпотентності групи UJ2(Fg) задоволь­
няє нерівність

c(UJ2 (Fg)) ^  т(р  — 1) +  1. (7)
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Доведення.  Нехай F u n (F q) -  множина 
скрізь визначених функцій над полем Fq, 
тобто \Fun(Fq)\ =  д<ї. Задамо відображення 
7  : Fq [х] ^  F u n (F q), поклавши для довіль­
ного многочлена / (х ) Є Fq[ж] , що 7 (/ (х )) 
-  це функція, яка визначена цим многочле­
ном над Fq. Очевидно, виконуються співвід­
ношення:

о) А(/(х)  +  9 (х))  =  А( / ( х ) ) +  а  (g ( x ) ) ,

/(х ) , 9 (х) є ^ [х];

ь) А(/(ж +  о))  =  (А/ ) (х  +  o),

/ (х) Є Fq [х],0 Є Fq.
К ористую чись цим, задамо відображен­

ня п із U ,1 2Д 5 ) у вінцевий добуток  Ш (р, т),  
поклавши для кожного перетворення [о, /] 
із UJ2 (Fq): п ( [о ,/ ]) =  [0 , 7 (/ )]. Пересвідчи­
мося, що відображення п є епіморфізмом. 
Якщ о / пробігає Fq[ж], то 7 (/ ) пробігає 
F u n F q, а тому п є сю р ’єктивним. Покаже­
мо, що воно має властивість гомоморфності. 
Нехай [о\, /і] і [о2, /2] -  довільні два перетво­
рення із UJ2(Fq). М аємо

п([о і ,/ і] • [о2 ,/2]) =

=  п([ві +  02, /і(х) +  /2 (ж +  о)]) =

=  [оі +  02 , 7  (/і(х)  +  /2 (ж +  о))] =

=  [оі +  о 2, 7  (/і ( х ) ) +  7  ( / 2(ж +  о))] =

=  [оі +  о2, 7  (/і (х ) )  +  (7 /2) (х  +  о)] =

=  [оі , 7 (/і (х ) ) ] [о2, 7  (/2 ( х ) ) ] =

=  п ( [о і ,/ і])п ([о2, / 2}) .

Отже, відображення п є гомоморфізмом.
Таким чином, вінцевий добуток  Ш(р, т)  є 

гомоморфним образом групи UJ2 (Fq). А  то­
му для класу нільпотентності цих груп має­
мо нерівність

c(UJ2 (Fq)) у  с(Ш(р,  т)).

Тепер нерівність (7) випливає з леми 4 і те­
орему доведено.

Таким чином, із зростанням числа т  клас 
нільпотентності груп UJ2(Fq) , д  =  рт, стро­
го зростає.
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