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К Р А Й О В А  З А Д А Ч А  Д Л Я  Н Е Л ІН ІЙ Н О Ї К О Л И В Н О Ї  С И С Т Е М И  З ! 
С Т А Л И М  З А П І З Н Е Н Н Я М

Доведено нові теореми обгрунтування методу усереднення за швидкими змінними крайо
вої задачі для багаточастотної нелінійної системи зі сталим запізненням. Встановлено якісні 
оцінки відхилень розв’язків вихідної та усередненої задач.

New theorems on the substantiation of averagrng method by all fast variables of the boundary 
value problem for multifrequency nonhnear system whh the constant delay have been proved. 
Quahtative estimations of solutions of and averaged boundary value problems have been
estabhshed.

М етод усереднення застосовується до  ди
ференціальних рівнянь в різних функціо
нальних просторах, в тому числі і до рів
нянь з запізненням. Суть методу полягає в 
заміні вихідних рівнянь простішими, які на
зиваються усередненими. Природнім в дано
му випадку є питання про оцінку відхилен
ня розв ’язків вихідної та усередненої систем. 
Важливим також є дослідження існування 
розв ’язку вихідної системи та оцінка його 
відхилення від розв ’язку усередненої систе
ми. Д ослідж увалось це питання для різних 
класів диференціальних рівнянь у працях 
[ !-6].

У  даній статті встановлено достатні умо
ви ефективного застосування методу усере- 
дення за швидкими змінними до крайової 
задачі для багаточастотної нелінійної колив
ної системи із запізненням в повільних та 
швидких змінних.

1. П о с т а н о в к а  за д а ч і та  о сн о в н і п р и 
п у щ ен н я . Розглянемо багаточастотну не
лінійну коливну систему диференціальних 
рівнянь із запізненням

=  а (т ,х ,хА ,у ,У А ,є ) ,  (1)
ат

- у  и(т)
—  = -------- + Ь(т,х,ха ,У ,У а , є )  (2)
ат є

та крайовими умовами вигляду
Мі (т)х(т) +  Ni(r)x(L) =  f  (т),тЄ [—А ,0], (3)

M 2 (т) у  (т) +  N 2 (т) y(L) =  д(т),т Є —А , 0], (4)

де х  =  х(т, є),  у  =  у(т, є ) , х А =  х(т—А ,  є ) , у А =  
у(т — А ,  є),  А  =  const >  0 , [є0, 0) 9 є - малий

параметр, є 0 ^  1, х  Є D  С R n, y  Є R m, 
D  -  обмежена область в R n, т =  єt Є [0, L], 
L =  const  >  0; М 1 (т), N 1 ^)  -  неперервні на 
[—А ^ ]  n х  n матриці; М 2 (т), N 2 (f) -  непе
рервні на [—А ^ ]  m  х  m  матриці; f  (т), д(т) 
-  неперевні вектор-функції розмірності n і 
m відповідно на [—А , L]; a -  вектор-функція 
розмірності n; b і и  -  вектор-функції розмір
ності m .

Для системи (1) - (2) характерні резонан
сні явища, що значно ускладнюють її  дослі
дження [1, 2]. В точці т Є (А , L] для (1) -
(2) умова резонансу враховує запізнення в 
швидких змінних і набуває вигляду

1 кі(т) =  (k, и(т)) +  (1,и(т — А ) )  =  0, 

де (•, •) -  скалярний добуток  в R m, ||k|| +
lll ll =  0  llk ll =  lkl I +  \ k2 I +  ••• +  \km^ k і 1 -
вектори з цілочисельними координатами.

Для т Є [0, А] умова резонансу не врахо
вує запізнень у швидких змінних і записує
ться у вигляді

(k, и(т)) =  0 , 

в якій lk l  =  0 , l k l  =  \кі\ +  k \  +  ••• +  Ikm\.
Припустимо, щ о виконуються наступні 

умови.

1) и(т) Є C q-L\, q A 2m  і в кожній 
точці т Є [0, L] відмінний від нуля 
хоч один мінор 2т - г о  порядку матри
ці W  (т), де W  (т) - матриця поряд
ку q х  2m  з елементами W j  (т) =
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Ш(г 1} (т), Wim+j  (т) =  Xlj 1)(г  -  А ) для 
j  =  1, m, i =  1, q.

2) Вектор-функції F (т,х, z , u , v , e )  =
{а (т , x, z, u, v, є),Ь(т, x,  z, u, v, є ) }  2n-
періодичні за кожною змінною 
uv, vv, v =  1,m  в області
G  =  [—А , L] x  D  x D  x  R m x  R m x  (0, є0].

3) F  €  C 2 x z (G .ffi) , F  €  C1(G,  a i).

h  (т,є) = !  f k (йє)ехр| є І  (kMz))dz\dy
0 0

справедлива оцінка [1] 

\\Ik(т,є)\| <  о 2є ^ ( (  1 +  -J sup \\fk( т , є ) || +
Gs

sup
Gs

dfк(т,є)
dT (5)

4) Д ф ' ' - р  /  ̂ де & (т,є) Є С Л [0,Ь]) ,тЄ [0, Ц , є Є  (0,єо], \\к\\ =
4) Для ф03р ЛаДУ 0 ,С з = [0 ,Ь ]х (0 ,Є о ],Д  =  1/я,я> 2 т ;  стала ^

не залежить від к,т, є.
Виконання умови 1) для осциляційно- 

го інтеграла, побудованого для функції 
/ «  (т,є) Є СІ([0 ,1] ) ,

функції F (T , x , z , u , v , є) в ряд Ф ур ’є
F (т, х,  z, u, v, є) =

=  £  Fki ( T , x , z ^ ) e i(ku)+i(l’ v)
к, l

виконуються нерівності 

1+ 1Е
l|k||+||l|l =0

+sup
G2

+  sup
G2

[sup
G 2

dF,kl
dx

+

dFkl V  1 sup
\G2

d2Fkl
dz у М  +  ИИ дxдт

+

d 2F,kl
dzdT + E

+  sup
G2

+  sup
G2

d2 Fi

sup
i=1 VG2

d2F,kl

kl
dxdzi

+  sup
G2

d x d x i
d2Fki

Iki(t,£) =  J  f k M £) exP j z jY k i (z )dz jds  
0 0

дає можливість аналогічно як і в [1-3] 
одержати оцінку для всіх |Д|| +  \\ї\\ =  0, т Є 
[0,L], є Є (0, Єо], G 3 =  [0, L] х  (0, Єо]

d2Fkl )]]dzdzi ))\

d zd x i 

<  ai,

+ \Iki (т ,є)\ < а2є ^ (  1+  

1
+

1
sup ||f ki(T,e-) \ +
Gs

sup
Gs

dfkl(T,S)
dT

(6)

(
l|k||+||l||=0

1+
1

sup \\Fkl||+" 
G2

+
1

1+1
sup
G2

+  sup
G2

зі сталою а 2 , незалежною від к , 1 , г , є .
Надалі задачу (1) - (4) розумітимемо як 

задачу з двома невідомими параметрами 
+  ц і та ц 2. Нехай {х(т, Ці , Ц2 ,є) ,р(т, Ці , Ц2,є ) ,  

Ці ,Ц2}  -  розв ’язок задачі (1) - (4) такий, що
х(Ь, Ці, Ц2 ,є )  =  Ці і р (Ь ,Ц і ,^ 2,є )  =  Ц2. То
ді задача зводиться до відшукання невідо-

  мих параметрів ц і та ц 2. Справді, із крайо-
для X =  { 0 , 1} , & 2 =  [—^ ,+ ]  х И х  И х  вих умов (3) - (4) при виконанні умови 5)
(0 , єо].

dFkl dFkl
дт

+  sup
G dx

dFki )]
dz JJ <  ai

5) det М 1 (т)=0, det М 2(т) = 0  Ут€ [ - A ,L ].

та існуванні р 1 та р 2 отримаємо початкові 
значення

F  (т,Ц1) =  М і 1 (т)(f (т)-Nl (т)Цl), 
G (т,Ц2) =  М 2 1(т)(д (т) - N 2 (т)Ц2), 

т €  [—А ,0].
(7)При виконанні умови 1) з використанням 

теореми Лапласа [7] одержуємо, щ о в кожній 
точці т Є [0,+] існує відмінний від нуля хоч
один мінор т -го порядку матриці V (т), де для розв ’язку {х (т,ц 1 , ц 2 , є ) ,р ( т ,ц 1 , ц 2,є ) ,  
V (т) - матриця порядку р х  т  з елементами р\, р 2}.
/із (т) =  х ( -  1} (т) для і  =  1, т,  

для осциляційного інтеграла
Уіз (т) =  х )  ’ (т) для і  =  1,т, і =  1, р. Тоді 
для осциляційного інтеграла
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Тому задачу (1), (2) з крайовими умова
ми (3), (4) будемо розглядати як початкову

уТ

1

1

т s



з початковими умовами (7) і невідомими па- с(т,х,у,и,п,є) =  {а(т,х,у,н,п,є), Ь(т,х,у,н,п,є)}. 
раметрами у 0 та у 2. 3. Д о п о м іж н і т в е р д ж е н н я . При вико-

При виконанні умов 3), 5) х (т ,у 1 , у 2), нанні умови 5) справедливі рівності 
р(т, у і , у 2) -  неперервно - диференційовні по 
у і , у 2. у  — М - ( ° ) и (0) — У ф ф у ) +

З рівностей 

х(т,у - , у 2) — М - 0(0) (У(0) —Ы- (0) у  - ) +

Т

+  J  а (т ,х ,хА ,У ,УА,є )й і ,

0

у(т,у  1 ,У2) — М 2- -(0) (у(0) —М2 (0) у 2) +
Т

и (і)

ь

+ у  а( і ,х ( і ,  у 0, у 2) , х ( і  — А , у 0, у 2), 0)йі, ( 1 2 ) 
0

ь

у 2 — М 2 (0 )(д (0) — ^ 2 (0) -̂2) +
А (т)

є

+ +  Ь(т, Х, ХА , У, У А, є) йі
+  Ь(і, х( і ,  у 0, у 0) , х ( і - А ,  у 0, у2),  0^  йі, (13)

Де у 0 =  х ^ , у 0, у О2) , у О2 =  у (Ь,у°1,у°2) .
Л е м а  1. Нехай для деяких р 0 >

із використанням леми Гронуолла-Беллма- 0, р2 >  0, р3 >  0 існує єдиний р озв ’я-
на [8] одержимо оцінку

д х

ду і
+

д у

д у -
+

д х
д у 2

- і

+
д у
д у 2

<  с,

зок (у0,у2) системи рівнянь (12), (13). Кри
ва х  =  х(т, у0, у2) Ут Є [0,Ь] лежить  
в Я  С В п, Я  =  0 ,  разом із своїм р 0- 
околом, В Р2 ( у 0) С Я, В рз ( у 0) С К т, де

де с =  В 0 х>- в р Ж ) -  відкриті кулі в я п 0та А
1 3 2  \ /, З радіуса р2 та р3 з центром в точці у і  та у 2

х  х ( ,у ь у 2) , х А  ̂ х (  , у ь у 2) , р  р (  , у ь у 2) і відповідно. Тоді задача (8)- (11)  має єдиний
РА =  Р (  А, у  і, у  2) .

Дослідимо далі методом усереднення

має
розв ’язок {х(т, у 0, у 2) ,р(т, у 0, у 2 ,є ) ,  у 0, у 0}.  

Д о в е д е н н я .
Справді, при відомих значеннях у 0, у 0, 

легко знаходяться розв ’язки

існування та єдиність розв ’язку задачі ( 1)
- ( 4 ) .

2. У се р е д н е н н я  к р а й о в о ї  за д а ч і. Усе
реднимо вихідну задачу (1) - (4) за швидки
ми змінними

йх ____
—  =  а(т,х,хА , 0), (8)
йт

йр и(т)  . , .
—  = ---------+ Ь(т,х,хА , 0), (9)
йт є

М 1 (т)х(т)+М1 (т)х(Ь) =  / (т),т Є [—А , 0], (10) 

М 2(т)р(т)+М2 (т)р(Ь)=д(т),т Є [ - А ,0], (11)

де

с(т,х,хА , 0) =  { а(т,х,хА , 0) ,Ь(т,х,хА , 0) }  =

2п 2п

... с(т,х,хА,р,С(т,у2),0)йр,т Є [0, А ],

х(т,у0, у 0) — Я (0 , у ° )  +

+  а ( і ,х ( і ,  у 0, у 0) , х ( і  — А , у 0,у2) ,  0)йі, (14)

у(т, у 0, у 0, є) — С (0, у 0) +
А (т)

+

1

(2пУ

1

+  Ь(і, х(і ,  у 0, у 0) , х ( і - А ,  у0, у2),  0^  йі. (15)

Л е м а  2. Нехай виконується умова 3). 
Тоді для всіх т Є [0,Ь], у0 Є Я,  у0 Є Я т, є  Є 
(0 ,є 0] справедлива оцінка

дх (т ,у 0, у 2) дх(т, у 0, у 2)
0 0  
2п 2п

(2П)2т с(т,х,хА,у ,уА,0)йуйуА , т Є (А,ц,
+

0 0

д у 0-

ду (т, у 0, у 0,є)

+ д у 02
+

д у 0-
д У(т, у 0, у 0,є)

д у 02
+
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+ £
і=і

д  х

+

д ц 0ідц°і 

д2а

+
д  х

дц°дЦі

дЦ°д Ц°і

д  2х

+

дЦ2дЦ2і

+
і=і

д 2ф д 2 ф
дцідціг

++
д ц і д Ц°г

+

+

де сі

д  2ф
д ц 2д ц і г

-  .(о)

+
д  2ф

дЦ°2дц°2г
<  Сі,

(і)

2 аі(Ь  +  Д )с іі) +  ЦМ— Д ) ^ (0)|| ) вДаіС° +

< а(і, х,  хд, ф, фд, ц , є )З і +

+  / ( а ( і , х , х д , ц , є )  — а ( і ,а ,а д , ц , є ) )  Зі +

і +  2а і(Ь  +  Д )с і +
е

(4 а і ( і  +  Д ) ( (с<0>)2 +  2с10)с11' +  (сі1̂ )  +

+  4 а іД со)(1  +  (1 +  2а і(Ь  +  Д ))е 2стіЗь+А)), 
с10) =  а 1с0 ||М-1(0)Д 1(0)^ е х р {2аД Ь +  Д )} ,
с ^  =  Д а 1с0 е х р {2аД Ь  +  Д )} .

Доведення леми 2 проводиться шляхом 
диференціювання рівностей (14) і (15) та 
подальшою оцінкою з використанням леми 
Гронуолла-Беллмана.

Т е о р е м а  1. Нехай

1) Існує р озв ’язок {х(т, Ц]_, Ц2 , є ) , 
ф(т, Ц]_, Ц2 , є ) }  задачі (1) - (4) такий, 
що х (Ь ,Ці ,Ц 2 ,є )  =  Ці І ф(Ь,Ці,Ц2 ,є )  =  
Н2І

2)  існує р о з в ’язок усередненої задачі ( 1 2 )  
- (15) {х(т,Ці,Н2),ф(т,Ні,Н2 , є ) } ,  для 
якого Х (Ь ,ц 1, ц 2) =  ц 1 і <ф(Ь, ц 1, Ц2, є )  =  
Ц2;

3) виконуються умови 1) - 5) основних  
припущень.

Тоді

II х(т, Ці,Ц2 ,є )  -  х(т, Ці, Ц2) \| +

+  \\р(т,Ці,Ц2, є ) -ф (т,Ці,Ц 2,є)\\ <  Озєв . (16)

Д о в е д е н н я . Оскільки х(Ь, Ц1 , Ц2 ,є )  =  
х(Ь, ц 1, ц 2) =  Ці, то із крайових умов для 
х  та X отримуємо, що х(0 ) =  х (0 ). Нехай 
т Є (Д , Ь]. Тоді, враховуючи зображення 
розв ’язків, одержимо

+  / (а (і, а, а д ,ц ,є )  — а(і, а, ад , ц , 0)) Зі

=  І 1 +  І2 +  ^ ,

де а(Ь,х, ха, Ф, Фа,Ц,є)  =  а( ї ,х ,  ха, Ф, Ф а , є ) -  
а(Ь,х, ха, Ц, є ), х  =  х(ї ,  ц 1, ц 2, є), ф =  
ф(ї, Ці, Ц2 ,є ) ,  ха  =  х(Ь -  Д ,Ц і,Ц 2,є ), Фа =
ф(ь -  Д ,Ц і,Ц 2,є ), X =  х ( і ,Ц і , Ц2) , ф =  
ф(г,Ці,Ц2 ,є ) ,  Ха =  х(г -  Д,  Ці, Ц2) , Фа =
фД -  Д, Ці, Ц2 , є ), Ц =  (Ці Ц2)Т.

Оцінимо кожний із доданків.
Із оцінок осциляційних інтегралів (5) і

(6) одержуємо 
А

Іі < а(і, х,  хд,  ф, фд, ц , є)Зі +

+ а(і,х,  хд,ф,фд ,Ц,є)Зі <  2^2^ і (1 +  а і) є в ,

І 2 <  J  2а 1 ||х -  хЦЗї,

-А

Із <  2аі(Ь  +  Д )є  <  2 аі(Ь  +  Д )є в . 

Отже,

||х -  х\| <  (2а1 (Ь +  Д ) +  

ь

+  2а 2а Д 1 +  а 1) ) єв +  J  2а 1||х- хЦЗї.

-А
З останньої нерівності, використовуючи 

лему Гронуолла-Беллмана, одержимо

\х(т,Ці,Ц2 ,є )  -  х (т , Ці)\| <  аЗ^є13

зі сталою а (1) =  (2а1(Ь +  Д ) +  2а2а 1(1 +  
а і) )е 2стіЗь+А).

Аналогічно одержимо оцінку

Т

Ь

І х(т,Ці,Ц2 , є )  — а(т, Ці, Ц2) І <  ||ф(т,Ці,Ц2,є ) — ф (т,Ц і,Ц 2,є)||<
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<  2о'20'і(1 +  о - )єв+  j 2al\\x — х||йі+
-А

+  2о - (Ь  +  А ) є в <  (2 о 20- ( 1  +  о-)  +

+  2о-(1 +  о і -) )(Ь +  А ) ) є в =  о ^ є 13.

Із розглянутих оцінок випливає справе-
(-) і (2)дливість теореми зі сталою о 3 — 03 +  03

для тЄ (А ,Ь].  Правильність нерівності (16) 
із знайденою сталою о 3 при т є [0 , А] випли
ває із наведених вище міркувань, оскільки 
на цьому проміж ку не враховується части
на інтегралів, що може лише зменшити ста
лу о 3, а не призвести до її збільшення.

Теорему доведено.
Т е о р е м а  2. Нехай виконуються умови  

теореми 1 .
Тодг

д  (х — х)

+

д у -

д  (У — У)

+
д ( х  — х)

д у -
+

д у 2 

д  (У — У)

+

д у 2

де х  — х  — х(т, у - , у 2, є )  — х(т, у - , у 2), у  — у  — 
у ( т , у - , у 2,є )  — У(т, у -  , у 2 , є  ̂.

Д о в е д е н н я . Позначимо у  — ( у - у 2)т . 
Нехай т Є ( А , Ь ].

д  (х — х)
Оцінимо 

д  (х — х)

д у -

д у -
<

да (  д х  дхА
д х  \ д у - д у -

+
д х  ( да  да(т,х ,хА , у ,  є) 

д хд у д х

йт

йт

+

+

+
д х  (да(т,х,хА ,у,є) да(т,х,хА ,у,є)

д у -

+

+
0

дхаА 
д у - \ д х А

д х  

да  ( дхА дхаА

дха

йт

йт +

дхА \ д у - д у 

д а да(т,х ,хА , у,  є)

+

д хА
йт +

+
'дхА (д  а(т,х,хА ,у,є) д  а(т,х,хА ,у,є)

+

+

д у  - \ д хА

д х  ( д а ( т , х , х А , у,  є)

д хА

д у - д х дха

йт

+

+

гдхА / да(т, х,  хА , у,  є) да

+

д у  - V

д  д у  
д у  д у -

дхаА дхА
йт +

йт +
да д у А

йт

<  о 4ев , (17)

дрА д у 0
0 0  

де похідні функцій а і а обчислені у точках
(т,х(т,у0 ,у2 ,є),х(т - А , У l , у 2,є),р(т,Уl,У2 ,є)1
Р(т А , у 0,у2 ,є) ,є) і (т,X(т,Уl,У2) ,X(т-А,Уl ,у2),0)
відповідно, а похідні х , х , р , р  в тих самих
точках, що й х,  а, р, р.

Із використанням оцінок осциляційних
інтегралів (5), (6) та умови 4) одержимо

І2 +  І5 +  І9 +  І 00 <  2 (с0 +  с ) а Х 1 +  а 0)а 2є в .

Оцінимо інші доданки. М аємо 

ь

І- +  І4 У ! 2о -

-А

д  (х—х)
д у -

йт,

ІЗ +  І 6 <  4с-о - (Ь  +  А)||х — х\\ <  
<  4 с - о - ^ + А ) о з є в ,

І 7 +  І8 <  2с ^ о - є  <  2с - Ь о ^ в . 

Отже,

д  (х — х)

д у -
<  (4(с- +  с ) о - ( 1  +  о - ) о 2 +

+  4с-о - (Ь  +  А )о з  +  2 с ^ о Х є 13+  
ь

д ( х  — ха)
д у -

йт.

Використовуючи лему Гронуолла-Белл- 
мана одержимо

д ( х  — ха)
д у -

<  о ^ є * ,

(0) де о 4 (4(с- +  с )о -(1  +  о - ) о 2 +  4с - о - ^  +  
А ) о 3 +  2с -L о 1) ехр 2 о - ^  +  А ).
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Аналогічно перевіряємо, що

д  (х — х)
дЦ2

<  о ^ є 13,

д(ф -  фа)

д(ф -  фа)
дці

<  0 0)єв ,

дЦ2
<  4 і)єв ,

(і)де аХ ’ =  (а40) +  2а і (1 +  а і)с 0).
З одержаних вище нерівностей отриму

ємо правильність теореми зі сталою а4 =  
2(а^0) +  а^1)) при тЄ (Д , Ь]. Я кщ о ж  тє[0 , Д], 
то проводячи аналогічні міркування одер
ж уємо нерівність (17) зі сталою а4, що не 
перевищує знайдену на проміж ку (Д ,Ь ]. 

Теорему доведено.
4. В ід х и л е н н я  р о з в ’я з к у  у с е р е д н е н о ї 

к р а й о в о ї  за д а ч і в ід  т о ч н о г о  р о з в ’я зк у .
Позначимо

Т =

/'дх (Ь ,Ц°,Ц02) г
о о Еп
дЦоі о о

д ф(Ь Ц ъ ц 1 ,є)
V дЦоі

дх(Ь,ц°,Ц2) \

— Е
д Ц .

д ф(Ь ,ц ° ,ц а2,є)

дЦ2

де к? і к2 -  деякі невідомі параметри. Для 
знаходження к? і к2 скористаємось рівностя- 
ми

х (Ь ,ц °  +  к і,ц °  +  к2 ,є )  =  ц? +  кі, 
ф(Ь, ц? +  кі, Ц2 +  к2 , є )  =  ц2 +  к2,

з яких в результаті алгебраїчних перетво
рень одержимо

х  -  х  +  X Зі)(к) =  к? -
д х ( Ь , Ц01 , Ц02)  ̂ д х ( Ь , Ц°і, ЦІ)^

к 1 ----------- ?Т“0--------к2 ідЦо2дЦоі
ф — ф +  X  (2) (к) =  Л<2 —

д ф(1 , ц ° , ц ° , є ) д Ф(L , ц0, ц0, є)

де
дЦо к1 дЦо2 к2

X  (і)(к) =
і
} { д х ( Ь , ц °  — ак) д х ( Ь ,ц ° ) \

к /  ~----------------------- ~------- )аа,
дЦ дЦ

X  (2)(к) =

к І , д ф( ь , ц >— л ) _  д ф{ і , ц!>у а

де Еп і Е ю -  одиничні матриці розмірності 
п і т  відповідно.

Т е о р е м а  3. Нехай:

1) виконуються умови 1) -  5) та умови 
лем 1  і 2 , теорем 1 і 2 ;

2) аеї Т  =  0.

Тоді можна вибрати такі сталі є 0 >  
0, с >  0, що для кожного є  Є (0 ,є 0], 
є0 <  є 0 задача ( 1 )  - (4)  має єдиний р озв ’я
зок {х(т,є),  ф(т,є)},  який задовольняє нерів
ність

||х(т, є) — х(т,ц°,Ц2) У +  

о о

дЦ дЦ

ц = ( ц і  Ц2)т , Ц0 =  (ц° Ц0)т , к = ( к і  к2)т , х  =  
х(Ь, ц° +  к?, ц° +  к2, є), х  =  х (Ь ,ц ° +  к?, ц2 +  
к2,є ) ,  ф =  ф (Ь ,ц °+ к і,ц 2+ к 2,є ), ф =  ф (Ь ,ц °+  
к і ,ц 2 +  к2 ,є).

Тоді для знаходження невідомих пара
метрів к? і к2 отримаємо рівняння

к =  М (к ,  є), (19)

х  — х  +  X (і)(к) \ 
ф — ф +  X (2)(к) у

де М (к, є ) =  Т - і

Із теореми 1 та леми 2 одержуємо оцінку

| М (к,є)|  <  озєв +  2сі

+  ||ф(т є) — ф (т ц і ц2 є)|| <  с єв (18) використовуючи яку, встановлюємо, що

У(т,є) Є [0,Ь] х  (0 ,є 0].
Д о в е д е н н я . Р озв ’язок вихідної задачі 

(1) - (4) шукатимемо у вигляді

{х (т ,  ц° +  к і ,ц 2 +  к2,є ) ,  ф (т ,ц 0 +  к і ,ц 2 +  к2,є ), 

ц і +  к і , ц° +  к2 } ,

М ( к , є )  відображає множину

К і  =  { к  | к Є Яп+т, ЦкІІ <  2о3є в }

в себе при є Є (0 ,є 0], є0 <  є°1) =  (8а 3с?) 9. 
Встановимо далі стиск відображення

. . к М  (к ,є)
М  (к,є) .  Для цього оцінимо

Зк
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М аємо

dM(h,  є) 
dh

T - і  I
( d(x — X) d X (0) ( h ) \

dh dh
d(y  — ф) +  d X (0) (h)

dh dh

Із теореми 2 отримаємо оцінку

d(x — x)
dh

+ d(y  — ф)
dh

<  Оф'ß

Використовуючи результати леми 2 одер
ж имо оцінки похідних по к залишків

d X  (0) (h)
dh

+
d X  (2) (h)

dh
<

Оскільки h Є К 0, то

dM(h,  є)
dh

<  o J lT  1||єр + 6c l IT - і  I <  1

при є Є (0, є0] , є 0 <  ш іп{є01), є02)} , є,(2)
0

0 II (а4 +  1 2 с і 0 з))
Із останньої нерівності одержуємо, що 

існує єдиний розв ’язок рівняння (19) к(є) =  
{ к ^ є ) , к2 ( є ) } , а отж е і єдиний розв ’язок 
крайової задачі (1) - (4) { х (т ,у 0 +  к 0( є ) , у 0 +  
к2( є ) , є ) ,р ( т ,у 0 +  к 0( є ) , у 0 +  к2 ( є ) , є ) , у 0 +  
к 0( є ) , у 0 +  к2 ( є ) } ,  причому

И Ш И  +  \\к2 (є)\\< 2а ф в .

Оцінимо відхилення розв ’язків вихідної 
(1)-(4) та усереденої задач (8)-(11).

\\х ( т,є)  -  х ( т, у 0, у 0) \ <
<  \\х(т,є) -  х(т, у 0 +  к 0, у 2 +  к2)\\ +

+  \\х(т,у0 +  к 0, у 2 +  к2) -  х(т, у 0, у 0)\\ <
<  а3є в +  2с 0\\к\\ <  о з (1 +  4сх)єв ,

усередненої задачі X =  Х(т, ß°, ß0) для всіх 
(т,є) Є [0,L] х (0 ,є0] і точок hl (є ), h2^ )  від
повідно множинам B p2 (ß0), B p3 (ß2).

Теорему доведено.
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\\р(т,є) -  Р (т,У0, У°2 , є ) \\ <
<  \\р(т,є) -  р(т,у0 +  к 0, у 0 +  к2,є)\\+

+  \\Р(т,У0+ к и у 0+ к 2, є )  - р ( т , у 0, у 0,є)\\ <  
<  озєв +  2с 0 ||к\| <  о з (1 +  4сх)єв .

Очевидно, що із наведених вище оцінок ви
пливає справедливість (18) зі сталою с =  
2о з (1 +  4с\).

Нарешті, вибір є <  ш іп{є01\є02\ { 2 ^ 4, 
} ,  р =  Шin{pl , р2, р3}  забезпечує належ

ність кривої х  =  х(т, є) Рі - околу розв ’язку
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