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А С И М П Т О Т И Ч Н И Й  А Н А Л ІЗ  А В Т О К О Л И В А Н Ь  В О Д Н ІЙ  
Д И Н А М ІЧ Н ІЙ  С И С Т Е М ! З З М Ш Н И М  З А Ш З Н Е Н Н Я М , Щ О  

З А Л Е Ж И Т Ь  В !Д  Ф А З О В О Ї К О О Р Д И Н А Т И

Визначено умови Існування граничних циклів (автоколивань) i встановлений характер їх 
стійкості в одній динамiчнiй систємі зі змінним запізненням, що є узагальненням рівняння 
Льєнара І рівнянь осциляторів Ван-дер-Поля І Релея.

The conditions for the existence of limit cycles (oscillations) and character set their stability in 
a dynamical system with variable delay, which is a generalization of the Lienard, van - der - Pol 
and Rayleigh equations.

1. В ступ. Багато фізичніх процесів при 
їх математичному моделюванні приводять 
до диференціальних рівнянь із запізненням 
аргументу. Зокрема, це має місце при фе­
номенологічному розгляді процесів горіння, 
коли необхідно враховувати час згорання 
палива [1,2]. Проте відзначимо, що в бага­
тьох випадках запізнення згорання не є по­
стійною величиною, а істотно залежить від 
ряду фізичних параметрів, наприклад, від 
внутрішньокамерного тиску в камері згора­
ння рідинного ракетного двигуна або каме­
рі горіння регенеративного повітронагріва­
ча доменної печі [2]. Це приводить до роз­
гляду, у відповідних математичних моде­
лях, диференціальних рівнянь із запізнення­
ми аргументів, які є заданими нелінійними 
функціями від невідомих фазових коорди­
нат.

Зазначимо, що дослідження коливальних 
процесів у квазілінійних динамічних систе­
мах з постійним запізненням проводиться, 
як правило, за допом огою  асимптотичних 
методів, які є узагальненням на випадок си­
стем з запізненням відомих асимптотичних 
методів теорії нелінійних коливань: мето­
ду малого параметра Пуанкаре -  Ляпунова, 
методу усереднення Крилова -  Боголю бова 
-  М итропольського та їх модифікацій [3,4]. 
Зокрема, метод усереднення був узагальне­
ний для рівнянь із запізненням і диференці­
ально - функціональних рівнянь [4].

Однак у розглянутій нижче задачі засто­
сування даних методів є досить проблема­
тичним. У  цьому випадку для знаходження 
періодичних розв ’язків, що визначають ре­
жим автоколивань, застосовується теорема 
про біфуркацію народження граничного ци­
клу із положення рівноваги, щ о є центром в 
точці біфуркації.

2. П остановка задачі. Математична 
модель процесу вібраційного горіння, з ура­
хуванням часу запізнення згорання палива, 
зводиться до наступної динамічної системи 
[1,2]

ЇХ  =  а  (Н  (х)  -  у ) , ( 1)

д  =  0 [ x ( t  -  Д ) -  Є
y -  Но
П -  Но

де H  (х) =  п — y Ф (х — І ); Ф (х) =
х  (х — Ь\) (х — Ь2); а, в  >  0; b\ ■ Ь2 <  0; H0, 
П, Y , а , І  =  const. Асимптотичний аналіз ав­
токоливань в системі ( 1) при відсутності за­
пізнення А  =  0 розглядався в [5], а стабіліза­
ція нестійкого положення рівноваги системи 
( 1) параметричними коливаннями -  вивча­
лася в [6].

У  даній роботі розглядається асимптоти­
чний аналіз періодичних розв ’язків системи 
( 1) при одночасному наближенні параметрів 
Y і а до нуля для випадку, коли

Y
k+1

k> 0
Е
k> 0

akek+1 ; до, ao >  0 ,

a

a
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і запізнення А  є змінним, що задається відо­
мою функцією від фазової координати, тоб­
то А  =  f  (y  (t )). Вивчення автоколивань в 
розглянутій задачі за допом огою  числових 
методів проводилося в роботах [2,7].

3. У м ови  існування автоколиваль­
них розв’язків при змінному запізнен­
ні. Надалі будемо припускати, щ о запізне­
ння А  можна представити у вигляді насту­
пного розкладу

А  =  f  (У,є)  =  f o (У) є  +  f i (У) є 2 +  ••• (2)

де fk (y) (к >  0) -  довільні, достатньо гладкі 
функції. Скориставшись при А  ^  0 розкла­
дом Тейлора

ж (t -  А ) =  ж (t) -  А +  O ( А 2) ,
at 4 '

одержимо систему рівнянь ( 1), яку перепи­
шемо у вигляді

-а о л / в І  ln

d t  =  а  (Н  (x) -  у ) ,  

<dy  =  в  (x (t) -  а Д  (Н  (x) -  У) -

(3)

-Є
У -  Но
п -  Но

+  O  (Д 2) )  .

де

Fi ( X , Y ) =  - Y o V a * ( X )

F 2 ( X , Y )

Y
v o f o i  П +

Y  +  ' / 5 ф (  X

1 +
Y

у/а (п -  Но)

Далі, виконавши в системі (3) заміну 
змінних

X  =  \ [ в  (х -  0  , У  =  V®  (у -  п ) , т =  Шої,
(4)

з точністю  до величин О (є2) запишемо її на­
ступним чином

УХ
=  - У  +  єУі ( Х , У ) , (5)

ат

УУ =  X  +  є ^2 ( Х , У ) ,  
ат

При є =  0 система (5) є консервативною. 
Відомо, щ о певними збуреннями консерва­
тивну систему можна перетворити в автоко­
ливальну, причому граничний цикл якої бу­
де близьким до однієї із замкнених фазових 
траєкторій вихідної незбуреної консерватив­
ної системи. Відносно цього має місце насту­
пний результат [8].

Теорема 1. Розглядається система при 
є ^  +0

^  =  - у  +  є / і  ( х , у ) ,

Уу
—  =  х  +  є / 2 ( х , У) ■

Покладемо

і  а =  { ( х ,  у)  : х  =  А  сов(ї), у =  віп(і),
0 <  К  2п }  .

Нехай також

Р  (А) =  У  / 1 ( х , у )Уу -  / 2 ( х , у ) Ух.

іл

Тоді якщо функція Р  (А ) має простий дода­
тній корень А* , то при малих є >  0 динамі­
чна система, що розглядається має грани­
чний цикл Г є ~  і  а * , орбітально асимпто-

■ АР I Г\ ' 'тично стійкий при щ=а * <  0 і нестій­

кий, якщо хА іа=а* >  0 -

Наведена теорема визначає ж орстку бі­
фуркацію народження граничного циклу з 
положення рівноваги. При цьому вона не є ні 
суперкритичною, ні субкритичною біфурка­
цією Андронова -  Хопфа. Для розглянутої 
динамічної системи положення рівноваги в 
точці біфуркації є центром і його перша ля- 
пуновська величина дорівнює нулю. В ум о­
вах же теореми Андронова -  Х опф а поло­
ження рівноваги в точці біфуркації повино 
бути слабким ф окусом  з відмінною від нуля 
перш ою ляпуновською величиною [9].

В нашому випадку:

Р  (А ) =  У  Р  (.X , У )У У  -  Р2 (-X , У ) УХ. (7)

іл
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З урахуванням рівностей (6) маємо

j )  Fi (X ,  Y ) d Y

Y

- n j o a 1/2ß -3/2A 2 4 A 2 +  ß b b

F 2 (X , Y ) d X

Y

ф fo ( П +  ~т=
Y

Y  +  ' / a * ( X
d X

2n

+üQ^/ß^A ln 1 +
A  sin T

/ a  (n -  h q )
sin TdT.

Також безпосередньою перевіркою вста­
новлюється, що Ут Є R

2п

І  (т) =  J ln 11 +  т sin т | sin TdT

Q

R e (  —  
т

1 - v T -

Г  [1 -  V 1 -  r 2\ ; при \r\ <  1

/■ ; при \r\ >  1 .

Тому співвідношення (7) остаточно запи­
шеться в наступному виглядіі

F  (A ) =  - п у о а 1/2ß  3/2A 2 ^ 4 A 2 +  ßb\b^j -

^0 Ф f  Q ( П +  -7=
Y

—a0\fß^A  ■ 1
A

s/a (n -  Hq)

d X

/ 0(у) нескладно виписати конкретні співвід­
ношення, які визначають саме існування ор­
бітально асимптотично стійкого або нестій­
кого граничного циклу та відповідного йому 
періодичного автоколивального розв ’язку.

Також зазначимо, щ о за повною анало­
гією  можна розглянути загальний випадок, 
коли запізнення А  визначається довільною 
гладкою функією, яка залежить від двох 
фазових координат А  =  / (х  (і) , у  (і)).

4. П риклад: рівняння В ан-дер-П оля  
з і зм ін н и м  запізненням, щ о залеж ить  
в ід  ф азової координати. Покладаючи в 
системі ( 1) £ =  п =  0 , а  =  в  = 1, Ь\ =  
- Ь 2 =  ^  у0 =  1/3 , та виключаючи фазову 
координату у (і), одержуємо рівняння Ван - 
дер - Поля з запізненням

d x  -  * f 1 -  x 2 w ) / + x (t -  д ) 0. (9)

Добре відомо, що при А  =  0 у рівнянні 
(9) зі збільшенням є при проходженні зна­
чення є =  0 , виникає ж орстка біфуркація 
народження стійкого граничного циклу [8] з 
амплітудою рівною 2.

Далі буде показано, що введення нескін­
ченно малого змінного запізнення може при­
вести до зміни характеру стійкості даного 
граничного циклу.

Покладемо в рівнянні (9)

д
, . dx
кє 1 d t

к >  0 ,

m  =  2т, т >  1 т Є N, є ^  +0,

З отриманих вище співвідношень одер-
(8 ) ж ується, що в цьому випадку

F  (A ) =  - n A ^{^  — І-  ̂+ k Jm+2Am+2, ( 10)

де Jp =  2—П( ірР+іГГ(2) ) , Г (х ) -  гамма фун-

Таким чином, умова існування гранично­
го циклу та характер його стійкості в систе­
мі ( 1) зі змінним запізненням, яке визнача­
ється співвідношенням (2), визначається те­
оремою 1, в якій функція Г (А ) має вигляд
(8). Надалі кокретизуючі структуру функції

кція.
Необхідною та достатньою умовою  існу­

вання у функції ( 10) додатніх нулів є вико­
нання наступної нерівності

п
к <  т~г  1 --------

m 2m -1Jm+2 V m j

m  -1 

2 \ т - 1
11)
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Причому при виконанні даної умови у фун­
кції ( 10) існують два додатних корені Л*х і 
А 2 , які мають наступні властивості:

ЛІ (k) <  Л*2 ( k ) ; 

lim Л\ (k) =  2, lim Л2 (k) =  + то ;
fĉ +0 1 W  fĉ +0 2 w

dF
dA

dF
>  0 , TTdA

<  0 .

:із )

A4)
A=A*2(k)А=А\(к)

Таким чином, граничний цикл, який ви­
значається меншим коренем А 1 є нестійким. 
Зовні нього знаходиться стійкий граничний 
цикл, що визначається більшим коренем А£.

Дійсно, позначаючи р  (А) п A 2 - і
ф (А, к) =  кЗт+ 2А т та / (А , к) =  ф (А, к) -  
р  (А ), очевидно, що існування додатніх ко­
ренів у функції Г (А ) еквівалентно їх існу­
ванню у функції / (А , к).

Безпосередньо перевіряється, щ о єдиний 
розв ’язк системи рівнянь

р  (А ) =  ф (А , к) ,
dp  (A ) дф (A, к)

dA dA

визначається наступними співвідношеннями

к =  к*
п

m 2m - 1 Jm+2

m  і2 1

A  =  A* 2 1 1 -------
m

Припускаючи, щ о нерівність (11) вико­
нана, та враховуючи, що f  (0, к) =  п >  
0, f  (A*, к) =  (к -  к*) Jm+2 (A*)m <  0 , та 

lim f  (A,F)  =  + т о , з теореми Больцано -

Коші випливає існування у функції f  (A , к) 
кореня A 1 =  A 1(k) на інтервалі (0; A*) і ко­
реня A 2 =  A 2(k) на інтервалі (A*; + т о ).

Необхідність умови (11) одержується 
з використанням нерівності f  (A, к1) >
f  (A, к2) при к1 >  к2 >  0 та того факту, 
що функція f  ( A , ^ )  має лише один дода­
тній корень і невідємна при A  >  0 .

Застосовуючи до (10) теорему про неявну 
функцію, та враховуючи, щ о A* >  1, одер­
ж ую ться  властивості (13). Нерівності (14) 
перевіряються безпосередньо.

5. Висновки. У  даній роботі розгляну­
та динамічна система, що є узагальненням 
рівняння Льєнара, а також рівнянь осцил- 
ляторів Ван-дер-Поля та Релея при введен­
ні в неї змінного запізнення. Знайдено умови 
існування граничних циклів (автоколивань) 
у розглянутій динамічній системі та уста­
новлений характер їхньої стійкості для ви­
падку, коли запізнення є відомою функцією 
від ф азової координати, яка аналітично за­
лежить від малого параметра. Показано, що 
введення навіть нескінченно малого змінно­
го запізнення може змінити характер стій­
кості граничного циклу.

СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ

1. Gotsulenko V.V. Control of the self -  oscillati­
on of amplitude of vibration combustion in a liquid- 
propellant rocket engine by solving the system of 
équations that describe this regime of combustion 
//Journal of Engineering Physics and Thermophysics. 
-  2010. -  Vol. 83, No 3. -  P. 525 -  531.

2. Гоцуленко В. В, Гоцуленко В.М. Автоколива- 
ння в модєлі РРД з дискретними параметрами при 
змінній величині феноменологічного запізнення зго­
рання / /  Математичне моделювання. -  2009. -  № 1 
(20). -  С. 44 -4 7 .

3.Митропольский Ю.А., Мартынюк Д.И. Пери­
одические и квазипериодические колебания систем 
с запаздыванием. -  К.: Вища школа, 1979. -  248 с.

4. Рубаник В. П. Колебания квазилинейных си­
стем с запаздыванием. -  М.: Наука, 1969. -  287 с.

5. Гоцуленко В.В. Асимптотический анализ ав­
токолебаний при напорном перемещении жидкостей 
или газов в пневмо или гидросистеме / /  Труды 
ИПММ НАНУ. -  2007. -  Т. 14. -  C. 56 -  62.

6. Басок Б.И., Гоцуленко В.В. Стабилизация 
неустойчивого положения равновесия при тепло- 
подводе параметрическими колебаниями / /  Труды 
ИПММ НАНУ. -  2010. -  Т. 21. -  C. 19 -31 .

7. Гоцуленко В. В. О структуре предельных 
циклов одной динамической системы с запазды­
вающим аргументом / /  Питання прикладної мате­
матики і математичного моделювання. -  Дніпропе­
тровськ, 2008. -  С. 53 -  58.

8. Арнольд В.И., Ильяшенко Ю.С. Обыкновен­
ные дифференциальные уравнения. -  М.: Наука, 
2000. -  149 с.

9. Гукенхеймер Д ж ,  Холмс Ф. Нелинейные ко­
лебания, динамические системы и бифуркации ве­
кторных полей. -  Москва -  Ижевск: Институт ком­
пьютерных исследований, 2002. -  560 с.

52 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 2-3.


