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Н Е Л О К А Л Ь Ш  З А  Ч А С О М  З А Д А Ч ! Д Л Я  О Д Н О Г О  К Л А С У  
Е В О Л Ю Ц І Й Н И Х  Р І В Н Я Н Ь

Встановлюється коректна розв’язність нелокальної багатоточкової за часом задачі для 
еволюційних рівнянь з невід’ємними самоспряженими операторами в гільбертовому просторі.

The correct solvabmty of the nonlocal multi-pornt on time problem for the evolution equations 
wrn non-negative self-conjugate operators іп the GUbert space estabhshed.

Теорія нелокальних крайових задач як 
розділ загальної теорії крайових задач для 
рівнянь з частинними похідними інтенсив­
но розвивається з сімдесятих років минуло­
го століття. Дослідження таких задач зу­
мовлено багатьма застосуваннями у механі­
ці, фізиці, хімії, біології, екології та інших 
природничих дисциплінах. Прикладами м о­
ж уть бути задачі, пов ’язані з дослідженням 
процесів поширення тепла, вологопереносу в 
капілярно-пористих середовищах, дифузії і 
деяких технологічних процесів, обернені за­
дачі для параболічних рівнянь, а також за­
дачі математичної біології та демографії [1­
4]. Нелокальні задачі виникають також при 
описі всіх коректних задач для конкретно­
го оператора, при побудові загальної теорії 
крайових задач [5].

При дослідженні нелокальних задач для 
диференціально-операторних рівнянь ви­
гляду п'(ї) +  Ап( ї)  =  0 , ї Є (0 , Т ], актуаль­
ним є питання про відшукання ’’максималь­
них” просторів елементів (можливо, уза­
гальнених) для постановки двоточкової і ба- 
гатоточкової задач, за якими розв ’язок п(ї)  
однозначно відновлюється і володіє необхі­
дними властивостями. Т ут дається відпо­
відь на поставлене питання у випадку одно­
го класу еволюційних рівнянь з невід’ємни­
ми самоспряженими операторами в гільбер- 
товому просторі, встановлюється коректна 
розв ’язність двоточкової та багатоточкової 
задач для таких рівнянь, при цьому п(ї)  при 
кожному ї Є (0 ,Т ] належить до певного про­
стору, породженому оператором А.

1. П о п е р е д н і в ід о м о с т і  та  п о зн а ч е н ­
ня

Нехай А  -  невід’ємний самоспряжений 
необмежений оператор у сепарабельному 
гільбертовому просторі Н  зі скалярним до­
бутком (•, •) та нормою І • І зі щільною в Н  
областю  визначення Е ( А ), Е А (А >  0) -  його 
розклад одиниці. Для довільної неперервної 
на [0, то) функції С(А),  щ о задовольняє ум о­
ви

С(А) >  І, І і т  С(А) =  +то, (1)
А——

на області визначення Е ( 0 (А))  оператора
о

Є ( А )  =  !  0 ( А ) 9 Е а  введемо скалярний до- 
0

буток

( І ,9 )иа  :=  ( С ( А ) / ,С ( А ) д ) ,  

{ / , д } с Е ( С ( А ) )  =
о

=  { ф Є Н  : І  С 2 (А)9(Е а Ф,Ф) <  т о } .
0

Тоді Е ( С ( А ) )  перетворюється в гільбертів 
простір, який позначатимемо символом Не.
З (1) виплива^  Що У\\иа >  II/II, /  Є H G,
том у HG можна вважати позитивним про­
стором  відносно Н  ([6], розділ 2, §1, с. 59­
64). Позначимо через Н'и негативний про­
стір, побудований за парою HG та Н . Відомо 
([6], розділ 2, §1, с. 59-64), що Н'и може бу­
ти отриманий як поповнення Н  за нормою 
I/\\и'а =  \\0- 1 ( А ) / 1. ©  збігається з про­
стором  антилінійних неперервних функціо­
налів на HG.
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Наприклад, якщ о Н  =  У2(Е ), А  -  опера­
тор множення на \х\, то в цьому випадку

Н с  =  І 2(Е ,С 2(\х\)^х),

Н'а =  І 2( Е ,С - 2(\х\)^х).

Я кщ о А  =  \Б\ -  модуль оператора дифе­
ренціювання, О(Х) =  Хт +  1, т >  0, то ([6], 
розділ 2, §2, с. 64-66)

Н Хт+і =  W 2T (Е ), Н'Хт+1 =  ^ 2- т (Е ), 

де W ± т (Е ) -  відповідно позитивний і нега-

Зс >  0 За0 >  0
о ( х )

X
>  с С ( а 0Х), Х >  0,

а> і

ву
п=0

Я кщ о розглянути функцію О(Х) =
ехр(Х1/в), в  >  0, яка, очевидно, задоволь­
няє всі умови, щ о накладаються на О (Х), то 
клас Н ехр(Лі/в) 0, побудований як індуктивна 
границя гільбертових просторів Нехр(аХу/в, 
називається класом Ж евре порядку в , по­
будованим за оператором А , і позначає­
ться символом О{Д}(А), тобто О{р}(А)  =  
Н ^ ( и пв), в  >  0 (тут враховано, щ о т п =  
8ир(Хп/е х р (Х 1/в)) =  (е- в  в в )пппв).
а> і

тивний простори Соболева порядку т.
Нехай О(Л), Л Є [0, то), додатково до 

умов 1), монотонно зростає,

О(Л) -  неперервно диференційовна на [0, то) 
функція, а функція ЛС;(Л )С- 1 (Л) монотон­
на на [0, то). За функцією Є а(Л) =  Є(аЛ)  
(а >  0) побудуємо ланцюжок Н аа С Н  С 
Н'са гільбертових просторів. Зрозуміло, що 
Нааі С Н аа2 при а і >  а 2.

Покладемо т п =  8ир(Лп/С(Л)), п Є ^ + .

Наприклад, якщ о Н  =  У2(Е ), А  -  опе­
ратор множення на \х\, то простір О щ }(А ) 
складається з функцій f  Є У2(Е ), що задо-

вольняк,Ть умову / ехр (а|х \1/в ) \ / ( Щ * <
К

то для деякого а  >  0. П ростір О 'щ (А )  збі­
гається в цьому випадку з множиною всіх 
функцій f , локально інтегровних з квадра-

том .д л я я к и х  І е х р - а  \ х \ 1/в ) \ f  (х ) \ 4 х  <  то

К
для довільного а  >  0. Я кщ о А  =  \ Б  \, то 
(див. [6], розділ 2, §2, с. 73-75)

Послідовність { т п,п  Є додатна і мо­
нотонно зростає. Вона володіє наступними 
властивостями ([6], розділ 2, §2, с. 67): 1) для 
довільного а  >  0 існує стала с =  с (а ) >  0 та­
ка, щ о т п >  са п, п Є N  2) тП <  т п- 1  т п+1 
для довільного п Є N (логарифмічна опу­
клість); 3) існують сталі с, к >  0 такі, що 
т п+1 <  скпт п, п Є N.

Введемо тепер Н в  (тп) як сукупність еле­

ментів / Є Б ( Л п), що задовольнять умо-

С « (  \ О  \) =  {  f Є У З с ,а  >  0 :

Зс >  0 ЗБ >  0 Уп Є :

\\Лп/ II <  с Б пт п , с =  с (/ ).

М ножина Н в {тп) утворю є банахів 
простір відносно норми \/ \\нв {шп) =
вир ( \ Лп / ||/(Бпт п)). Зазначимо, що

п
Н Ві (тп) С Н в 2 (тп) при Б 1 <  Б 2. Нехай 
Нж(тп) :=  І і т  іп4Н В (тп). Тоді, як відомо

В^<х
([6], розділ 2, §2, с. 67-69), Н ^ (т п )  =  Н ад,
На  ,о =  І іт іп а Н а  а. а—» 0

(  У  І / (п)(х) | 2 Ух) <  сапппв, Уп Є ^ .
к

Із властивості монотонності функції О 
випливає нерівність О (а 1Л) <  О ( а 0Л), Л Є 
[0, то), якщ о 0 <  а 1 <  а 0. Припустимо, що 
виконується умова

Уао, а 1 >  0 : а 1 <  ао Зс =  с(ао, а 1) >  0

З а2 >  0 : О (а 2Л )О (а1Л) <  сЄ(аоЛ),  (2)

Л Є [0, то).

Нехай / Є Н ^ ( т п) =  и  Н аа , тобто
а>о

/ Є Наа0 при деякому ао >  0. Тоді / =  
О - 1 (аоЛ)к, к Є Н . Візьмемо а 1 <  а о. Вра­
ховуючи умову (2), одержимо наступні не­
рівності:

Ук Є N : ||Л*/ \\поаі =  \\О(а1Л)Лк/ \ =

=  \\Оа1 (Л)Лк О  1(а оЛ )к || =
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\ G 2 (aiX)X2kG - 2 (ao\)d(E\h, h) <
f  Є H Gan

<

\
lX2k

G 2 {a 2X)
d(E\h, h) <

<  c sup
Xk (a 2X)k

л>1 G ( a 2X) a k а2лрі G ( a 2X)

• mk
a kk

< ^ \ Ск 1 ^  !  ІІНсаі =  Се
к=0

то Г (Л )/  Є Н с а і. Звідси випливає також, 
щ о кожну обмежену множину Ь простору 
Н с ао оператор Г (Л )  відображає в обмеж е­
ну множину Г  (Л)Ь простору Наа і. Доведе­
ння випливає з наступних міркувань: якщ о 
/ перебігає обмежену множину в просторі 
Н п , то множина М  елементів к Є Н  таких, 
щ о / =  G - l (a 0Л)к  також обмежена, тобто 

3̂ ) Зуо >  0 Ук Є М  : ||к|| <  у0. Тоді

Припустимо тепер, щ о ціла функція у /  Є Ь :. ||Г  (Л )/ ||нСаі < У ^ \ Ск \\\Лк / \иа^ <
1 1

Г ( ; )  =  Е  Скгк, г Є С, набуває невід’ємних
к=0

значень на К і задовольняє умову
простір Н ^ ( ш п ) в себя і є неперервним,

k=0

<  ce \\h\\ <  CeYo- 
Таким чином, оператор F (А ) відображає

Ve >  0 3ce >  0 Vz =  x  +  iy Є C : 

\F(z)\< ce • G(e\z\).

H O {mn) С D ( F (А )). Звуження оператора 
(4) F (А ) на H O {mn) позначимо символом F (А ). 

Отже, D ( F (А )) =  H o {mn) та F ( A ) f  =т/ і • • rp ... і 771 f" * V V / /  ° \  4/ \ j JКоефіцієнти Тейлора функції F обчислю- о  
ються за ф ормулою Е CkА  f , V f  Є H o {m n ) .

k=0
1 F (z )

Ck =  —  I ~k+\ dz ,2ni
Г е

де r R -  коло радіуса R  з центром у точці 
z0 =  0. Звідси та з (4) дістаємо, що

\ck\ <  Ce inf
G(eR)

R R k
ce ■ ek inf G (eR )

Нехай F j , і  Є { 1 , . . .  , в }, -  цілі функції, 
невід’ємні на К, для яких виконується ана­
лог умови (4):

У є >  0 Зсє >  0 Уг =  х  +  іу Є С :

\А( г ) \ <  CєG(є\z\), і  Є { 1 , . . . , в }

а : (0, Т  ] ^  (0, то), і' Є { 1 , . . . ,в К -
неперервні функції, інтегровні на (0, Т ] . 
Символом у ( ї ,А ) ,  і Є (0 ,Т ], позначимо

оператор-функцію вигляду Е а  (А ),
j =1

Враховуючи (3) та (5) знайдемо, що для де F j (А ), і  Є { 1 , . . .  , в }, -  звуження відпо- 
0 <  є <  а 2 відного оператора F j (А ) на Н о (тп). Отже,

Е ( у ( і ,  А ) )  =  Н о {тп) для кожного і Є (0 ,Т ].

( e R )k

1
Rksup щ щ

ce ■ e k

m k

J2 \ck \ \\Ак f  \\HGai <  cce\\h\\J2
k=0 k=0 - )« 2/

За функцією F  побудуємо оператор
о

F  (А) =  ck А k. Оскільки
k=0

\\F ( А ) f  IIHGC Y , C k А k f
k=0

<
HGa

Із вигляду y (t, А)  випливає, що при кожно­
му t Є (0 ,T ] оператор y (t , А ) є самоспряже- 
ним і

(Y(t , A ) f , f )  =  Y 1  a ,  ( t ) (F,  ( А ) f ’ f )  =
j=i 

s °°
=  E  a , (t ) F , ( X ) d ^ f , f ) >  0,

j = 1 0
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У/ Є Н ж(тп),

тобто 7 (Ь, Л) -  невід’ємний оператор при ко­
ж ному Ь Є (0, Т ].

2. О сновні р е зу л ь т а ти
Розглянемо рівняння

и'(Ь) +  7 (і, Л)и(Ь) =  0, і  Є (0 ,Т ], (6)

де 7 (і,Л ) -  оператор-функція, побудована в 
п. 1. Припускаємо також, щ о функції , і  Є 
{ 1, . . .  , в }, задовольняють умову

У с >  0 Зц =  ц(с) >  0 : сБ2 (Л) >  Іп С(цЛ),

Л Є [0, то),і Є { 1 , . . . ,  в}.

Звідси при фіксованому Ь Є (0 ,Т ] виплива­
ю ть нерівності

exp W (t , Л)} =  ехр { £  ф (г)Б2(Л)}  =
3 = 1

5

=  ехР {  X !  с3Р3(Л)}  >  ехР № (Л )} >

Л е м а  1. Якщо р о з в ’язки и 1 (Ь) і и2 (Ь), 
Ь Є (0 ,Т ], рівняння (6) співпадають у точці 
і о Є (0 ,Т ], то и 1 (Ь) =  и2 (Ь) для Ь Є [Ьо, Т ] С 
(0 ,Т ].

Д о в е д е н н я . Внаслідок лінійності рівня­
ння (6) досить довести, щ о якщ о розв ’язок 
и(Ь) рівняння (6) перетворюється в нуль у 
точці Ьо Є (0 ,Т ], то и(Ь) =  0 на проміж ку 
[Ьо, Т ]. Отже, нехай и(Ьо) =  0, Ьо Є (0 ,Т ]. 
Оскільки (и (Ь),и(Ь)) =  - ( ' у ^ Л ^ ^ ) ^ ^ ) )  <

0 и (и'(Ь),и(Ь)) =  - (и(Ь),и(Ь)) ' , то для до­
вільного Ь Є (Ьо, Т ]

І|и(7)\2 - \ и ( ї о )\2

2

—  (и(т ),и(т ))'т 
ат

іо
і

2Ц  (  Т  ■ « '  ' і ' '  -

з=і

>  ехр{1пО (цХ)}  =  О(цХ),  с =  с(і) >  0,

ьз (і)

іо

=  —2 j ( Y (т,А)и(т),и(т))'т <  0 . (8)

іо
Згідно з умовою  и (і0) =  0, тому ||и(і)|| <  0, 
і Є (і0, Т ]. Звідси випливає, щ о и(і) =  0 для

а 2 (т)'т, і  є { 1 , . . . , в } , і  Є (0 ,Т ], і Є [іо ,Т ].

е х р { - - ^ х >} <  с Щ

З урахуванням (7) маємо, що

е - Щі,А) г\|2 ЦО(цА)е

с ; 2(рХ)е - 2*( ,мс і ( Е л л ) <
0
сю

Н а с л ід о к  1. Якщо и(і) ,  і Є (0 ,Т ], 
-  р озв ’язок рівняння (6), неперервний на 

ц =  ц(і)  >  0. (7) [0 ,Т ], і и(0) =  0, то и(і) =  0 на [0 ,Т ].
Д о в е д е н н я . З (8) випливає, що 

||и(і)||2 <  ||и(і0)||2 для довільних і0, і
таких, що 0 <  і0 <  і <  Т . Попрямувавши і0 
до нуля отримаємо, що ||и(і)|| <  ||и(0) | <  0 
для всіх і Є (0 ,Т ]. Отже, и (і) =  0 на [0 ,Т ].

Т е о р е м а  1. Функція и(і),  неперервна на 
[0 ,Т ], є р озв ’язком рівняння (6) тоді й лише 
тоді, коли вона подається у вигляді

- Щі,А) п І2

<  а ( Е ^ ,  f ) У f  Є Н. и(і)  =  e - ^ A ) f ,  f  =  и(0) Є Н,

Отже, ехр { -<р(Ь ,Л)}/  Є Нж(тп),  У/ Є Н , 
при кожному Ь Є (0 ,Т ].

Під розв ’язком рівняння (6) розуміємо 
функцію и(Ь), Ь Є (0 ,Т ], зі значеннями в де ьз(Ь) 
Нж(тп) =  Б(у(Ь, Л)),  неперервно диферен 
ційовну на (0 ,Т ], яка задовольняє це рівня^ 
ння.

У( і , А ) =  ^ 2  ьз ( і )Бз(A),  
з=і

сі

/ а з (т) ' т, І  Є { 1 , . . . ^ } .

Д о в е д е н н я . Функція е А І,Х), (і, X) Є 
(0, Т  ] х а  (А ), де (т(А) -  спектр оператора А,
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диференційовна по t на довільному проміж ­
ку [ є ,Т ], 0 <  є <  Т , причому

sup \(e-iP(t’X))'t\ <  с <  Ж,
te[£,T ],ЛЄст(А)

де с =  с ( є , Т ) >  0. Отже, оператор-функція 
e -p(t ’A') сильно диференційовна на відрізку 
[є, Т] і

d e - v(t,A) =  (t, А ) е -(Р(,А) .
dt :іо )

Внаслідок довільності є >  0 отримуємо, що 
оператор-функція е -(р(і,Л) сильно диферен­
ційовна на проміж ку (0 , Т ]. З (10) випливає 
також, щ о функція п(Ь) =  е -ір(і,Л')/ є розв ’яз­
ком рівняння (6); при цьому, як зазначалося 
раніше, п(Ь) Є Н ^ ( ш п) =  Е(^(Ь,Л))  при ко­
ж ному Ь Є (0, Т ].

Навпаки, якщ о п(Ь), Ь Є ( 0 ,Т ], -  розв ’я­
зок рівняння (6), неперервний у точці 0 , то 
функція г(Ь) =  п(Ь) — е -(р(і’Л)/ , / =  п ( 0), за­
довольняє умови наслідку 1. Тому п(Ь) =  0, 
Ь Є (0 ,Т ], тобто г(Ь) =  е -(р(і,Л)/ , Ь Є ( 0 ,Т ]. 
Теорема доведена.

Для рівняння (6) задамо нелокальну умо­
ву

ц і и(0) -  fi2u ( T ) =  g, g Є H , 11)

u(t) =  ц - 1  e -v(t 'A)( I  -  ц - 1е - ^ тА))- 1 g

ц - 1  е - ^ л \ 1  -  ц - 1е - ^ тл))- 1  dEлg =

=  і - 1 ^ 2  н - к - 1е - ( ^ Л)+к* (тЛ))д
к=0

є розв ’язком задачі (6), (10). Справді, нехай

ф :=  ( І  — ц - 1е - ^(тЛ]) - 1д, ф Є Н.

Тоді п(Ь) =  н ~-1е - ^(і’Л)ф, причому п(Ь) Є 
Н ^ ( ш п) =  '0 (^ (і ,Л))  при кожному Ь Є
(0, Т ]. З теореми 1 випливає, що п(Ь) є 
розв ’язком рівняння (6). Крім того, п(Ь) за­
довольняє умову (11). Справді,

ц 1и( 0) —ц 2 u ( T ) (1 - ц - 1е - ^ тл)) - ЧЕл д -

ц
1 е -ф(т,л) (1 -  ц - 1е -^{т,л))- 1) dEлg

де ц 1, Н2 >  0 -  фіксовані параметри, ц 1 >  Н2. 
Під розв ’язком двоточкової задачі (6), (11) 
розуміємо розв ’язок рівняння (6), який за­
довольняє умову ( 11).

Нехай н :=  Н1/Н2, Н >  1. Опера­
тор ц - 1е - ^(Т’А) обмежений в Н , причому 
\\н- 1е - ¥(т,А)\\ <  1 . Тоді, як відомо, існує опе­
ратор ( I  — Н- 1 е -(р(Т,А')) - 1 , який обмежений в 
Н  і подається у вигляді

( I  -  ц - 1е - ^ тА)) - 1 =  £  ц - k е - М тА).
k=0

Враховуючи цей ф акт доведемо, що фун­
кція

=  J  і Е хд =  д,

0

щ о й потрібно було довести.
Нехай тепер п(Ь) -  розв ’язок задачі (6), 

(11). Тоді, внаслідок теореми 1, п(Ь) подає­
ться у вигляді (9). Знайдемо елемент / Є Н  
такий, щоб функція е -(р(і,Л) / задовольняла 
умову (11). Це буде тоді й лише тоді, коли 
виконуються співвідношення

і і / — Н2е-,р(тЛ)/ =  д &

1 і ( І  — 1 - 1 е - ^(т,Л))/ =  д, 1  ^  >  1.
1 2

Звідси знаходимо, що / =  1 -̂ 1( І  —
1 - і е - <Р(тЛ)) -1д =  і -1ф. Отже, п(Ь) =
1 -1 е - ^(і’Л)ф.

Підсумуємо отримані результати у вигля­
ді наступного твердження.

Т е о р е м а  2. Функція п(Ь), неперервна на 
[0 ,Т ] в Н , є р озв ’язком двоточкової задачі 
(6), ( 11) тоді й тільки тоді, коли вона по­
дається у вигляді

п(і) =  ц -1 е -ір(іЛ)ф, ф =  ( І  — ц -1 е -<р(т’Л)) - 1д,

ц =  ц 1/ц2 >  1, t Є (0 ,T ].

З теореми 2 випливає

: і 2)
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Т е о р е м а  3. Двоточкова задача (6), (11) 
коректно р озв ’язна в гільбертовому про­
сторі Н , ї ї  р о з в ’язок зображається фор­
мулою  (12), и (і) Є Нж(тп) при кожному  
і Є (0, Т].

Д о в е д е н н я . Для доведення твердження 
достатньо показати, що функція и(і) непе­
рервно залежить від граничного елемента д. 
Отже, нехай { д п, п >  1} С Н , д Є Н , дп ^  д 
при п ^  то в Н ,

де т  Є {2 , 3, 4 , . . .  } ,  { ц , ц і , . . .  , ц т}  С (0, то), 
{ і 1, . . .  , іт}  С (0, Т ] -  фіксовані числа, ц >
т

Е
к=і

Цк, 0 < і і  < і 2 <  ■■■ < і т  <  Т .

Під розв ’язком задачі (6), (13) розуміє­
мо розв ’язок рівняння (6), який задовольняє 
умову (13). Оскільки

т
ЦІ- ^ 2  Цке-<р(ік'А)

к=і
ц { і —ц і Цке -<Д{їк,А)

ип(і) =  ц И  у  е
0

- А і ’х)( 1 - ц - і е - А Т ’х)) - і ' Е хдп причому

п Є N. Ц Е
к=і

Цке - <р(ік,А)

к=і

1 т

<  -  У "! Цк <  1, 
Ц

Введемо позначення: Фп(Л) =  (Е х (дп — 
д ) , д п — д). При фіксованому Л за умови, що то існує оператор ( I  — Б ) -1

к=і

дп — д, п — то в Н  маємо

0 <  фп(Л) =  (Ех (дп — д ) , Е х (дп — д))  =

=  \\Е х (дп — д )\\2 <\\дп — д \\2 —  0, п — то, 
тобто Фп(Л) — 0 при п — то. Оскільки 
Зс >  0 Уп: \\дп — д\\ <  с, то із властивостей 
спектральної функції Ех  випливає, що ва­
ріації функцій Фп обмежені одним числом. 
Звідси, з урахуванням неперервності фун­
кції

обмежений в Н , 

де В  :=  Ц- і ^ 2  Цке -ір(ік,А). Внаслідок теоре-
к=і

ми 1 розв ’язок задачі (6), (13) має вигляд 
є- У , а ) г , де f  -  такий елемент з Н , що

цГ — ^2 Цке
-Лдк ,А) г =

f  =  д &
к=і

ц { і  — ц і ^ Цке - (рдк,А)

Ф*(Х) := ц - і е- ^(1’Л)(1 -  ц - 1е- ^(Т’Л)) -1 ,
к=і

д &

Л Є [0, то),
як функції змінної Л (при фіксованому Ь Є 
(0 , Т ] ), яка прямує до нуля на нескінченно­
сті, з першої теореми Хеллі випливає грани­
чне співвідношення

ип и Ф ?(Х)'Ф п(Х) ^  0, п ,

ц (І  — Б ) /  =  д.

Отже, / =  ц - 1 ( І  — Б ) - 1д. Враховуючи 
результати, отримані у випадку двоточкової 
задачі (6), ( 11), і, м іркуючи аналогічно, при­
йдемо до наступного твердження.

Т е о р е м а  4. Функція и(Ь), неперервна на 
[0 ,Т ] в Н , є р озв ’язком т-точкової задачі 
(6), (13) тоді й лише тоді, коли вона пода­
ється у вигляді

в Н , щ о й потрібно було довести.
Зазначимо, щ о наведені результати мо­

жна сформулювати так: формула ( 12) опи­
сує всі р озв ’язки рівняння (6), які задо­
вольняють умову  (11), при цьому и(Ь) Є 
Нж(тп) при кожному Ь Є (0 ,Т ].

Для рівняння (6) поставимо т -т о ч к о в у  
(т >  2) задачу

и (і ) ц - і е - <р(і,А)ф ф

і Є (0, Т ].

(І  -  В ) -1 д,

ци(0) — ц іи ( і і ) — ■ ■ ■ — цти(іт) =  д і д Є Н, 
(13)

т-точкова задача (6), (13) коректно р озв ’я­
зна в гільбертовому просторі Н , и(і) Є 
Нж(тп) при кожному і Є (0 ,Т ].

Я к відомо (див. [6], розділ. 2, §3, с. 80-82), 
оператор А  допускає замикання в просторі 
Н  ' до самоспряженого невід’ємного опера­
тора А с , при цьому А  С А с , у (А ) С ^ (А с )
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для довільної неперервної на [0 , то) функції 
р. Нехай Ел -  розклад одиниці оператора А с  
у просторі Н'с . Тоді для довільного / Є Н

(Ел/,/  )и'а =  (Е л/,/  )и'а =

=  (О - 1 (А )Е л / ,О - 1 (А)/  ) =

=  (ЕлО- 1 (А )Г ,Е л О - 1 (А )Г  ) =

=  ЦЕлО- 1  (А )/1 |2 =

=  ЦО- 1 (А )Е л / 1|2 =
СЮ

=  [  О - \ ц ) а ( Е Е л / , Е л / ) =
0

сл

=  I  О - 2( ц ) ' ( Е / / ) .

0
Отже,

сл

X/ Є Н  : (Ел/ , / ) =  / О 2{ р Щ Ё / / Н .
0

Звідси випливає, що Н'с  =  О ( А ) Н . Для зру­
чності далі через А  будемо позначати опе­
ратор А с , де О(Х) =  ел, через Н'е -  простір 
Н 'ел, спряжений до Нех , НЄа =  Н ' аЛ, а  >  0. 
Таким чином, якщ о О(Х) =  еал, а  >  0, то 
Н  Є а =  еаАН , причому оператор е- ""4 ізоме­
трично відображає Н'е а на Н .

У  монографії [6] (розділ 2, §4, с. 87-89) 
встановлено, що всі неперервно диференці- 
йовні на (0, Т ] у просторі Н  розв ’язки рівня­
ння

и '(і) +  А и (і) =  0, і Є (0 ,Т ], (14)

мають вигляд и(і) =  е ~іА/ , де / Є Н ф (пі); 
при цьому функція и (і) неперервна на [0 ,Т  ] 
в Н  ф (пі). Граничне значення и (і) при і —  
+ 0  існує в просторі Нф(пі)  (але не існує, 
взагалі кажучи, в Н ). Урахувавши сказане, 
поставимо наступну задачу: знайти гладкий 
розв ’язок и(і) рівняння (14) на (0 ,Т ], який 
задовольняє умову

Ціи(0) -  Ц2и ( Т ) =  g , д Є Н Ф Д Д  (15)

де u (0) =  lim u(t), u ( T ) =  lim u(t) (грани-
t—+0 t—T-0

ці розглядаються в просторі H ф (mn)), ц 1 >  
Ц2 >  0 .

Т е о р е м а  5. Функція u(t) ,  t Є (0 ,T ], є 
р о з в ’язком двоточковоїзадачі  (14), (15) то­
ді й лише тоді, коли вона подається у ви­
гляді

u(t) =  ß - le -tA^, ф =  ( I  — ß - l e -TA) - l g,

Ц =  ß l/ ß 2 >  1-

Задача (14), (15) коректно розв ’язна, u(t) Є 
Ноо (п!) при кожному t Є (0 ,T ].

Доведення теореми 5 здійснюється за схе­
мою  доведень теорем 2, 3.

З а у в а ж ен н я . Якщ о для рівняння (14) 
поставити m -точкову (m  >  2) задачу

m

ц 0 im  u(t) — Цк ,lim  u(t) =  g ,t—+0 ' ̂  t—tkк=1

g Є Н ^ (п !)  (16)

(границі розглядаються в просторі Нф(п!)) ,  
де параметри ц, ц 1 , . . . ,  цт , t 1, . . .  , tm задо­
вольняють умови, сформульовані раніше, то 
прийдемо до наступного твердження: фун­
кція u (t), t Є (0 ,T ], є розв ’язком задачі (14),
(16) тоді й лише тоді, коли вона подається у 
вигляді

m і
u(t) =  ц - 1в- ^ ( I  — Ц- 1 £  Цкe -tkA)  g,

к=1

g Є Н ф (n !);

задача (14), (16) коректно розв ’язна, u(t) Є 
Ноо (п!) при кожному t Є (0 ,T ].
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