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ПРО ЗОБРАЖЕННЯ ЛIНIЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ОПЕРАТОРIВ У
ВИГЛЯДI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ НЕСКIНЧЕННОГО

ПОРЯДКУ ВIДНОСНО Q-ПОХIДНОЇ

Вивчається зображення лiнiйних неперервних операторiв у просторах аналiтичних фун-
кцiй у виглядi диференцiальних операторiв нескiнченного порядку вiдносно q-похiдної.

The image of linear continuous operators in spaces of analytic functions in the form of differential
operators of infinite order with respect to q-derivative is studied.

Через AR, 0 < R ≤ ∞, позначимо простiр
усiх аналiтичних в крузi |z| < R функцiй,
що надiлений топологiєю компактної збi-
жностi. В теорiї лiнiйних неперервних опе-
раторiв, що дiють у просторах аналiтичних
функцiй, важливою є задача про загальний
вигляд таких операторiв. В цiй статтi вивча-
ється можливiсть зображення довiльного лi-
нiйного неперервного оператора T : AR1 −→
AR2 у виглядi диференцiального оператора
нескiнченного порядку вiдносно q-похiдної.

Нехай q – довiльне фiксоване компле-
ксне число, яке вiдмiнне вiд 1. q-похiдною
функцiї f називається функцiя (Dqf)(z) =
f(qz)−f(z)

qz−z
. В [1] коротко викладено iсто-

ричнi та бiблiографiчнi вiдомостi стосов-
но q-похiдної, а також дослiдженi умови
застосовностi диференцiальних операторiв
нескiнченного порядку вiдносно q-похiдної.
Для подальшого нам будуть потрiбними де-
якi допомiжнi твердження, якi мають також
i самостiйний iнтерес.

1. Вивчимо спочатку взаємозв’язок мiж
лiнiйними неперервними операторами T ∈
L(AR1 , AR2) i одним класом характеристи-
чних функцiй цих операторiв. Нехай α(z) =
∞∑

n=0

αnz
n – деяка фiксована функцiя, для

якої αn 6= 0, n = 0, 1, . . . i

lim
n→∞

n
√
|αn| = a, 0 < a < ∞. (1)

Нехай T ∈ L(AR1 , AR2), а ϕn(z) = Tzn, n =

0, 1, . . .. Функцiю двох змiнних

t(λ, z) =
∞∑

n=0

αnλ
nϕn(z) (2)

назвемо характеристичною функцiєю опера-
тора T . Для функцiї f ∈ AR та 0 < r < R
покладемо ||f ||r = max

|z|≤r
|f(z)|. Оскiльки T ∈

L(AR1 , AR2), то для послiдовностi функцiй
(ϕn(z))∞n=0 виконується умова неперервностi
[3]:

∀r2 < R2 ∃r1 < R1 ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . :

||ϕn||r2 ≤ Crn
1 . (3)

Через Kr (вiдповiдно Kr) позначатимемо
круг виду Kr = {z ∈ C : |z| < r}, 0 < r ≤ ∞
(вiдповiдно Kr = {z ∈ C : |z| ≤ r}, 0 ≤ r <
∞).

З умови неперервностi оператора T ви-
пливає, що функцiя t(λ, z) є локально-
аналiтичною на множинi K 1

aR1

×KR2 [2]. Це
означає, що для довiльного r2, 0 < r2 < R2,
iснує r1, 0 < r1 < R1, таке, що функцiя
t(λ, z) є аналiтичною на множинi K 1

ar1

×Kr2 .
При цьому виконується умова узгодженно-
стi: якщо r′1 < R1 вибране для r′2 < R2 та-
ким, що функцiя t(λ, z) є аналiтичною на
множинi K 1

ar′1
×Kr′2 , то визначена на множи-

нах {λ ∈ C : |λ| < 1
ar1
}× {z ∈ C : |z| < r2} та

{λ ∈ C : |λ| < 1
ar′1
} × {z ∈ C : |z| < r′2} фун-

кцiя t(λ, z) збiгається на перетинi цих мно-
жин.
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Навпаки, нехай функцiя t(λ, z) є
локально-аналiтичною на множинi
K 1

aR1

× KR2 . Покажемо, що iснує опера-
тор T ∈ L(AR1 , AR2), для якого функцiя
t(λ, z) є характеристичною. З цiєю метою
розкладемо функцiю t(λ, z) в ряд виду (2).
Тодi ϕn ∈ AR2 , n = 0, 1, . . .. Покажемо,
що для послiдовностi функцiй (ϕn(z))∞n=0

виконується умова (3). Зафiксуємо до-
вiльне r2 < R2 i виберемо r′2 таким, щоб
r2 < r′2 < R2. Нехай функцiя t(λ, z) є
аналiтичною на множинi K 1

ar′1
× Kr′2 , де

r′1 < R1. Виберемо ще число ρ таким, щоб
1

aR1
< ρ < 1

ar′1
. Тодi за нерiвностями Ко-

шi для коефiцiєнтiв розкладу аналiтичної
функцiї у степеневий ряд з рiвностi (2)
одержимо, що

||ϕn||r2 ≤ C|αn|−1ρ−n, n = 0, 1, . . . ,

де C = max{|t(λ, z)| : |λ| ≤ ρ, |z| ≤ r2}.
Таким чином, для послiдовноcтi функцiй
(ϕn(z))∞n=0 виконується умова (3). Тому фор-

мулою (Tf)(z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

ϕn(z) визначає-

ться оператор T з класу L(AR1 , AR2). При
цьому функцiя t(λ, z) є характеристичною
для оператора T . Таким чином, є правиль-
ним наступне твердження.

Теорема 1. Формулою (2) встанов-
люється взаємно-однозначна вiдповiд-
нiсть мiж операторами T ∈ L(AR1 , AR2)
i локально-аналiтичними на множинi
K 1

aR1

×KR2 функцiями t(λ, z).

Зауваження. У випадку α(z) = 1
1−z

твердження теореми 1 можна одержати
з результатiв роботи [2].

Якщо R1 < ∞, то при |λ| < 1
aR1

вiдпо-
вiдна функцiя fλ(z) = α(λz) належить до
простору AR1 . Тому характеристичну фун-
кцiю t(λ, z) лiнiйного неперервного опера-
тора T : AR1 −→ AR2 при |λ| < 1

aR1
та

|z| < R2 можна визначити також формулою
t(λ, z) = (Tfλ)(z).

2. При |q| < 1 q-похiдна Dq є частин-
ним випадком оператора узагальненого ди-
ференцiювання, оскiльки Dqz

n = αn−1

αn
zn−1

при n ≥ 1 та Dq1 = 0, де αn = 1
[n]q !

, а

[n]q! = [1]q[2]q . . . [n]q, [n]q = qn−1
q−1

. Надалi вва-
жатимемо, що [0]q! = 1.

Оскiльки lim
n→∞

n
√|[n]q!| = 1

|1−q| , то опера-
тор Dq лiнiйно та неперервно дiє в кожному
з просторiв AR, 0 < R ≤ ∞. В [1] вивча-
лися умови застосовностi операторiв нескiн-
ченного порядку вiдносно q-похiдної виду

∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn

q f
)
(z) (4)

до простору AR. Нехай (ψn(z))∞n=0 – послi-
довнiсть з простору AR2 i R2 ≤ R1. Дифе-
ренцiальний оператор нескiнченного поряд-
ку (4) вiдносно q-похiдної називається засто-
совним до простору AR1 у простiр AR2 , якщо
для довiльної функцiї f ∈ AR1 ряд (4) збiга-
ється за топологiєю простору AR2 . Аналогi-
чно як i теорема 2 з [1] доводиться наступне
твердження.

Теорема 2. Нехай |q| < 1, 0 < R2 ≤
R1 ≤ ∞, а (ψn(z))∞n=0 – послiдовнiсть фун-
кцiй з простору AR2. Для того, щоб дифе-
ренцiальний оператор нескiнченного поряд-
ку (4) був застосовним до простору AR1 у
простiр AR2 необхiдно i достатньо, щоб ви-
конувалася умова

∀r2 < R2 lim
n→∞

n
√
||ψn||r2 < |q − 1|R1. (5)

3. Дослiдимо можливiсть зображення до-
вiльного лiнiйного неперервного оператора
T : AR1 −→ AR2 у виглядi диференцiаль-
ного оператора нескiнченного порядку вiд-
носно q-похiдної. Для |q| < 1 формулою

eq(z) =
∞∑

n=0

zn

[n]q !
визначається q-експонента.

З рiвностi lim
n→∞

n
√|[n]q!| = 1

|1−q| випливає, що
q-експонента є аналiтичною функцiєю в кру-
зi |z| < 1

|1−q| . При цьому eq(z) 6= 0 при
|z| < 1

|1−q| [4]. q-експонента є власною фун-
кцiєю для оператора Dq. Сформулюємо i до-
ведемо тепер основний результат даної робо-
ти.

Теорема 3. Нехай |q| < 1, 0 < R2 ≤
R1 ≤ ∞. Тодi довiльний лiнiйний неперерв-
ний оператор T : AR1 −→ AR2 зображає-
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ться у виглядi оператора нескiнченного по-
рядку вiдносно Dq-похiдної виду

(Tf)(z) =
∞∑

n=0

ψn(z)
(
Dn

q f
)
(z), (6)

де (ψn(z))∞n=0 – деяка послiдовнiсть функцiй
з простору AR2 i ряд в правiй частинi (6)
збiгається для довiльної функцiї f ∈ AR1 до
(Tf)(z) за топологiєю простору AR2.

Доведення. Нехай T – довiльний лi-
нiйний неперервний оператор, T : AR1 −→
AR2 . Через t(λ, z) позначимо характеристи-
чну функцiю оператора T виду t(λ, z) =
T [eq(λz)]. За теоремою 1 функцiя t(λ, z) є
локально аналiтичною на множинi K 1

|1−q|R1

×
KR2 . Функцiя eq(λz) також локально ана-
лiтична на множинi K 1

|1−q|R1

× KR2 i не
перетворюється в нуль при |z| < R2 та
|λ| < 1

|1−q|R1
. Тому функцiя t1(λ, z) =

t(λ, z)e−1
q (λz) є локально аналiтичною на

множинi K 1
|1−q|R1

×KR2 функцiєю, як частка
двох таких функцiй при вiдмiнному вiд ну-
ля знаменнику. Розкладемо функцiю t1(λ, z)

в ряд за степенями λ: t1(λ, z) =
∞∑

n=0

ψn(z)λn,

де ψn ∈ AR2 , n = 0, 1, . . .. Оскiльки функцiя
t1(λ, z) є локально аналiтичною на множинi
K 1

|1−q|R1

×KR2 , то для послiдовностi функцiй
(ψn(z))∞n=0 виконується умова (5). Тому за
теоремою 2 диференцiальний оператор не-
скiнченного порядку (4) є застосовним до
простору AR1 у простiр AR2 . За принципом
рiвномiрної обмеженостi формулою

(T1f)(z) =
∞∑

n=0

ψn(z)
(
Dn

q f
)
(z)

визначається лiнiйний неперервний опера-
тор T1 : AR1 −→ AR2 . Оскiльки характери-
стична функцiя оператора T1 збiгається з ха-
рактеристичною функцiєю оператора T , то
T = T1. Отже, оператор T зображається у
виглядi диференцiального оператора нескiн-
ченного порядку (6). Теорема доведена.
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