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З А Д А Ч А  О П Т И М А Л Ь Н О Г О  К Е Р У В А Н Н Я  Е В О Л Ю Ц І Й Н И М И  
С И С Т Е М А М И  ІЗ  С И Л Ь Н И М  В И Р О Д Ж Е Н Н Я М  В  П О Ч А Т К О В И Й  

М О М Е Н Т  Ч А С У
Досліджено задачу оптимального керування процесами, які описуються заданими на 

скінченому часовому промені лінійними еволюційними рівняннями із сильним виродженням 
в початковий момент часу. Доведено існування та єдиність оптимального керування, а також 
отримано співвідношення, які його характеризують. При певних додаткових обмеженнях на 
вихідні дані досліджуваної задачі її розв’язок є розв’язком інтегрального рівняння Фредголь- 
ма другого роду.

Optimal control problems for the processes described by the hnear evolution equations on 
the bounded time rnterval, whmh degenerate іп mhlal time moment, are examrned. Existence and 
urnqueness of the optimal control are proved and some properties of one are estabhshed. In the 
spedal case, a solution to the problem can be derived from the Fredholm rntegral equation of the
second kind.

В с т у п . Теорія оптимального керування 
детермінованими системами, що описуються 
рівняннями з частинними похідними, бага­
та різноманітними результатами і активно 
розвивається в наш час. її основи вперше 
систематично описано в монографії [1]. Ва­
жливі результати цієї теорії у випадку ево­
люційних рівнянь, що задані на обмежено­
му часовому проміж ку і ніде не виродж у­
ються, викладені, зокрема, в працях [2] -  
[5]. Я кщ о ж  рівняння задані на необмеже­
ному знизу часовому проміж ку (див. [6] і 
бібліографію там), то задачі оптимального 
керування системами, щ о описуються таки­
ми еволюційними рівняннями, розглядали­
ся, як нам відомо, тільки в роботах [7], [8]. 
Т ут ми розглянули проблему оптимального 
керування системами, стан яких визначає­
ться еволюційними рівняннями першого по­
рядку за часовою  змінною в гільбертовому 
просторі (зокрема, параболічного типу), які 
задані на скінченому часовому проміж ку і 
сильно виродж уються в початковий момент 
часу. Сильне виродження рівнянь не допу­
скає задання стандартних початкових умов, 
а їх потрібно замінити, наприклад, на обме­
ження поведінки розв ’язку при t ^  +0 . Та­
кого типу рівняння розглядалися в багатьох 
роботах (див., наприклад, [6], [9], [10]). За­

уважимо, що рівняння, які задані на обме­
женому знизу проміж ку часу і сильно виро­
дж ую ться  в початковий момент, тісно пов ’я­
зані з рівняннями, які задані на необмеже­
ному знизу часовому проміжку. Цей зв ’язок 
детально описано, зокрема, в [6] (див. також
[13]) і тут ми його використали для обґрун ­
тування основних результатів.

В даній роботі доведено існування єдино­
го розв ’язку задачі оптимального керуван­
ня системами, що описуються еволюційни­
ми рівняннями, які сильно виродж уються 
в початковий момент часу, при відсутності 
стандартних початкових умов. Дослідження 
проведені для випадку фінального спосте­
реження. Також отримані співвідношення, 
які характеризують оптимальне керування. 
В одному частковому випадку знаходження 
оптимального керування зведено до розв ’я­
зування інтегрального рівняння Фредголь- 
ма другого роду, розв ’язок якого можна зна­
йти методом послідовних наближень.

1. В и х ід н і п о л о ж е н н я . Спочатку нага­
даємо деякі потрібні нам далі позначення. 
Нехай Р  -  який-небудь проміж ок дійсної осі, 
а X  -  гільбертів простір зі скалярним до­
бутком (•, ■)х  і нормою || ■ \\х■ Під С (Р ; X ) 
розумітимемо лінійний простір, складений
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з функцій, які визначені на Р, приймають 
значення в X  та є неперервними. Через 
Ь2( Р ; X ) позначатимемо гільбертів простір 
вимірних (класів) функцій и : Р  — X , для 
яких ||f (ф іх  Є Ь2( Р ), зі скалярним добу­
тком

и , 9 )Ы Р ;х ) :=  ^  и (і ) , 9 (і ) )х  М.

Під Ь2,\ос( Р ; X ) розумітимемо лінійний про­
стір вимірних (класів) функцій, які визна­
чені на Р, приймають значення в X  і їх 
звуження на довільний відрізок [І1,І2] С 
Р  належать простору Ь2 (\Ь1 , і 2]; X ). Через 
Ш2>(Р; X ) позначатимемо гільбертів простір 
функцій и Є Ь2( Р ; X ), які мають узагальне­
ні похідні и' в сенсі Р ' (  іп їР  ; X ) (іп їР  -  вну­
тріш ність проміж ку Р ) з простору Ь2 ( Р ; X ), 
зі скалярним добутком

( f , g ) Wj (P ;X) { ( f  ( t ) , g ( t ) ) x +
P

+ (и ' (і ) , д ' (і ) )х }

Під ^ 21ос( Р ; X ) розумітимемо лінійний про­
стір вимірних (класів) функцій, які визна­
чені на Р, приймають значення в X  і їх зву­
ження на довільний відрізок [ї1 , ї 2] С Р  на­
лежать простору Ш2,(\Ь1 ,12\; X ). В ідомо [14],
щ о И 'і іД Р ; X ) С С ( Р ; X ).

Далі через С ^ ^ ), де X , Y  -  банахові 
простори, позначаємо банахів простір ліній­
них неперервних операторів, які дію ть на X  
і приймають значення в Y , з операторною 
нормою || • ||̂ (Х,^). Під С ^ ) розуміємо про­
стір С ^ ,  X ).

Тепер введемо позначення і припущення, 
які будемо використовувати у формулюван­
ні задачі та основних результатів роботи. 
Нехай V  і Н  -  гільбертові простори над по­
лем дійсних чисел з, відповідно, скалярни­
ми добутками (•, ^)у і (•, •) та нормами || • ||у 
і І • |. Припустимо, що простір V  компактно і 
щільно вкладається в Н , тобто, V  є підмно- 
ж иною Н , замикання V  за нормою Н  збіга­
ється з Н , з будь-якої послідовності елемен­
тів з V , обмеженої за нормою простору V , 
можна виділити підпослідовність, яка збіга­
ється за нормою простору Н , а також існує

стала А* >  0 така, щ о ф| <  А*|ф||у для будь- 
якого V Є V .

Нехай а (•, •) : V  х  V  —  К  -  білінійна ф ор­
ма, яка володіє властивостями симетрично­
сті:

а ^ , ір )  =  а ( т ^ ) ,  v ,w  Є V,

V —коерцитивності:

а(V, V) >  а|ф|| V , V Є V, 

і неперервності:

у  ||р||у, V,w Є V,

де а  і в  -  деякі додатні сталі (очевидно, що 
а  <  в) .

Визначимо оператор А  : Р ( А )  — Н  
за таким правилом. Нехай Р ( А )  :=  { V Є 
V | І а ^ ,р ) І  <  с €р І ,  р  Є V  С  >  0 -  стала, 
яка залежить від V )}. О тож , якщ о V Є Р ( А ) ,  
то відображення V  Э р  — а ^ , р )  Є К 
однозначно продовж ується до лінійного не­
перервного функціоналу на Н . Звідси за те­
оремою Ріса отримуємо існування для ко­
ж ного V Є Р ( А )  єдиного елемента Av Є Н  
такого, що

( А у , р )  =  а ^ , р ) ,  р  Є V. (1)

Очевидно, що оператор А  є лінійним, симе­
тричним:

(A v ,w )  =  (v ,Aw ) ,  v ,w  є Р ( А ) ,  (2)

i V —коерцитивним:

(A v ,v )  >  a||v||y, v e V ( A ) . (3)

Зі сказанного випливає (див., наприклад, 
[12, Chapter IV]), щ о A  -  замкнений опера­
тор в H  (тобто володіє властивістю: якщ о 
{Vm}m=l -  послідовність елементів З D (A )  
і елементи v ,w  Є H  такі, щ о vm — > v і

A vm — > w в H,  то v Є D ( A )  і Av =  w) та

вкладення D (A )  С H  є щільним.
Введемо на D (A )  скалярний добуток

( v ,w )D(A) =  (v ,w)  +  (A v ,A w ) ,  v ,w  Є D (A ) ,

який породж ує норму графіка

||v||2 :=  \v\2 +  \Av\2, v є Р ^ ) .
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Оскільки оператор A  є замкненим, то про­
стір D (A )  з введеним скалярним добутком  
є гільбертовим. Також зі сказанного випли­
ває, що D (A )  компактно і щільно вкладає­
ться в H.

Я к доведено, наприклад, в [12, Chapter 
IV], оператор — A  : D ( A )  ^  H  є генератором 
аналітичної півгрупи { T (т) =  е -тА | т >  0 } 
лінійних обмежених операторів на H  і

е -тАv = Y j -XmT(v ,v m) vm,v  Є H, т >  0 , (4)
m=1

де i^m}m=l,  [Vm}m= l -  послідовності, відпо­
відно, дійсних чисел та елементів з D (A )  та­
кі, що

0 <  Лі А \2 А Аз А ... А Xm А ■■■,

A vm Am vmi m  Є

{ v m}m=1 -  ортонормована база в H.

Очевидно, для кожного m  Є N число Am 
-  власне значення (взяте стільки разів, яка 
його кратність), а vm -  власний елемент, від­
повідний Am, оператора A.

На підставі рівності Парсеваля з (4) отри­
маємо

е~'і х ~т|(v,vm)|2 А\e~TAv (2 =  Е
m=1

А e - 2 XlTY .  \(v,vm)\2 =  Є-2Мт |v|2
m=1

v Є H, т >  0, 

звідки маємо оцінку

e -TA\\c(H) А еш°т, т >  0, (5)

Введемо ще позначення. Під Ь2,^(Б; X ), 
де X  -  гільбертів простір, будемо розуміти 
гільбертів простір, складений з функцій V Є 
І 2 (Б; X ) таких, щ о [у(Ь)]- 1 ІФ(і)Ц2х АЬ <  то, 
зі скалярним добутком  ^ , /ш)ь2 щ-х) =
/я[у (Ь)]- 1 Н Ь)М Ь))х Нехай

гільбертів простір фун-
Щ  ioc(S; v )кцій ш Є УУф}ос(Б; X ) таких, що

Ь  { [у (Ь)]- 1 \\ш(Ь)\\2х  +  у (Ь)І К (Ь)ІІХ} сь <
ж,  зі скалярним добутком
{Х,Ш)№1^ ; Х )  =  58 { [ у (Ь)] 1 {у{г) ,т{г)) х  +  
у(Ь)(Я(Ь),ш'(Ь))х} СЬ. Т ут і далі [у(Ь)]- 1  :=  
і/у(ь ) ,  ь є  б.

Розглянемо задачу без початкових умов 
для еволюційного рівняння: для заданої 
функції / Є Ь2,ір(Б ; Н ) знайти функцію у : 
Б ^  Н  таку, що

y (t) dy +  A V(t) =  f  ( t ) , t Є S 

У є  L 2,v (S ; H ).

(7)

де :=  - Х 1 <  0 .
Нехай Б :=  (0 ,Т ], а у  -  функція, яка за­

довольняє умови: у  Є С ([0 ,Т ]), у(Ь) >  0 при
Ь >  0 , у ( 0) =  0 і 3 0 [у(Ь)]- 1АЬ =  + то . 

Покладемо

в(Ь) :=  J  [у(в)] - 1Ув, Ь Є Б■ (6)

і позначимо через в- 1 функцію, яка є обер­
неною до функції в, заданої в (6).

Цю задачу коротко називатимемо задачею
(7),(8 ). Зауважимо, щ о вона є задачею Q 2 
з роботи [6] при у  =  0 , ц =  2 , а також —А  
замість А.

Згідно з [6] слабким р озв ’язком задачі
(7),(8) називають функцію у Є С  (Б ; Н ) П 
Ь2,р (Б ; Н ), яка задається формулою

У(Ь) =  Р /(Ь) :=  (9)

:=  [ \ у ( в ) ] - 1е - т - в ( з ) ) Л /(в) сів, Ь Є Б.
Фо

2. Ф о р м у л ю в а н н я  за д а ч і та  о с н о в ­
н и х  р е зу л ь та т ів . Нехай и  -  гільбертів про­
стір керувань зі скалярним добутком  (• , •Ь і 
нормою І • \и; В  Є С ( и ; Ь2, ̂ (Б ; Н )) -  деякий 
оператор. Через В  * : Ь2 , ̂ (Б ; Н ) ^  и  позна­
чимо оператор, спряжений до оператора В,  
тобто (В*/,у )и  =  ( / , В у ) Ь2Щ8;И) для будь- 
яких / Є Ь2^ ( Б ; Н ), V Є и.

Припускаємо, що для кожного керування 
V Є и  стан системи визначається як слабкий 
розв ’язок задачі без початкових умов

у(Ь) Су((ь, V) +  Ау(Ь; V) =  д(Ь) +  Bv(t ) ,  Ь Є Б,
dt

10)
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y (v) Є L 2,̂ (S; H ) , ( 11)

де g Є L 2,„  (S; H ) -  задана функція,
Bv(t )  :=  (B v)( t ) ,  t Є S .

Нехай N  Є L ( U ) -  симетричний і ко­
ерцитивний оператор, тобто (N v ,w ) u  =  
( v ,N w ) u  і (N v ,v )u  >  v ||v||U для будь-яких 
v ,w  Є U, де v =  const >  0.

Введемо функціонал

J(v) =  \y(T; v) -  z*\2 +  ( N v , v ) u , v Є U,

де y ( ■; v) -  розв ’язок задачі ( 10) , ( 11), z* -  
який-небудь елемент з H .

Нехай Ud -  опукла замкнена множина 
простору U .

Розглянемо задачу оптимального керу­
вання : знайти керування u Є Ud таке, що

13)

p (t)
dy (t )

dt
+  Ay( t )  =  g(t) +  Bu(t) ,  t Є S,

— P (t) +  AP(t) =  0  t Є S,

P (T) =  У( Т ) —
(B*p +  N u , v  — u ) U >  0 Vv Є Ud,

y Є W 2] „ ( S ; H ) n L 2,„ ( S ; D (A ) ) ,  

p Є C  1 (S ; H ) П C ( S ; D ( A ) )  n L 2,„ ( S ; H ),

U Є Ud ■

Н а с л ід о к  1. (Нехай виконуються умови  
теореми 2 і, крім того, U =  L 2,„(S; D (A ) ) ,  
B  =  I  (I -  тотожній оператор), N v  =  vv, 
v Є U(v  =  const >  0), Ud =  U . Тоді р озв ’я­
зок задачі оптимального керування еволю­
ційною системою без початкових умов ( 1 2 )  
є р озв ’язком інтегрального рівняння

vu(t) )  +  [  [<£(s)]_ 1e(0(t)+0(s))Au(s) ds =

J(u) =  inf J(v).
veUg

Будь-яке таке значення и називається опти­
мальним керуванням.

Далі цю задачу коротко називатимемо 
задачею ( 12).

М етою даної роботи є вирішення таких 
проблем: (і) отримання умов існування гло­
бального мінімуму функціоналу .]; (іі) ви­
вчення структури і властивостей рівнянь, 
які виражають ці умови.

Сф ормулю ємо основні результати робо­
ти.

Т е о р е м а  1. Задача (12) має єдиний 
розв ’язок (оптимальне керування) і він 
характеризується нерівністю

( y ( T ; u) — z *, y ( T ; v) — y ( T ; u )) +

+  [ N u ,v  — u ) U >  0 Vv Є Ud.

=  вт л г*— [р(в)]- 1е (в(і')+в(з')')Лд(в) кв, і Є Б, 
9 я

(15)
(12) (ев(і)л :=  е ^ Р А ,  і є  Б, а 9 визначено в (6) )

та навпаки, причому для V >  (2А1) - 1 рів­
няння (15) можна р озв ’язати методом по­
слідовних наближень.

3. О б ґр у н т у в а н н я  о с н о в н и х  р е з у л ь ­
та т ів . Нехай Б :=  (—ж,  0]. Введемо ліній­
ний оператор Z , який взаємно однозначно 
переводить лінійний простір функцій В  :=  
{ к  : Б — Н }  на лінійний простір функцій 
Б  :=  { к  : Б — Н }  за правилом

Z к  =  к, де к(т) :=  к(9- 1 (т)), т Є Б,

тобто оператор Z  функції з простору В  ста­
вить у відповідність функцію з В , отриману 
з даної в результаті заміни змінної

т =  9(t), t Є S, т Є S. (16)

Т е о р е м а  2. Нехай г* Є Р ( А ) ,  д є  
Ь2>у ( в ; Р ( А ) ) ,  В ( и д ) С Ь2^ { Б ; Р ( А ) ) .  Тоді 
оптимальне керування в задачі ( 12 )  хара­
ктеризується співвідношеннями

Зауважимо, що звуження оператора Z  
на підпростори Ь2,̂ (Б; Н ) і Ш),^(Б; Н ) про­
стору В  є ізометрією на, відповідно, під­
простори Ь2(Б; Н ) та Ш)(Б; Н ) простору В. 
Покажемо це на прикладі пари просторів 
І 2 (̂ Б ; Н ) і І 2 (Б; Н ). Нехай у Є І 2, „ (Б ; Н ) 
і у =  Zy.  Враховуючи (16) і, зокрема, спів­
відношення кі =  р(і)кт, маємо

м і 2Ач;и ) =  [  ш ] - 1 ц у т 2кі =

'2dT =  ||S
(14)

2
L2 (S;V).
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Звідси легко випливає те, що потрібно. Ана­
логічно перевіряємо правильність нашого 
твердження стосовно іншої пари просторів.

Позначимо ІЗ :=  Z\l2 (s ;н ) ◦  B , де 
Z\l2 y s ;н ) -  звуження оператора Z  на
простір L 2,v (S ; H ). Очевидно, що ІЗ Є 
L ( U ; L 2 (S ; H )).

Розглянемо задачу на знаходження опти­
мального керування системою, стан якої для 
кожного керування v Є U визначається 
як слабкий розв ’язок задачі без початкових 
умов

dy(т; v) +  A y (т; v) =  д(т) +  B v (т), т Є S, 
dт

(17)
S(v) Є L 2(S ; H ), (18)

де S :=  Zg Є L 2 (S ; H ),

B v (т) : =  ( Z \l2,V(S;H) Щ (т), т Є S .
Під слабким розв ’язком цієї задачі розу­

міється функція y(v) Є C(S;  H ) П L 2(S; H ), 
яка задається формулою

у(тх )  =  L  (д  +  B v ) (т) :=

:=  (  е —(т-А А { д ( у )  +  B v ( y ) }  dy, т Є S.
J — Ж

З теореми 2.9 роботи [6] випливає, що за­
дача (17),(18) має слабкий розв ’язок. Легко 
переконатися, використовуючи заміну змін­
них (16), що для будь-якого елемента v про­
стору U і слабкого розв ’язку y (- ,v )  задачі 
(10),(11) функція yj(-,v) :=  Z y { - , v )  є слаб­
ким розв ’язком задачі (17),(18) і навпаки.

Введемо функціонал

S (v) =  \У(0; v) — z*\2 +  ( N v , v ) u , v Є U,

де S (■; v) -  розв ’язок задачі (17),(18), і роз­
глянемо таку задачу оптимального керува­
ння: знайти S Є Ud таке, що

J(S ) =  inf J(v).  (19)
veUg

Цю задачу називатимемо задачею (19).
Легко бачити, що S(v) =  J(v)  для всіх 

v Є U , а отже, з існування єдиного розв ’яз­
ку задачі (19) безпосередньо випливає існу­
вання єдиного розв ’язку задачі ( 12). Існу­

вання ж  єдиного розв ’язку задачі (19) га­
рантується теоремою 1 роботи [8]. Це озна­
чає, щ о розв ’язок задачі ( 12) існує та єди­
ний. Нерівність (13) безпосередньо випливає 
з нерівності в теоремі 1 роботи [8] і зв ’язку 
між  розв ’язками задач (10),(11) та (17),(18). 
О тож , теорема 1 є правильною. Аналогічно 
доводиться правильність теореми 2 і наслід­
ку 1, опираючись на теорему 2 і наслідок 1 
роботи [8] та те, щ о y =  Zy,  p =  Zp.
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