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У С Е Р Е Д Н Е Н Н Я  В О Д Н ІЙ  Б А Г А Т О Ч А С Т О Т Н ІЙ  С И С Т Е М ! З !  
З В И Ч А Й Н И М И  Т А  Ч А С Т И Н Н И М И  П О Х ІД Н И М И  !  З Л ІН ІЙ Н О  

П Е Р Е Т В О Р Е Н И М И  А Р Г У М Е Н Т А М И

Розглянуто початкову задачу для рівняння коливання струни п і д  д і є ю  збурення, 
яке описується багаточастотною системою диференціальних рівнянь з лінійно перетвореними 
аргументами. Обґрунтовано для цієї задачі метод усереднення за швидкими змінними.

The object of this paper is an initial problem for fluctuation of string under perturbati­
on equation which is described by multi-frequency differential equation system with linearly 
transformed arguments. Averaging method by rapid changes for this problem is grounded.

1. В ступ. Системи диференціальних рів­
нянь із звичайними і частинними похідни­
ми є математичними моделями в задачах 
управління коливаннями, в яких один із о б ’­
єктів описується хвильовим рівнянням, а ін­
ший -  диференціальним рівнянням зі зви­
чайними похідними [1], струнного генерато­
ра і підсилювача із запізненням [2], при ке­
руванні динамічною системою під дією  висо­
кочастотних збурень [3], в задачах хімії [4] 
та інших.

У  даній роботі розглядається задача ко­
ливання нескінченної струни під дією  збуре­
ння, викликаного коливним процесом, який 
описується багаточастотною системою ди­
ференціальних рівнянь із запізненням. За­
пізнення задається за допом огою  лінійно пе­
ретворених аргументів Лит, т >  0, Ли Є (0 ,1) 
в повільних змінних і вит, ви Є (0, 1) в швид­
ких змінних багаточастотної системи. Така 
задача з постійним запізненням дослідж ува­
лась в роботі [5], системи з лінійно перетво­
реним аргументом -  в [6].

Багаточастотні системи диференціаль­
них рівнянь вигляду

йа
—  =  A (т,a,p , є ),

dp ш(т,а)
+  В (т ,а ,р , є ) ,

умовами досліджені в працях А. М. Самой- 
ленка і Р. I. Петришина, зокрема, в моно­
графії [7]. Грунтуючись на оцінках відповід­
них осциляційних інтегралів у цих працях 
обгрунтовано метод усереднення за швидки­
ми змінними на скінченному і нескінченно­
му інтервалах.

Аналогічні задачі для одно- і багаточа- 
стотних систем із запізненням вивчались у 
працях А. М. Самойленка і Я. Й. Бігуна [8], 
Я. Й. Бігуна [9], I. М. Данилюка [10] та ін.

2. Постановка задачі. Розглянемо сис­
тему диференціальних рівнянь вигляду

д 2п 2 д 2п
дТ 2 =  с дХ 2 +  Ь(х,т)п +  X(х,т,ал, р&,є) ,

da
—  =  А(т, аА, р &,є) ,  
dr

dp ш(т)
+  B (т, аА,р@ ,є ) ,

( 1)

(2)

йт є
де а Є О,  О  - обмежена область в Я п, 
р  Є Т т, т  >  г, Т т -  т-вим ірний  тор, є >  0 -  
малий параметр, з початковими і крайовими

йт є

де т Є [0,Ь],є  Є (0 ,є 0] ,є 0 ^  1 ,а  Є О  С 
Е п, р  Є Т т, т  >  1, Л =  (Л і,..,Л г), 0 <  Лі <  
... <  Лг <  1 ,аА(т) =  (а(Л1т), ...,а(Лгт ) ) ; 0  =  
(9 і , . . ,9 3), 0 < в і  <  ... <  вs <  1,р©  (в) =  
(р (0 1т) , . . . , р (0 3т)). Функція f  і вектор- 
функції А, В  2я-періодичні за кожною з 
компонент векторної змінної р©. Змінні аи 
називаються повільними, р и - швидкими. 

Задано початкові умови:

ди(х ,  0)
и(х,  0) =  х(х ) ,  — ——  =  т ( х ) , х  Є Я;
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а(0, є) =  у, у ( 0 , є )  =  ф ,у  Є Б і С Б , ф  є  Я п
(3) є  Z m, ||2Ц =  ^  Ц&ЇЦ.

и=іЗауважимо, що початкова множина для 
змінних а і у  є одноточковою. Врахування в ум°ш  (7) запізнення в

Відповідна (1), (2) усереднена система швиДких змінних є пРинЦиповим, Що можна 
рівнянь набуває вигляду прослідкувати на такому прикладі.

д  2п д 2п
(4) +  со^ккуі +  Іу 2,в)д  2и 0д  2и

дт2
=  с

д х 2
+  Ь(х,т)и +  фо(х,т, аА), 

йа
—  =  Ао(т, аА), 
ат

дт2 д х 2

й у і 1 +  2т  й у 2 1 +  т
Уі (0) =  у  2 (0) =  0.

йу  ш(т) 
ат є

+  Во(т, ал),

йт є йт є
Якщ о 2к =  І =  2,в =  0.5, то в системі є 

резонанс при т =  0, оскільки у і2 (т) =  0 .5т. 
(5) При цьому

де и(х,  1, є) — и(х,  1)
г2п

Яо(х,т, ал)

Р  =  ( І , А , В ).

(2п )
Р (х,т, ал,у&, 0)йу©,

.2Щ
совг2аг =  0 (л/є),

Усереднена система рівнянь (4), (5) зали­
шається системою із запізненням, але вона 
істотно простіша, ніж ( 1) , (2), оскільки рів­
няння для и і а не залежать від швидких 
змінних у©, а також тому, що знаходження 
у  зводиться до задачі інтегрування, якщ о ві­
дом о а(т).

Задача полягає в доведені існування 
розв ’язку системи рівнянь ( 1), (2) з поча­
тковими умовами (3) й оцінці відхилення 
розв ’язків задач (1)-(3), (4 )-(6) при (х,т,є)  Є 
Я  х [0 ,Р] х (0 ,єо], якщ о єо -  досить мале і 
початкові умови збігаються.

3. У м о ва  резонансу частот. Для си­
стеми рівнянь без запізнення з т  повільно 
змінними частотами и і (т) , . . .  ,шт(т) умова 
резонансу в точці т набуває вигляду

(к, и(т)) :=  к і^ і(т ) +  ... +  кти т(т) =  0 . (6)

Узагальненням на випадок одного лінійно 
перетвореного аргументу в швидких змін­
них є умови вигляду [9]

(к,и(т))  +  6 (І,ш(6т)) =  0 , ЦкЦ +  ЦІЦ =  0.

Відповідна умова для системи рівнянь 
(2)-(3) така:

и (т) := ^ 2 6у V й  , и ( 6у т ))  =  0 , (7)
V =1

щ о випливає з оцінки інтеграла Френеля 
[11]. Я кщ о ж  8к =  —І =  8,6  =  0.5, то 
у 1—1 (т) =  —3 і резонанс в системі відсутній. 
Тоді

4є 3
и(х,  1, є) — и(х,  1) =  —  від —  =  0 (є).

3 4є
У  кожному з цих випадків умова резонан­
су (7) не виконується. При обґрунтуванні 
методу усереднення важливою є умова ”не- 
застрягання” системи в малому околі резо­
нансу. Д остатньою умовою  виходу системи 
із околу резонансу уиг(т) =  0 є виконання 
нерівності

V(т) =  0,т Є [0,Ь], (8)

де V(т) -  визначник Вронського поряд­
ку те,  побудований за системою функцій 
ш(6іт) , . . . ,  и (63т). Наприклад, для одночас- 
тотної системи з одним лінійно перетворе­
ним аргументом

ш(т) и (г )
V  (т) йш(т) пйш(г)

6
йт

Якщ о т  =  1 і 5

,г  =  6т, 6 Є ( 0 ,1).

2 , то

V  (т)
6

и(г і )
йш(гі )

6

и  (*2 ) 
йи(г2)

йг2
6

и(гз)
йи(г3)

2 й2Ш(гі ) 2 й2^ (г2) а2
6 ^ , 0  62 , о 6 з

йг2
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Д оведення. На підставі формули Да-

2 с.

п(х,  т, є) — п(х,  т)

Т х+с(т-і)

т, 0 <  в1 <  в2 <  93 <  1 .
3. О бґрунтування методу усереднен- ламбера із рівнянь (1) і (4) одержимо 

ня. Покажемо, що при виконанні умови (8), 
аналогічної умові виходу з резонансу для ба- 
гаточастотних систем систем без запізнення 
[7] і умові А  в праці [12], можна отримати 
оцінку відхилення розв ’язків, порядок якої 
а  =  (ш в) - 1 .

Теорема. Нехай виконуються умови:
1) функції Є С ^ ^ [О , Ь],и =  1 , . . .  ,ш ,  

і справджується нерівність (8) ;
2) для кожного є  Є (0, є0] вектор- 

функція Я Є СІаА( С , а ) , 0  =  Я  х  [0,Ь] х
Б 3 х  (о, Єо];

3)\\Я(х,г,аА, р &,є)  — Я(х ,т ,аА,фе,  0)|| <  
а2є аі , а 1 >  а ;

4)  в області Є 1 =  Я  х  [0, Ь] х  Б 3 для кое­
фіцієнтів фур є вектор-функці% Я при є  0 боті [13] встановлена оцінка 
виконується нерівність

[Ь(г, ї ) (п(г ,  і, є) — п(г,  і)) +

0 х-с(т-і)

+ / ( г , і ,а л ,р & ,є )  — / ( г , і , а л , ф в , 0)] д г д і +

Т х+с(т-і)

( У [/(гЯ, аЛ(ї , є ) ,Ф&(І , є ) , 0) —
0 х-с(т-і)

— /0(г, і, ал (і, є) ) ]дгді .

При виконанні умов 1-3 і 7 теореми в ро-

^  [ У Х  \\і Н \\ йир/  \_ / ; V
1=0 и=1

1
- (вир \\

Сі

дЯі(т, ал)

+  У ^  Ху йир \\
Сі

& Сі дт

дЯі(т, ал)

V =1 д а (у)

\\ +

<  о 3,

де \&
V=1

(V )|

5) V Є С 2 (Я),т Є С  1 (Я);
6)\Ь(х, т)\ <  Ь0, при х  Є Е  і т >  0;
7) існує єдиний р о з в ’язок системи рів­

нянь (4), (5) з початковими умовами
(3), причому компонента р озв ’язку а =  
а(т),а(0) =  у Є Б 1 С Б ,  леж ить в Б  ра­
зом із деяким околом.

Тоді для досить малого є 0 >  0 існує єди­
ний р озв ’язок задачі (2) - ( 4)  такий, що для 
всіх (х, т,є) Є Я  х  [0, Ь] х  (0, є0] виконується  
нерівність

\\а(г,є) — а(т)|| +  \\р(т,є) — <р(т,є)\\ <  С2є а
( 10 )

коли т Є [0,Ь] і є Є (0, є0] і початкові умови 
для систем (2) і (5) збігаються.

Позначимо через А ( г , є )  максимум мо­
дуля функції п(г,т,є)  — п(г,т ) на відрізку 
х  — с(Ь — т) <  г <  х  +  с(Ь — т) при фіксова­
них х  Є Е, т Є [0,Ь] і є Є (0, є 0].

На підставі оцінки (11) і умов 2 і 3 одер­
ж имо

А(т, є) <  — Ь ( 2с2&1 +  &2)єа+

+Ь0 J  (т — і ) А ( і , є ) д і +  
0

Т х+с(т-і)

+ 2 с Х ді /і( г , і ,ал( і , є ) ,  0)х
і=0 х -  с(т- і)

х ехр \ (1(и ^  і, є))
V=1

дг

Останній доданок можна записати насту­
пним чином

\\а(т,є)  — а(т ) \\ +

+\\р ( т,є)  — <а(т, є ) \\+

+  \п(х,т,є) — п(х,т )\ <  с 1є а , (9)

де с 1 >  0 і не залежить від є.
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де

х+с(т— І)

ді (х ,т,і , є)  =  J  —і ( г , і , а л ( і , є ) ,  0)х
х—с(т— І)

І

+ (1 +  а 2)Ь . д/і + ^  А , ——і ,)
+ ^ ^ + р Іж  І +  Е  Ау +  І —д ОІ© Сі v=і

+

х ехр і (і , у©) — е х р (  ^  уі(гі)йгі 
о

йг.

Для функції ді та ї ї  похідної нескладно де 
одержати оцінки:

Іді(х,т,г,є)І <  2х(т — і) вир І—іІ <
Сі

<  2сР  вир І/іІ,
Сі

С4

+Ь0 J  (т — і)А(т,є)йі  <  
о

т

<  с4є а +  Ь0 (т — і )А ( і ,  є)йі,

Р 2 (2с2а і + 02)+ (1 +  (2 + о  і + 02)Р)
с

/2 .

Із нерівності Гронуола випливає, що

—ді(х ,т,і , є)
—г

<
А(т,є)  <  с4є а ехр \Ь0 (т — і)йі <  с є

<  2 с (1 +  оіЬ)\\І\\© вир І/іІ +
Сі

+ 2сЬ (1 +  о  і ) (  вир —р—~ +  ^  Л Аг
\ Сі '-і ~ ^

Для осциляційного інтеграла

Т І

Іі(х, т, є') =  ^  — ( х , і , є ) е х р  є  У  1 і(іі)йгі 
о о

^ вир
С

——і
да XV

де с і =  с4 ехр(Ь0Ь2). Одержана нерівність 
виконується для всіх х  Є К, т Є [0, Р] і 
є Є (0, є0], де є 0 визначається при доведенні 
оцінок ( 10) і ( 11).

Як приклад розглянемо систему рівнянь 
з т  частотами (т >  3)

д 2и д 2и

йі
+  с о в у  і +  ■ ■ ■ +  у т—

при виконанні умов 1 і 2 теореми справдж у­
ється оцінка [13, 14]

\Іі(х,т,є)\\ <  с3є 0

дт2 д х 2

—Р(у  і ,в +  ■ ■ ■ +  ут,в У

—  =  с° 8[у  і +  ■ ■ ■ +  у т — р (у  і ,в +  ■ ■ ■ +  у т,в)] ; 
йт

Лу і 1 , у і ( 0) =  0 ,

1 + ї і У ) зир \—(х ' і >£ >и+ й у  1 Лт єIIі II©' Сі ауv    —(1   Я —і +  тV   тт̂ - 2  +  тm+v— і)
йт є

—  вир
І© Сі

——( х , і , є )
—і

( 1 1 )
у V(0) =  0 ,и =  2 , . . .  , т  — 1 ;

1йу
йт є

1 ( 1 —тт— і —т 2п—2+ат 2т— і )уут(0) =  0 ,
де с3 >  0 і не залежить від є. 0

На підставі оцінки осциляційного інте- де 9 Є (0> 1), р9 =  1  а =  2т (1 — 9 °  ) -  . 
грала ( 11) для А(т, є)  маємо інтегральну не- ^ ри т  =  0_ є резонанс частот, оскільки
рівність у і (т) =  2тт2т і . Визначник Вронського

А (т,є) <  2 (2 с2°і +  ° 2)є<Х +
с\ - ї ї  т (т  — і) -■—г

V (т) =  2т 2(1 — 6т—і)т—і6 Д  V! =  0
2т- 1

v=2

сз є 
' 2 с Е

і=0

22

умови теореми виконані і

п(х,  Т, є) — п(х,  т) =
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(2 +  ° і )Ь +  1 ) \\І\\© Эир \\—і || +  
Сі

т
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t 2m t 2m
=  t c o s  dt — t c o s  dt.

J £ J £
0 0

Скориставшись асимптотикою узагальне­
ного інтеграла Френеля [11, c.154] при t =  1 
і x  Є R  одержимо

u(x,  1, є) — u(x,  1)
2m

Г (— ) c o s ( - ^  ) — 
2m 4m

1 П 1
— 2^~єГ ( - )  cos (— ) +  є sin -  +  0 (є2) 

m  2m  є
=  0 ( 2Щ

при є ^  0. Т ут Г -  гамма-функція.
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