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Г С Н У В А Н Н Я  Ш В А Р Х А Н Т Н О Г О  Т О Р А  О Д Н О Г О  К Л А С У  Н Е Л Х Ш Й Н И Х  
С И С Т Е М  Д И Ф Е Р Е Н Ц І А Л Ь Н И Х  Р Х В Н Я Н Ь

У даній статті розглянуто питання Існування Інваріантної тороїдальної множини одного 
класу систем диференціальних рівнянь, визначених на прямому добутку ш-вимірного тора i п- 
вимірного евклідового простору. Досліджено один клас нелінійних задач з малим збуренням, 
для якого умови існування інваріантної тороїдальної множини виконуються.

In this article of existence invariant toroidal set for system of differential equation of certain 
class, defined in direct product of ш-measurable torus and n-measurable Euclidean is considered. 
Certain class of weakly perturbated nonlinear problems that satisfies the conditions of existence 
of invariant toroidal set is investigated.

Системи диференціальних рівнянь, щ о є 
розширенням динамічної системи на торі, 
описують процеси, що мають коливний ха­
рактер. Важливим питанням теорії розши­
рень динамічної системи на торі є встанов­
лення умов існування інваріантних торів ав­
тономних систем диференціальних рівнянь, 
дослідження їх стійкості, а також питання 
їх існування і збереження при малих збуре­
ннях. Фундаментальні дослідження в цьо­
му напрямку проведено в роботах [1] і [2]. 
Дану статтю  присвячено дослідженню умов 
існування інваріантної тороїдальної множи­
ни одного класу систем диференціальних 
рівнянь з малим збуренням.

Розглянемо систему рівнянь

ф =  а(ф), х  =  Л(ф)х  +  / & ) ,  (1)

в якій ф Є Т т, х  Є Я п, а(ф) — ліптттитте- 
ва векторна функція на т-ви м ір н ом у  торі 
Т т, 2я-періодична по кожній компоненті ф^, 
І  =  1 , 2 , . . . ,т. Л(ф) і / (ф) — неперервні ма­
трична та векторна 2я-періодичні по ф̂  фун­
кції відповідно.

Позначимо через фі(ф) розв ’язок першого 
з рівнянь системи ( 1) такий, щ о фо(ф) =  ф, 
а через 0 гТ(ф) — матрицант однорідної си­
стеми

х  =  Л(фг(ф))х  (2)

залежної від ф Є Т т як від параметра. По-

кладемо

Git,  т ©  =  j  ф (Ф) Є © (Ф) ) , т <  t,
m e © m  -  e ), т > t ,

де С(ф), ф Є Т т — неперервна матрична 
функція, яка називається функцією Гріна- 
Самойленка системи рівнянь

якщ о

ф =  а(ф), X =  Л(ф)х,

\№,т,ф)\\ <  К - - , (3)

для всіх ї,т Є Я, ф Є Т т, К  і у  — деякі до­
датні сталі. Функція Є(ї ,  т, ф) задовольняє 
систему (2) при ї =  т, а при ї =  т вона має 
розрив першого роду зі стрибком

С(т +  0, т, ф) — С(т — 0, т, ф) =  Е.

Нехай 0 р — ^-гранична множина розв ’яз­
ку фг(ф) першого із рівнянь системи ( 1) та­
кого, щ о фо(ф) =  ф. Я к відомо, наприклад 
із [2], 0 р непорожня множина для всіх ф Є 
Т т внаслідок компактності ф азового про­
стору Т т, 0  =  и 0 р. Нехай А  =  и А р,

рЄТт
де А р — а-гранична множина розв ’язку пер­
ш ого із рівнянь системи ( 1), фо(ф) =  ф.

Нехай для всіх ф Є Т т існує границя

lim Ц ф і т  =  лI t І
(4)

Це означає, щ о матрична функція Л(ф) на 
множинах П і A  є сталою матрицею Л(ф) =
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Л для всіх р  Є П и А.  Крім того, буде­
мо розглядати випадок, коли матриця Л(р)  
блочно-діагонального вигляду:

Л(р ) =
Л- (р ) 0

0 Л+ (р )

Поряд із системою (1) розглянемо збурену 
систему рівнянь

р  =  а(р) ,  X =  (Л(р ) +  В (р ) ) х  +  / ( р ) . (6)

Сформулюємо спочатку дві теореми [3], 
які встановлюють умови існування інваріан­
тних тороїдальних множин для систем рів­
нянь ( 1) і (6).

Т е о р е м а  1. Якщо дійсні частини всіх 
власних чисел граничної матриці Л відмін­
ні від нуля: Яе(Хі (Л)) =  0, ( і  =  1, 2, . . . ,п ) ,  
причому Яе(Хі  (Л)) <  0, і  =  1,2, .. . ,  к і 
Вв(Хі (Л)) >  0, і  =  к +  1,. . . ,п,  то для довіль­
ної неперервної 2п-періодичної по р і , і  =
1 , 2 , . . . ,т  функції / (р) система ( 1 )  має ін­
варіантну тороїдальну множину х  =  и (р ) .

Т е о р е м а  2. Нехай для всіх р  Є Т т існує 
границя (4)  і дійсні частини всіх власних 
чисел граничної матриці Л відмінні від ну­
ля: Яв(Хі (Л)) =  0 (і  =  1 ,2 , . . . ,п ) ,  при­
чому Яв(Хі (Л)) <  0 при і  =  1 , 2 ,. . . ,к,  
Яв(Хі (Л)) >  0 при і  =  к +  1, . . . ,п. Тоді існує 
таке Ь >  0, що для будь-якої неперервної 
2п-періодичної по р і , і  =  1 , 2 , . . . ,т  матриці 
В ( р )  такої, що та ,х  ||В(р)|| <  Ь, система

(6)  має інваріантну тороїдальну множину.
В [4] доведено існування асимптотично 

стійкої інваріантної тороїдальної множини 
систем ( 1) і (6) у випадку в ід ’ємних дійсних 
частин всіх власних чисел граничної матри­
ці Л.

Розглянемо збурену нелінійну систему 
диференціальних рівнянь

р  =  а ( р ) + а і ( р , х ) ,  х  =  Я ( р , х ) + Л ( р ) х ,  (7)

в якій р  Є Т т, а(р)  Є С  1(Т т), а 1 ( р , х )  Є 
Є Т т, х  Є Я п), Л(р) Є С  1 (Т т),

Я ( р , х )  Є С^Х 2(р Є Т т, х  Є Яп), ||х|| <  Н, 
Л(р)  — вигляду (5). Запишемо цю систему у 
вигляді

р  =  а ( р ) + а 1 ( р , х ) , х  =  Л ( р ) х + В ( р , х ) х + / (р),

де /(р ) =  Р ( Р, 0), в ( р , х )  =  / х) Ат.
0

Наведемо достатні умови існування інварі­
антного многовиду системи (7).

Цей многовид шукатимемо методом по­
слідовних наближень як границю послідов­
ності

М к : х  =  п (к)(р) ,  р  Є Т т, к = 1 ,  2,...,

кожна з яких є інваріантний тороїдальний 
многовид системи рівнянь:

р  =  а(р)  +  аі ( р , п (к-1)(р)) ,
(9)

X =  Л (р )х  +  В  ( р , п (к 1\ р ) ) х  +  / (р) ,  

тобто многовид

х  =  и (к2(р)
+СЮ _
/  (4(0, в, р, Л +  В к - і )/ (р ік 1) (р))Ав

к 1 ( 10) де ір'ї 1) (р)  розв ’язок системи (9) такий, що
р0к 1) (р) =  р.  За початковий многовид М 0 
візьмемо многовид х  =  0. Оскільки для не- 
збуреної системи ( 1), як і при доведенні тео­
реми 1, функція Гріна-Самойленка системи 
рівнянь (2)

G (t , т, р )
Аїад((Аіт(р, Л- ), 0), t >  т,
-А їад(0 ,  А 1т(р, Л+)), t <  т.

допускає оцінку (3), то легко встановити, 
як і при доведенні теореми 2 , щ о функція 
Гріна-Самойленка системи рівнянь

х  =  (Л(р і (р )) +  В ( р і (р ) , 0 ))х  

допускає оцінку

\\С(і,т,р, Л +  Во)|| <  К і е - ^ -ТІ, ( 11)

для всіх і, т Є Я, р  Є Т т, К 1 і у 1 — деякі 
додатні сталі, якщ о тільки

т а х  \\В(р, 0))|| <  Ьо,
фЄ Тт

де Ь0 — достатньо мале. Позначимо через 
С' (Т т) підпростір С ( Т т), утворений фун­

кц іям и  п(р ) ,  для яких функція п (р і (р ) )  не­
перервно диференційовна по і при всіх і Є
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Я, ф Є Т т. 3  оцінки (11) випливаЄ [1], що де ф[°Чф) — розв ’язок системи 
існує симетрична матрична функція Б(ф) Є 
С  (Т т) , яка задовольняє нерівність

«Е
і=1

д 3  (ф) 
дфі

аі (ф) — Б (ф) (А.*(ф) +  В * (ф, 0)) —

— (Л(ф) +  В(ф, 0) )Б (ф ) )х ,х )  <  — ||х||2.

Оскільки а(ф) Є С  1 (Т т) та Л(ф) +  В(ф,  0) Є 
С 1 (Т т), випливає, що фі (ф) і 0 ьт(ф) є не­
перервно диференційовними по ф на торі 
Т т функціями. Врахувавши, щ о неперервна 
диференційовність матричної функції Б(ф) 
безпосередньо залежить від властивостей 
гладкості матрицанта 0 ° (ф) Є С  1 (Т т) та 
розв ’язку фі(ф) Є С  1 (Т т), то дв(Р

д?і

<  —\\х\\ + ±  ^ ^ ( ф ,  0)
І=1

<  —(1 — \\аг(ф,і

дфі

Е
ЧІ=1

д Б (ф)

дфі

х  II2 <

)\ х\

р Е
.і=1

д Б{ф)

дфі

є не-
перервними функціями для всіх ф Є Т т, 
І  =  тобто Б(ф) Є С 1 (Т т). Д одаю­
чи до координат аі (ф), і =  1 , . . . ,т  вектор- 
функції а(ф) координати а(1\ф,  0) вектор- 
функції а1 (ф, 0) одержимо

« Е  м * )  +  Б 'ф  0)) — Б ( ф ) ( А ' Ш
і=1 фі

+ В *(ф, 0)) — ( л ( ф) +  В ( ф, 0 ))Б (ф) ) х , х )  <

ф =  а(ф) +  а1 (ф, 0) 

такий, що ф°°\ф) =  ф, допускає оцінку

С ( і , г ,ф ,  Л +  В°) <  К 1 (єо)е- ^ Єо)ІІ-ТІ,

( 12)
Ь,т Є Я, ф Є Т т, якщ о тільки є 0 >  0 таке, 
щ о ||а1 (ф, 0)| <  є°. Враховуючи, що додатні 
сталі К 1 (є°) і 71 (є°) представляються без­
посередньо через Б(ф), матричну функцію 
Л(ф) +  В(ф,  0) та в  [1, §2.10], то вони зале­
ж ать лише від є 0. Тоді на основі теореми 
2 робимо висновок, що тороїдальний много- 
вид х  =  п (1\ф)  системи

ф =  а(ф)+ а 1 (ф,0 ) , х  =  ( л ( ф) + В ( ф,0) ) х + ї ( ф) 

існує і має вигляд

+СЮ

х  =  и [1\ф ) =  [  С (0 , 8,ф, А + В 0) І ^ Ч ф ^ і ї в .

За многовид М 2 візьмемо інваріантний то­
роїдальний многовид системи рівнянь

ф =  а(ф) +  а1 (ф ,и {1) (ф)), 

х  =  (Л(ф) +  В  (ф,и{ 1\ ф ) ) )х  +  ї  (,ф) ,

а саме,

+СЮ

З останньої нерівності видно, що вибір числа 
є0 >  0 , яке задовольняє нерівність в  =  1 —
є ° Р  >  0, де

Х =  и [2\ф ) =  / С (0 , 8,ф, Л+ В і)!(фБЧфїїіїз.

Якщ о таким чином ми побудували многови- 
ди М 1 , М 2, ..., М к - 1 , то за многовид М к бере­
мо інваріантний тороїдальний многовид ( 10) 
системи рівнянь (9). Враховуючи оцінки для 
функції Гріна-Самойленка 0(Ь,т,ф, Л +  Вк) 
на кожному кроці, можна вказати таке є >  
0 , щ о для будь-якого к :

С(і ,т,ф, Л +  В к) <  К 1 ( є ) е - 1 і(£)ІІ-т\ (13)

гарантує від'ємну визначеність похідної ква­
дратичної форми V(ф, х)  =  (Б(ф)х, х) ,  обчи­
сленої вздовж  розв'язків збуреної системи

ф =  а (ф )+ а 1 (ф, 0), х  =  —(Л*(ф)+В*(ф,  0))х ,

при умові На^ф, 0)|| <  є0. Таким чином, ^,т Є Я , ф Є Т  . П окаж емо, що таким мето-
функція Гріна-Самойленка системи дом  можна побудувати інваріантний много-

вид системи (7). Для цього треба перекона-
х  =  (А(фЧЧф)) +  В(фЧ\ф),  0))х , тись в тому, що можна побудувати функцію
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n (k') (p)  для будь-якого k =  1 , 2 ,..., довести 
рівномірну збіж ність n (k') (p) ^  и(ф), p  Є 
T m і показати, що x  =  п (р )  задає інварі­
антний тороїдальний многовид вихідної си­
стеми (7).

Нехай max \\F(p, 0))|| =  m ,Tm

max \\B(p,x))\\ =  bo.
ve Tm, ||ж||<̂

Із ( 10) випливає нерівність 

||u(1) (p)|| <

+СЮ

G (0, s , p ,  A +  B o) ||f  (p 0(p ))| ds<

або, враховуючи оцінку (13),

max H n^^p) 1! <  max \\f(p)\\Tm '' '' -  Y1 (e) <pe T m V ' / 11

Вважаємо, що (G)h >  2 К 1 (є)т,  тому

max l ln l^ p ) 1! <  h. 
ve tm 11 11

+СЮ

< G ( 0 , s , v A  +  B k- i )  II/ ф к  1)( )̂)\\ds <

Оцінимо різницю у (к+ 1 ') (ф) =  u (k+l) (ф) — 
п (к\ф).  Оскільки функції и (к') (ф) гладкі, то 
вони задовольняють рівність

ди  g ( а(ф) +  а , (ф ,и(к-1} {ф))) =

=  (Л (Ф  +  В(ф, и (к -пШ и < к)М  +  f  (ф),
для будь-якого ф Є T m та k =  1, 2,... Звідси 
випливає, що функція и (к+ 1 ') (ф) задовольняє 
рівність

д и ( к+д(ф)
дф

-{а{ф) +  аі(ф,и  {к)(ф)))

де

(Л(ф) +  B  (ф ,и ( к\ ф ) ) )и ( к+ 1) (ф) +  f  (к\ф),  

f  ( к)(ф) =
=  ( в (ф ,и (к){ф)) -  B {ф ,и(к-1) Ш и {к\ ф ) -

- dUд ф ^  (а і (ф’ и(к)(ф)) -  аі (ф’ и(к- 1 ) (ф) ) ) ’

а тому x  =  у (к+1') (ф), ф Є T m є інваріантним 
тором  системи рівнянь

ф =  а(ф) +  а і (ф ,и (к\ф)) ,

Нехай для u (j)( p ) , j  =  1, 2 , . . . ,k  —1 нерівність
(14) виконується. Тоді для j  =  k маємо:

max Hn (k)( p ) H <
ve Tm 11 11

x  =  Л(ф)х +  В(ф, и (к)(ф))х  +  / (к)(ф).

Функції дид неперервні
1 5 )

на компактній

<  Щ Є Ї  max \\f(p)\\ .
-  ф1 (є) ve Tm yrJU

За індукцією робимо висновок: якщ о 
Y ^ ) h  >  2 К 1 (є)т,  то для кожного k =  
1 , 2 ,... функцію n (k') (p)  можна побудувати, 
а, отж е, можна побудувати і множину M k, 
що є інваріантною тороїдальною множиною 
системи (9). Враховуючи оцінку (13) та з 
того, щ о a(p)  +  a 1 ( p , n (k-1') (p ))  Є C 1 (T m), 
Л(р)  +  B ( p , n (k-1  (p))  Є C  1 (T m) та f  (p)  Є 
C 1 (T m) випливає, що функція n (k') (p)  задо­
вольняє умови теореми про гладкість інва­
ріантного тора [2, §3.12], а тому для кожно­
го k =  1, 2,... n (k)(p) Є C 1 (T m). Встановимо 
умови збіж ності послідовності n (k') (p).

множині, том у для довільного к існує дода- 
тнє М  таке, що || || <  М.  Припуска­
ючи, щ о функція В ( р , х )  ліпшицева по х  зі 
сталою Ліпшиця Ь і враховуючи, що функції 
9и('д(р(Р') обмежені, а функція а 1 (р , х )  - ліпши­

цева по х  зі сталою Ліпшиця L, правильна 
оцінка

І І ^ М І  <  К ? S T x 1  <

<  2К\(є) ( 2Кі (є) m L  +  M L) \ і (к) (ф)\\ <

д і (є) д і (є)
2К і (є )<

1 і ( є )

(hL +  M L )  \\и(к)(ф)

Отже, вважаючи, щ о константи Ліпшиця 
L  і L настільки малі, що

2 К і ( є )

д і (є)
-(hL +  M L )  <  1,
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робимо висновок про рівномірну збіжність 
послідовності функцій { и (к\ф )} .

Покладемо lim и (к') (ф) =  и(ф).
к^ж

Переконаємося, щ о многовид x  =  и(ф) є 
інваріантним многовидом вихідної системи. 
Позначимо через фЦф) розв ’язок системи

ф =  а(ф) +  аі(ф,и(ф))

такий, що ф0(ф) =  ф.
Перейшовши до границі, коли k ^  ж  в 

рівності ( 10), бачимо, що функція и(ф) має 
представлення

+СЮ

X и (у ) G(0, s , y ,  А +  B ) f  (у (у ) )ds

в якому G(t,  т,у, Л +  B ) 
Самойленка системи

функція Гріна-

де B ( y , x )  =  f  dF(РфіХ dr , для будь-якої фун- 
0

кції a (y )  Є С l (T m) i для будь-якої функції 
a i ( y , x )  Є С ^ ° х)( у  Є T m, x  Є R n) такої, що

max \al (y,  x )  || <  є,
рЄ Tm,\\x\\<h

1

a i ( y , x  ) -  a i ( y , x " ) <  L x x

x  =  [Л(УІ(У)) +  B ( $ ( v ) , u ( y t ( y ) ) ) ] x .

Отже, u ( y t ( y ) )  для будь-якого y  Є T m за­
довольняє рівність

u (y*t ( y ) )  =  [л (у і (у ) ) +

+ B y t  ( y ) , u (y*t { y )) ) ]u{y*t (y )) +  f  y t ( y ) ) ,

а тому многовид x  =  u (y )  є інваріантним 
многовидом системи (7). Таким чином, має 
місце теорема.

Т е о р е м а  3. Нехай для всіх у  Є T m тнув 
границя (4)  і дійсні частини всіх власних 
чисел граничної матриці Л відмінні від 
нуля ReXj  (Л) =  0, (j =  1, 2 , . . . ,n ) ,  причому 
ReXj  (Л) <  0, при j  =  1 , 2 , k і ReXj  (Л) >  0, 
при j  =  k +  1,. .. ,n.  Тоді існують такі сталі 
b0 >  0, m  >  0 , є >  0 і достатньо малі сталі 
Ліпшиця L і L, що для будь-якої матриці 
F ( y , x )  Є СЇр,’х \ у  Є T m, x  Є R n), \\x\\ <  h, 
такої, що max ||F(y ,  0)11 =  m,

рЄ Tm

система (7) має інваріантний тороїдаль­
ний многовид.

Зауважимо, якщ о дійсні частини всіх 
власних чисел граничної матриці Л в ід ’єм­
ні [5], то інваріантний многовид системи (7) 
є асимптотично стійким.
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