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У М О В И  О Б М Е Ж Е Н О С Т І Р О З В ’Я З К ІВ  
Н Е Л ІН ІЙ Н О ГО  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н О Г О  Р ІВ Н Я Н Н Я

x"  +  F (x', x) =  y(t)

Наведено умови Існування обмежених на R розв’язків нелінійного диференціального рів
няння x" + F (x', x) = y(t), t Є R.

We obtarn a сошііїіопз for the ex!stence of bounded on the R solutions of nonhnear dlfferentlal 
equation x" + F(x1, x) = y(t), t Є R.

1. Основний о б ’єкт дослідж ень. По
значимо через C° банаховий простір обме
жених і неперервних на R функцій x =  x(t) 
зі значеннями в R із нормою

||х||с° =  sup \x(t)\, 
teR

а через Cm, де m Є N, -  банаховий про
стір елементів х  простору C  0, для кожного

И /7̂  ̂ГҐ‘Cltv t l  tv  ,—vOз яких ——....... ——  Є C , з нормою
dt ’ dtm

\x\\o m sup
k=0,m

dk x
dtk C0

д°х
Тут ї й  = х  . .

Розглянемо диференціальне рівняння 

ї 2х ^ ( ї х  \ , . . _
ц і + © у = т ' 1 Є "  (1)

де У : М2 ^  М -  неперервна функція і 
к Є С0.

У цьому рівнянні функція У може бути 
недиференційовною в усіх точках множини 
М2.

Нас цікавитимуть умови існування обме
жених розв’язків рівняння (1).

Зазначимо, що нелінійні диференціаль
ні рівняння другого порядку були об’єктом 
досліджень багатьох математиків (див., на
приклад, [1]-[6]). Особлива увага була при
ділена з ’ясуванню умов існування періодич
них розв’язків цих рівнянь.

2. Основний результат. При дослідже
нні рівняння (1) будемо використовувати лі
нійний оператор Ьк1,к2 : С  2  - С0, що визна
чається рівністю

(Ькьк2 х)(і) =  ~ ~ ~ ^  +  кі ~ХІ Ї ) +  к2Х(і)’ (2)

де к1 і к2 -  такі дійсні числа, що цей опе
ратор має неперервний обернений Ь—к2, і 
х Є С 2. Множину всіх таких операторів по
значимо через Е.

Теорема 1. Нехай для кожного числа 
Н >  0 існують такі число г >  0 і опера
тор Ькі,к2 Є Е, що виконується нерівність

т а х  ІУ(х 1 , х 2) — (к1х 1 +  к1х2)| ф
|ж1|̂ Г, р2І̂ Г

r
\т- і II
І к1,к2ІІ L(C0 C !)

-  H.

Тоді для кожної функції Н Є С0 рівняння 
(1) має хоча б один розв’язок х Є С 2.

Це теорема -  окремий випадок теореми 
про існування обмежених розв’язків неліній
них диференціально-функціональних рів
нянь з використанням локальних лінійних 
апроксимацій рівнянь [7].

Щоб можна було застосовувати теорему 
1 до рівняння (1), потрібно знати, коли опе
ратор Ькі,к2 : С2 -  С0 має обернений не
перервний оператор Ь- 1 к2, зображення опе-
рат°ра 2 і норму ||і(С0)С1). Тому
далі наведемо умови неперервної оборотно
сті оператора Ьк1,к2, з ’ясуємо, в якому вигля-
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ді подається оператор Ьк̂ к2, і знайдемо для у випадках 2) і 6) -  у вигляді 
цього оператора норму \\і-Ц2 \\ь{со,су

3. У м ови оборотн ості Ькі,к2 і зобра
ження Ь— к2. Розглянемо квадратне рівня- +,р
ння =  /

Л2 +  к іЛ +  к2 =  0. і

Розв’язками цього рівняння є дійсні числа у випадку 3) -  у вигляді

( ь ки к2 У)(і) =

Є̂ і(ік3)   е 2̂(ік3)

Л2 Л
:ю )

Л

Л2

якщо

— к\ — \] к 2 — 4к2

— к і +  у/к 2 — 4к2

к2 — 4к2 >  0,

(4) (Ь-І,к2У)(і) =  (і — в)е і̂(і з)У(р У$, И )

12)

і комплексні числа

Л

Л2

—к і — і у/4к2 — к

якщо

— кі +  і\/ 4к2 — к 2

к2 — 4к2 < 0.

(5) у випадку 4) -  у вигляді

(Ьк1]к2У)(і) =  J  (в — І)ЄХі(І~з)у (8)У8
І

і у випадку 7) -  у вигляді

(6) (І-Ік2 У)Ю =
І

(7) У і(‘ - )у(5)Ла +  [  ЄЧ « - > Ф )  в  (!3)
Л Л2 Л — Л2

Згідно з [8] визначений рівністю (2) опе
ратор Ькі,к2 має неперервний обернений 

- 1 к2 тоді і тільки тоді, коли

(Л і ,Л2] П { г  Є С : Ке £ =  0} =  0.  (8)

Ь~ 1

Розглянемо випадки:
1) к4 >  0, к2 >  0, кі >  4к2;
2) к\ <  0, к2 >  0, к2 >  4к2;
3) кі > 0, к“2 =  4к2;
4) к1 < 0, к“2 =  4к2;
5 ) к1 > 0, к“2 <  4к2;
6) к1 < 0, к2 <  4к2;
7) к2 < 0.

Очевидно, що тільки в цих випадках ви
конується співвідношення (8).

Легко переконатися, що оператор Ь—к2 у 
випадках 1) і 5) подається у вигляді

де у Є С0.
4. Знаход ж ення норм и \\Ь-1 к2\\н с о ,с і)• 

Визначимо норму \\Ь —к2 \ \ 0 с1) в кожному 
з розглянутих випадків.

4.1. Допоміжне твердження. При
знаходженні норми \Ь-1,к2 \\ о с і) будемо
використовувати співвідношення (9)—(13) та 
наступне твердження.

Л ема 1. Нехай функція О : М ^  М непе
рервна на М \ {0 } і для деяких чисел N >  1 
і у  >  0 задовольняє співвідношення

\0(і)\ < И е- ^ 1, і Є Е. 14)

(Ь-і, к2 У)(і) =

е̂ 2(І-з)   е^і(І-8)

Л2 Л
-y(s)ds,

Тоді для норми ||Т|І£(со,со) лінійного непе
рервного оператора Т : С0 ^  С0, що визна
чається рівністю

(Тх)(і) =  J  О(Ь — з)х(в)4з,
к

де х Є С 0, виконується співвідношення

іт іу со .со ) =  / \О(з)№. (15)
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Д оведення. Нагадаємо, що

IIy IIl(c° ,c°) =

1, якщо О ( - і )  >  0,
0, якщо Ь =  0 або О ( - і )  =  0,
-1 ,  якщо О ( - і )  <  0.

sup
||х||со = 1 , teR

G(t — s)x(s)ds
Тому завдяки (14)

Оскільки для кожного нормованого елемен
та х Є С0 (||х||со =  1) виконуються співвід
ношення

Ііт G (—s) zn (s) ds

sup
ЦхЦсо = 1, teR

G(t — s)x(s)ds

=  G(—s) lim zn(s)dsІ n—̂+̂ 0

\G(—s)\ds =  \G(s)\ds.

^ sup / IG(t — s)|\x(s)\ds ^
| х| со=1, teR

Із цього співвідношення та співвідношень 
(16) і (18) випливає, що також

^ sup / \G(t — s)\ds =  \G(s)\ds, |T|L(co,co) >  \G(s)\ds.

то
I I  Y I | l(Co,Co) <  \G (s)\ds- (17)

Тому на підставі (17) виконується співвідно
шення (15).

Лему 1 доведено.
Далі використаємо очевидне співвідношен- Далі знайдемо норму ||̂ (Сос і).
ня

sup
||х||со = 1 , teR

^ sup
ІМІсО=1

G(t — s)x (s)ds

G(—s)x(s)ds

4.2. В ипадок  к\ >  0, к2 >  0, к‘2 >  4к2.
Визначимо |ь(со>сі), ураховуючи, що

L—і,к2 IIl(co, с і) max{a,6},

де

f18) a =  sup ||L-i m  У1 Co
ІМІсО = 1 C

і неперервні й обмежені на М. функції 

Уп(Ь) =  , п Є Н,

b =  sup 
ІІ̂ ПсО = 1

d (L-i!fc2 у)
dt с 0

Оскільки
I zn Ус0

де

Zn(t)

e\2 (t—s) _ gAi(t—s) ^ о

+Уsin \t\G(-t), якщо \t\ < 2  

~л/G ( - t ) ,  якщо \t\ >  22n+1

якщо в < Ь, то завдяки співвідношенню (9) і 
лемі 1

- і
sup ||Lfci>2 У\\C0ІІ̂ ПсО = 1 с

Очевидно, що
1

с 0 1, n Є N, А2 — А1
e—A2S — e—Al̂  ds

lim yn(t) =n—
( —A  +  A

А2 — А1 А2 А1 А1А2
1
k2 '
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Тут використано те, що Л \Х2 =  k2. 
Отже,

t*
Л2вХ21 — Л 1єл 1t 

Л2 — Л і
dt+

L - і 1
к1,к2ІІL(C0,C 0) fc2

d (l —!m  у)

(19)

Тепер визначимо sup
ІМІС°=1

Використаємо співвідношення

d {L-]k2У) (t) =  
dt

dt

Л 1вл1t — Л2вл2\  2 (вл̂  — ел 1П
+  І ----- ;-------;-------dt —

Л2 — Л Л2 Л

с 0 Оскільки на підставі (21 

t* 1

то

Л2 e^(t-s) — л 1єл1 (t—s)

Л2 Л
y{s)ds, (20)

sup 
ІМІсо=1

ln — 
Л2 — Л Л2

d (L -bk2 y)
dt

що випливає з (9). Позначимо через ї* до
датне число, для якого

2 1 ( £ '  Л2-Л1

C0 
Л1\ Л2-Л1

л2

(21)Л2ЄЛ2 ** — А іелі** = 0 .

Таке число існує, оскільки функція 

у(ї) =  Л2ЄЛ2* — А івЛі* 

неперервна на проміжку [0, +то),

/і(0) >  0

і
ц(ї) <  0

для всіх досить великих додатних і. Тому на 
підставі (20) і леми 1

Л2 — Л
(22)

Отже, завдяки (19) і (22) справджується 
рівність

\\Ь-і ,к2 \\і(со, с 1) =
Л2 Аі

2 1 <у
Аі) Л2-Л1 лі  ̂Л2-Л1

л2
=  ma^< — , 

k2

На підставі (4) і (5)

Л2 Л
> .

- і

sup 
ІМІсо=1

d (Lfcbk2 у)
dt C0 де

— Лls І

І

1 '
0
t*

00

+

Л2е л2s — Л 1е 
Л2 — Л

Л2ел2І — Л 1eЛlt | 
Л2 — Л

ІЛ2ел2І — Л 1eЛlt| 
Л2 — Л

Л2eЛ2t — Л ̂ л̂ | 
Л2 Л

ds

dt

dt+

dt =

llLk1, к2 IIL(C0, C1)

т а Л  — ,u  1 (k 1 , k2)
I k2

U1 (k 1,k2) =
- ІДІ + \/ k1 -4к2 

2 (  k2 — 2k2 +1 k1 \yj к2—4к2̂  2̂ J к"2-4k2
2 1 2k2 1

(23)

\Jk 2 — 4k2
-|к1|-\/ к2-4к2 

2 (  к2 — 2к2 + \к1\\/Щ—4к̂  ̂  2̂ Jк2-4к2
2 1 2к2 1

\Jk 2 — 4k2
(24)

4.3. В ипадок  k 1 <  0, k2 >  0, k2 > 4k2.
У цьому випадку для \Ь-і , к2\\ц с о ,с і) та

кож виконується співвідношення (23). Це
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можна встановити безпосередньо, викори
стовуючи (10) замість (9). Можна також зве
сти цей випадок до попереднього випадку 
заміною Ь на -Ь.

4.4. Випадок  к1 >  0, к2 =  4к2. Спочат
ку знайдемо |Ь-і1к2|Ь(Со>со). Використовую
чи (11) і лему 1, отримуємо

Тому на підставі (26) і того, що А2 =  к2

вир
1Ы1со=1

й ( Ч к  у)
йі с 0 е \ к

Із цього співвідношення і (25) випливає, що

Ь- і
кі, к2\\Ь(с0, с  0) вв—Хів 1

А?
йв =  -ТТ =  т -

1
к2

Отже,

Ь —1 || =  -І-I кі, к2 ІІЬ(с0, с 0) к2" (25)

Далі визначимо вир 
ІМІсо=1 йі

Використовуючи співвідношення

1  (Ь—̂ 2̂у) (Ь) =
ІЬ

І

=  J  (1 +  А1(Ь — в))ЄЛі(І 5)у(в)1в,

що випливає з (11), та додатне число

Л —1 Т =  - А 1 ,

на підставі 1 отримуємо

1  (Ь—1м У)

с 0

(26)

вир
ІМІсо=1 йі с 0

|(1 — А1в)в Хів| йв

|1 +  А1г \вХіт йт

(1 +  А1т)вХіТйт — /  (1 +  А1т)вХіТйт

твХіТ* Ї Ґ  -  (твХіТ* 1|+~ =  2т*вХіТ*

Ь-1 |
І кі,к2 ІІ Ь(с0,сі)

1
т а х  < — 2 1

к^ вv/k2 і
(27)

4.5. Випадок  к1 < 0, к2 =  4к2. Цей
випадок зводиться до попереднього випадку 
заміною Ь на -Ь. Тому також виконується 
рівність (27).

4.6. В ипадок  к1 >  0, к1 < 4к2. Визна
чимо ІІЬ—\  II , , ,, „ ,  використавшиII кі,к2\\ Ь(є о(К,К),С1 (К,К)) 1
(9). Оскільки на підставі (6) і (7)

вХ2Т вХ1Т =

кі
в—-2 Т вг

\] 4к2-к\
Т -  в —

\ ] 4к2-к\ '

,•„— кі  Т -  л/4к2 — кї2ів 2 Т від т (28)

А2 — А1 — і\! 4к2 — к2,

то
(Ь—і!к2 У) (і) = 

^4к2 — к2
2 в—к2 (*—в)8іП 2 (і — в)

л/ 4к2 — к 2
У(в) йв

і тому
(Ькьк2 У) (і)

. -у/4к2 —к2
_кіТ віД 2---- т

в 2 Т , 2 , - у (і — т) йт
\/ 4к2 — к 20

для всіх у Є С0 і Ь Є М. 
Отже, на підставі леми 1

II т—і ІII к і ,к2 І І Ь(Єо,Є о)

\/ 4к2 — к 2

/сі   ̂Тв 2 Т . л] 4к2 — к 2 від —-----2-------т йт.
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Функція
дом

Тому

• \j4k2-k\sin

T

періодична з періо- 

(29)
\J 4 2̂ — к 2

\J 4k2 — k 2

T

- 2 /  e" * T-0

T

- 1 k  ■
0

T
[  -  кіт— e 2 т

-ki т e 2 т . л/ 4k2 — k 2sin —-----   T

sin ^4k2-k2 ̂

2 dT

\J 4k2 — к dT E
чга=0

sin \J~Äk2-k

dT
\J 4k2 — k 2 1 — e 21_ fei t

■ \J4k2-k2 ̂sin

0 у /4k2 — k 2
dT

1 _  e v7̂ k2 2_ki

На підставі (28) і (29
T

2

V7 4k2 — k 2
e - "1 т

T

V7 4k2 — k 12 — k 2 sin  ----- --------T
2 dT

A2 — А і
eX2T — eAlT) dT

1 eX2т e\iT

A2 — A A2 
1

A

T

A2 — A A

e^2T exiT

A
+

A A2
1 /  + A ieA2 T — A2eXlT\ 

k2 V +  A2 — А i

к ^ 1 1 +

ki t л k1 TA ̂ - “ T — A2e" 
A2 — A

— і  ( 1 +  e - * T )  — k 2 1 1 +  e

Тут використано те, що

ß X iT  _  ß X2T _  „ - " l T

\J 4k2-k2

Отже,

Ir -  1 II
I kl,k2\\L(C 0,C0)

1 +  e \J 4k2-fc2
(30)

k2 1 -  e v7̂ "2

Тепер визначимо sup 
IMIco=1

d {Lklk2 y)
dt C0

Використаємо (6), (7) і подамо (20) у вигляді 

л/4к2 — к2 d (L- 1k2у) (t) _
2 \fk2 dt

-  "l т /  V74k2 — k 2 у /4k2 — k 2e -  2
2\fk/2

к і . -у7 4k2 — k 2

cos T

sin
2\[к/2

Оскільки

V7 4k2 — к

t ) y(t — t)dT.

2 \/к/2 + ( — V 1,

то можна використати співвідношення 

V7 4k2 — к 2 k 1sin а

де

а — arcsin

2\/к/2 

. л/4к2 — к 2

cos а
2 \кк2

кarccos
2\/к2 2\[к/2

Отримаємо

л/4к2 — к 2 л/4к2 — к 2
2л/к2

cos 2 T

кі . у/4к2 — к 2 sin —--------------т
2\[к/2

sin а —

2

V7 4к2 — к 2

Тому для кожної функції у Є C° 

і]4к2 — к2 d (L-lMу) (t)
e 2 2 у 7к ї  dt
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_ ків 2 Т від І а —
\/ 4к2 — к 2

т ) У (і — т )йт.
2\/к2в 2“ Т0 — кі  в - \ /4к2 — к 2
-у/ 4к2 — к 2

в 2 віД вйв.

Отже, завдяки лемі 1 Далі використаємо відому формулу

4к2 — к
2 \ к

вир
1Ы1со=1

й (Ькl!k2у)
йі вах від Ьхйх =

с 0
вах(а від Ьх — Ь сов Ьх) 

а2 +  Ь2 +  С,

к1 і Тв 2 Т від а — \/ 4к2 — к 2
2 т

де С -  довільна стала [9]. Отримаємо
йт.

Визначимо праву частину цієї рівності. Ви
користаємо нову змінну інтегрування в, що 
визначається рівністю

\/ 4 к 2 — к 2 -у/ 4 к 2 — к 2а —  --------------т =  ——------------- в.
2

Також використаємо число
2а

т0
\/ 4к2 — к2

Тоді на підставі (30)

— кі в .  л/ 4к2 — к 2в 2 від вйв =
-  Т0

к1__і вв 2 в к 1 . -у/ 4к2 — к 2
2 відк2 2 2

-у/ 4к2 — к 2 -у/ 4к2 — к 2

в

сов

в 2і Т0 /  к 1 . -у/4к2 — к 2
к2 2 від 2

Т0

то +

к і і Т2 '2 /̂к2в 
/  4к2 — к 2

2^к 2в—к2 Т0
-у/ 4к2 — к 2

\/ 4к2 — к 2 від | а — 4-----2------- т

кл
в—2 в

2\ґк2в— -і то

Т0
ЙіП -у/ 4к2 — к 2

-у/ 4к2 — к 2

2\ґк2в— -і То

-у/ 4к2 — к 2

/сі__і вв 2 в

кі__і вв 2 в

. л/ 4к2 — к 2віП

Т0

/сі
в—"2і Т0

. -у/4к2 — квіП

йт

йв+

йв

йв+

1 +  в -у/4к2—

4к2-к 2

в — ̂ Т0 ( 1 +  в \/ік2-к2

1 — в V/^ 2-к2

-у/4к2 — к 2 -у/ 4к2 — к 2+  ----- -̂------сов —--------------т02

-у/4к2 — к

2

2к2

^ То ( кі • і л/4к2 — к2в 2 То ( — кі  від а +  ——2— і сов а

-у/4к2 — к2 _  -у/4к2 — к 2
2к2

Таким чином,
2к2

2л/к2 в— Т0 — кі в • \ /4к2 — к 2
4к2 к 2 в 2 від вйв+

Т0

/сі
в—~ Т0 1 +  в -у/4к2-к2

1 _  в -\/4к2-к2

/сів 2 Т0
1 +

1 +  в
. к іх \
\[ 4к2 к2-к2

_  в у/4к2-к 2
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к1
2e- 2 T0

V h  11 — e v7̂ 2—к2

ki arcsin 4к2—к 2 in ---7= --2Vk2
\J~4k2 —k2

у к  ( 1 — e v7-4k2 —к 2

sup
IHIc°(R,R) = 1

d {L - ,k2 У) (t)
dt

-ф 4к2—к
27к2

V h  f 1 — e v k 7

\/ 4к2-
2—к 2

Отже,
11 L-i,k2 11 L(C0 ,Ci)

ш ах {^ (к  і,к2),^з(к і , к2)}, (31)

де

^ (к  і, к2)
1 +  e \J 4к2- к2

(32)

кЛ  1 -  e V7̂ к2

^з(к і, к2)

к і ■ v kІ "i і arcsin —----
к12

\J 4к2—>
2̂ /кі

v k (  1 — e v71̂

A -  A2
A k 1*7 s)y(s)ds+

+  у  Л2еЛ2(і~а)у(в)д,в
І

що випливає з (13), де також у Є С0 і і Є М. 
Ці співвідношення можна подати відповідно 
у вигляді

(Ь - к2 У) (І) =
'

еЛіту (і — т)б,т+
1

A -  A2

+  eX2T y(t — т )dT

d (L -i!k2 y ) (t)
dt

A -  A2
A ̂ XiT y(t — т )dT+

+  I A2eX2Ty(t — т)dT

Завдяки лемі 1

L - і

1

(33)
4.7. Випадок  к 1 < 0, к2 < 4к2. Цей

випадок зводиться до попереднього випад
ку заміною і на —і. Тому також виконується 
рівність (31).

4.8. В ипадок  к2 <  0. Визначимо

A2 -  A 

1

ki,k2 II L(C0(R,R),C0(R,R))

0
eXiTdT +  f  eX2TdT

0

eЛ1 т

A2 -  A A

1

eX2 T
+

A2

0

A2 -  A
1 1 

A 1 A2
1

-1
llLki MW L(C0,C i) 
відношення

, використовуючи (13) і спів-

d (l -Im y ) (t) —
dt

вир
ІНІСо(Е,Г

A A2

d (L-lk2 y)

1
к2

dt

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 1. 115

1кіп

2
eкіп

к1
2 02к1eкп1

1

к1Іп
0

к1Іп

2
eк п1

0



+ «

А2 — А 1
— А 1єа lT dr +  А2вХ2Т dr

=А і т І + «  , А2Т. . . — Є'ч±' L +  ЄА2 — А і V 'о і-«,

А2 — А і \Jk 2 — 4k2
Таким чином,

L - 1
к і,к2\\L(C 0,C 1) max < —

k2 ’ у /k 2 — 4k2

Отже, норма IIL- 1 для оберне-кък2 II Ь(с0,с і) 
ного оператора Ь—к2 знайдена.

На підставі проведених досліджень мож
на розглянути визначену на множині

А  =  Е2 \ { ( і  1, і2) : і2 =  0 або і 1 =  0 і і2 > 0}

функцію
^ (к ь к2) =

Б1 (к 1 ,к2), якщо к2 > 4к2 > 0,

де

S2(k1 ,k2), якщо k2 =  4k2 > 0, 
S3(k1 ,k2), якщо 0 < k2 < 4k2, 
S4(k^k2), якщо k2 < 0,

S1 (k 1 , k2) =  m ax] -1  ,ш 1 (k 1 , k2) 
k2

(34)

S2(k1 ,k2) =  max < —k  - 2 - 1k2 ^v/k2 J
Ss(k1 , k2) =  max { ^ ( k b k2 ), W3(kb k2 )}

S4(k1, k2) =  max  ̂ — — ,
2

lim u 1(k1 , k2) =  0
\k 1 1^+«

(35)

lim 5 (ki, k2) =  + to.k 1 ——0
Отже, справджується наступне твердже

ння.
Теорема 2. Оператор Lkl,k2 : C2 ^  C0 

для всіх (k1,k2) Є ^  має неперервний обер-
iнений LkiM і

11 L-i,k2 11 L(C0,C 1) =  5 (kb k2)-

5. П риклади. Наведемо приклади за
стосування теореми 1.

П риклад 1. Зафіксуємо довільне додат
не число а >  2 і розглянемо непарну непе
рервну на R кусково-лінійну функцію ua (t), 
що на проміжку [0, +то) визначається рів- 
ностями

Ua(t) =  —t ,
якщо t Є [0,а0),

иa (t) =  - a 2n +  (t -  a2n) ,
а — I у '

якщо t Є [a2n, a2n+1), n Є N U {0 }, і

Ua(t) =  a_  2n+1 a + 1  
a — 1

(t — a2n+1) ,

якщо Ь Є [а2п+1, а2п+2), п Є N и {0 }.
Будемо вважати, що в рівнянні (1) функ

ція У (х1,х 2) має вигляд

F (Х1 ,Х2) =  G(X1,X2) +  Ua(x2), (36)

к2  к2 — 4к2

і ^1  (к1 ,к2 ), Ш2(к1 ,к2) і ш3(к1 , к2), -  фун
кції, що визначаються рівностями (24), (32) 
і (33). Ця функція є неперервною на множи
ні А , оскільки навіть у загальному випадку 
норма оберненого оператора А —1 неперерв
но залежить від оператора А [10]. Неперерв
ність функції 5і(к1,к2) на А  можна переві
рити також і безпосередньо.

Легко перевірити, що для кожного к2 >  0

де G : R2 ^  R -  неперервна і обмежена на R2 
функція (ця функція може бути недиферен- 
ційовною на R2). Використаємо позначення

b =  sup \G(x4,x 2)\.
(жі,Ж2)ЄК2

Легко переконатися, використовуючи гра
фік функції ua(t), що для кожного числа 

n Є N, виконуються співвідношен-Гп -- 
ня

2п

max |F(x1, x2) — (—x2)| ф

ф b +  max фа(Х2 ) +  Х2 І =\̂ l\̂ r„, \Ж2\̂Г„

b +  2a2n-1 =  a2n — (a— (a2n — 2a2n-1 — b)
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Оскільки для всіх п ^ п0. Ураховуючи те, що функція
ш(х) є кусково-лінійною і непарною, легко 
показати, що для кожного п Є N викону-

то для кожного числа Н >  0 існує такий но- ються співвідношення

lim (a2n — 2a2n— 1 — &) =  +то,

мер п0 Є N, що

max \F(x 1 , x 2) — (—x2)\ ^
\Х1\<Г„, МФ-п

^ rn ~ H (37)
для всіх п ^ По.

За теоремою 2 оператор Ь0 -  1 має непе
рервний обернений Ь- 11 і

max \u(x) — k2x\ =
\x\<r„

= max { |u (l0 2n) — k2102

U (102n+ 1) — k2l02n+ 11}
19

\r — 1 III Lo,—1 IIl(c0,c1) S (0, —1) =  1. (38)

Тому нерівність (37) можна подати у вигляді |ж|<г

та х  \Р(х 1 , х 2 ) — (0х 1 +  (—1)х2 ) \ ^ Тому для п ^ п0|жі|̂ Гп, |Ж2І̂ ГП

=  max { 102n—119,102n) =  rn.\ > /  100 n
Завдяки рівності (41) для всіх п ^ п0

rnmax \l(x) +  z(x) — (lnrn)x\ ^ — +  ||z||Co.

H.
S (0, —1)

Отже, на підставі теореми 1 диферен
ціальне рівняння (1), в якому функція 
У(х 1,х 2) визначається рівністю (36), має 
для кожної функції к Є С° хоча б один 
розв’язок х Є С2.

П риклад 2. Розглянемо диференціальне 
рівняння

сРх , ( кх\ ( кх\ . . , . . , ,
т  + Чл) + Ч і  +  и(х) = к( і ) ' (39)

max
\X1 \ фгп , \Ж2\̂Г„ l(x 1 ) +  Z (x 1 ) +  u (x 2 ) —

— ( (ln rn)x 1 +  1 0 x 2

^ max \l(x 1) +  z(x 1) — (lnrn)x 1 \ +
\X1\<rn

+  max\ж2\фг„
9

u (x2) — 10 x2

,1  19
^ 1 e  +  1 0 0 |r" + M c0■

де I : К ^  К -  Нбперервна Функція, що ви- Оскільки 1 +  Т 9  < 4 ,  то для кожного чи-
значається рівністю

х  1п \х\, якщо \х\ ^ е, 
х, якщо \ х\ < е,l(x)

е 100 10
сла Н >  0 існує такий номер п 1 ^ п0, що

г -  довільний елемент простору С0, и -  роз
глянута у прикладі 1 функція иа при а =  10 
і і Є М.

Покажемо, що для функції

max
\X1 \ фгп , \Ж2\̂Г„ l(x 1 ) +  Z (x 1 ) +  u (x 2 ) —

— ( (ln rn)x 1 +  1 0 x 2 ^ —  rn — H  (42) 10 n V ’

F  (x 1 , x 2 ) =  l(x 1 ) +  z(x 1 ) +  u (x 2 ) (40)
для всіх п ^ п 1.

На підставі (34) і (35) існує таке число 
п2 ^ п 1, що

9
S ln r „ , —  =  —

10
10
9

виконуються умови теореми 1.
Розглянемо числа гп =  102п+ 1, п > 1. По-

9
кладемо к 1 =  1п гп і к2 =  ю . Використовую
чи методи диференціального числення, лег- для всіх п ^ п2. Тому (42) можна подати у 
ко показати існування такого числа п0 Є N  вигляді 
що

max \l(x) — (lnrn)x\ =  — (41) max
\ж\̂Гп e \ X1 \ фг п , \ X 2 \ фг п le(x 1 ) +  z(x 1 ) +  U 1o(x2 ) —
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-  ( (ln Tn)x1 +  1 0 X2 де

s  (ln Tn, 10)
- H ,

де п ^ п2.
Отже, для функції Г (х і, х 2), що визнача

ється рівністю (40), виконуються умови те
ореми 1. Тоді диференціальне рівняння (39) 
для кожної функції к Є С0 має хоча б один 
розв’язок х Є С2.

Зазначимо, що в диференціальному рів
нянні (39) функція 1(х) задовольняє умову

lim|ж | —̂+̂ 0
l(x)

X

(при |х| ^  ця функція швидше зро
стає, ніж будь-яка лінійна функція), фун
кція ш(х) є осцилюючою, причому

lim ш(х)|ж | —̂+̂ 0 +  ТО

Io =  (1, 2],
11 =  (2, 22] ,

12 =  (22, 23]

In =  (2n, 2n+1}

і диференціальне рівняння 

d2 х
d X  +  В Д  =  h(t), t є  R, 
at2

(43)

де

lim u(x)  =  — ж,
\х\̂ -+ж

а функція z =  z(x) може бути недиферен- 
ційовною на R. Тому з ’ясувати існування 
навіть періодичних розв’язків цього рівня
ння для кожної періодичної правої частини 
h Є C0 за допомогою методів, викладених, 
наприклад, в [6 ], неможливо.

П риклад 3. Розглянемо непарну непе
рервну функцію G : R ^  R, що на проміжку 
[0 , + ж ) визначається рівністю

П(х) =  G(x) +  1.
Визначимо функцію F  : R 2 ^  R рівністю

F  (Хі,Х2 ) =  П(Х2 ).

Легко переконатися, використовуючи гра
фік функції G, що для послідовності чисел 
rn =  22n-1, n Є N, виконується співвідно
шення

rmax |П(х) +  x\ ф +  1, n Є N.|ж|Угп 2

Отже, для кожного числа H >  0 існує 
такий номер no Є N, що для всіх n ^ n0

max IF (хн х2) — (0х1 — х2)| =
|*l|<rn, |̂2І̂ п̂

=  max |П(х) +  х\ ф rn — H  =
МУг„

т
------------- H.

G(x)
I L-1 II
l^0 -1 !! L(C 0,C1)

118

Тут ураховано (38).
Таким чином, виконується нерівність (3) 

при кі =  0 і к2 =  —1. Тому на підставі те
ореми 1 нелінійне диференціальне рівняння 
(43) для кожної функції к Є С° має хоча б 
один розв’язок х Є С2.

Зауваження 1. Метод, який використа
но для з ’ясування умов існування обмеже
них розв’язків диференціального рівняння 
( 1 ) та рівнянь у прикладах 1 - 3 ,  застосову
вався автором для дослідження обмежених 
розв’язків як систем нелінійних диференці- 

:, альних та диференціально-функціональних
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якщо х є  [0 , 1 ],
(х -  ^ якщо х Є Io,
■2 (х -  2 ) +  2 , якщо х є  I 1 ,
(х -  2 2) , якщо х є  I2 ,
■2 (х -  2 3) +  2 3, якщо х Є Із,
(х -  2 4) , якщо х є  I4 ,
■2 (х -  2 5) +  2 5, якщо х Є 15,

(х -  2 n) , якщо х є  In,
■2 (х -  2n+1) +  2n+1, якщо х Є In+ 1 ,

Tn



рівнянь [7,11], так і систем нелінійних різ
ницевих рівнянь [12,13]. Цей метод для де
яких класів рівнянь дає не тільки достатні, 
але й необхідні умови існування обмежених 
розв’язків відповідних рівнянь [7,11].

Зауваження 2. Твердження теореми 1 
зберігається, якщо в цій теоремі простори 
С0, С  1 і С 2 замінити відповідними просто
рами Т -періодичних функцій (Т -  довільне 
додатне число).
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